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ПЕРЕДМОВА

Навчально-методичний посiбник до практичних занять з дисциплiни
“Актуарна математика" призначено для студентiв механiко-математичного
й економiчного факультетiв. Посiбник створено на основi багаторiчного до-
свiду викладання вiдповiдних дисциплiн у Київському нацiональному унi-
верситетi iм. Т. Шевченка та Нацiональному унiверситетi "Києво-Моги-
лянська академiя".

У посiбнику подано задачi, умiння розв’язувати якi є необхiдним для
успiшного оволодiння матерiалом курсу.

Структура кожного заняття посiбника така: спочатку стисло наведено
теоретичний матерiал та основнi формули з вiдповiдної теми, далi подано
задачi. Додатковий теоретичний матерiал та приклади розв’язку типових
задач можна знайти в лiтературi, що наведена в кiнцi посiбника. У двох
додатках вмiщено таблицi тривалостi життя, за допомогою яких студенти
мають змогу проводити розрахунки, близькi до тих, що здiйснюються у
практицi страхових фiрм i пенсiйних фондiв.

Крiм теоретичних, посiбник мiстить прикладнi задачi, при розв’язуван-
нi яких бажано використовувати комп’ютер. Також у кожному заняттi є
кiлька задач, в яких вiд студента вимагається створення невеликих про-
грам, що обчислюють вартiсть певних страхових полiсiв, будують таблицi
вiдповiдних значень по роках тощо. Такi задачi призначено для контролю
засвоєння матерiалу та здатностi використовувати його на практицi. Ви-
бiр програмного забезпечення для виконання цих завдань залишається на
розсуд студента.

Згiдно з навчальним планом, протягом семестру проводиться контроль-
на робота для перевiрки знань студентiв. Задачi для неї пiдбираються того
самого рiвня, що й у посiбнику.

Укладач вдячний аспiрантам Б. Кликавцi та О. Панасюк за допомогу
при пiдготовцi TEX−макета посiбника.

Матерiал для посiбника зiбрано та пiдготовлено за часткової пiдтримки
грантом TEMPUS PROJECT IB-JEP-25054-2004.
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Заняття 1
Моделi на основi складних вiдсоткiв

Вiдсоткова ставка називається фактичною, якщо перiод конверсiї збi-
гається з основною одиницею часу; у цьому випадку вiдсотковий прибуток
виплачується наприкiнцi основної одиницi часу.

Нехай i – фактична рiчна вiдсоткова ставка. Множник, що дисконтує,
чи коефiцiєнт дисконтування, визначається як

υ =
1

1 + i
.

Якщо перiод конверсiї не збiгається з основною одиницею часу, то вiд-
соткова ставка називається номiнальною. Позначимо еквiвалентну i номi-
нальну рiчну вiдсоткову ставку з виплатою вiдсоткiв m разiв на рiк i(m):

i(m) = m((1 + i)1/m − 1).

Величина δ = lim
m→∞

i(m) називається силою (нормою) вiдсоткового при-
бутку, еквiвалентною ставцi i. δ пов’язане з i так:

eδ = 1 + i.

Вiдсотковий прибуток, що виплачується на початку кожного перiоду
конверсiї, називають дисконтом, а вiдповiдну ставку – ставкою дисконту
чи дисконтною ставкою.

Якщо d – рiчна фактична ставка дисконту, то

d =
i

1 + i
= 1− υ.

Нехай d(m) — номiнальна ставка авансового вiдсоткового прибутку, що
виплачується m разiв на рiк, еквiвалентна d. Тодi

1
d(m)

=
1
m

+
1

i(m)
.

Безтермiновi ренти складаються iз щорiчних виплат величиною 1.
Якщо перша виплата здiйснюється в момент 0, то така рента назива-

ється прямою безтермiновою рентою (чи безтермiновою рентою пренуме-
рандо), а її поточна вартiсть позначається через ä ∞| :

ä ∞| = 1 + υ + υ2 + ... =
1

1− υ
=

1
d
.
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Якщо ж перша виплата здiйснюється наприкiнцi першого року, то така
рента називається безпосередньою безтермiновою рентою (чи безтермiно-
вою рентою постнумерандо). Її поточна вартiсть позначається через a ∞|
i дорiвнює

a ∞| = υ + υ2 + ... =
υ

1− υ
=

1
i
.

Безтермiновi ренти, в яких сума 1/m виплачується m разiв на рiк. Якщо
платежi здiйснюються авансом (перша виплата суми 1/m здiйснюється
в момент 0), то поточна вартiсть такої ренти позначається через ä

(m)
∞| i

дорiвнює

ä
(m)
∞| :=

1
m

+
1
m

υ1/m +
1
m

υ2/m + ... =
1
m

(
1

1− υ1/m

)
=

1
d(m)

.

Якщо ж платежi вiдкладенi (перша виплата суми 1/m здiйснюється в
момент 1/m), то поточна вартiсть такої ренти позначається через a

(m)
∞| i

має вигляд

a(m)

∞| :=
1
m

υ1/m+
1
m

υ2/m+... =
1
m

(
υ1/m

1− υ1/m

)
=

1
m((1 + i)1/m − 1)

=
1

i(m)
.

Ануїтет визначається як послiдовнiсть платежiв з обмеженим термiном
тривалостi, який ми позначимо через n.

Поточна вартiсть прямого ануїтету з n щорiчними платежами по 1, що
починаються в момент 0, задається формулою

ä n| = ä ∞| − υnä ∞| =
1− υn

d
.

Iнвестор платить цiну u, що дає йому право одержати n майбутнiх ви-
плат r1, ..., rn. Виплата rk здiйснюється в момент τk, k = 1, ..., n. Нехай z
– розв’язок рiвняння

u =
n∑

k=1

rke−zτk .

Внутрiшньою нормою прибутку (прибутковiстю iнвестицiї) називається
величина i = ez − 1.

Задачi

1. Номiнальна вiдсоткова ставка дорiвнює j. Перiод конверсiї дорiвнює
пiвроку. Платежi величиною 1 здiйснюються кожнi два роки. Випла-
ти здiйснюються нескiнченну кiлькiсть рокiв. Вартiсть такої угоди
страхування – 5,89. Обчислити вiдсоткову ставку j.
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2. За угодою здiйснюються зростаючi виплати 1 + k, (1 + k)2 i т. д.,
починаючи з кiнця першого року. При вiдсотковiй ставцi 4% вартiсть
угоди за рiк до першої виплати становить 51. Знайти k.

3. Особа, що страхується, може вибрати одну з чотирьох еквiвалентних
угод:

а) починаючи з одного мiсяця пiсля смертi, виплати по 120 здiйсню-
ються щомiсяця й продовжуються вiчно;

б) починаючи з мiсяця пiсля смертi, виплати здiйснюються щомiсяця
протягом n рокiв i дорiвнюють 365,47 ;

в) здiйснюється єдина виплата через n рокiв пiсля смертi величиною
17866,32 ;

г) на момент смертi родичам виплачується сума X.

Обчислити X.

4. Компанiя має здiйснити п’ять рiчних платежiв по 15000. Перший пла-
тiж – 31 грудня 1999 р. У банку створюється фонд для цих платежiв.
Щороку до фонду вноситься сума X, починаючи з 1 сiчня 1990 р.
Вiдсоткова ставка – 6%. Останнiй платiж до фонду здiйснюється
1 сiчня 1999 р. Обчислити X.

5. Компанiя робить внесок 100000 до фонду. Фонд платить номiнальну
вiдсоткову ставку 12%, що конвертується щоквартально. З перiодом
у шiсть мiсяцiв з фонду береться сума X, потiм 2X, потiм – 3X i т.д.
Вiдомо, що пiсля шостого взяття з фонду вiн залишився порожнiм.
Обчислити X.

6. Депозит у 100 вносять до фонду на початку кожного року протягом
10 рокiв. Через 10 рокiв пiсля останнього депозиту сума X береться
з фонду щорiчно. Фонд вичерпується на нескiнченностi.

а) Знайти X при вiдсотковiй ставцi 10%;

б) Намалювати графiк X як функцiї вiд i, якщо i змiнюється вiд 1
до 21%.

7. У банку створюється рахунок, на який нараховується 8% на суму до
100000, а на все, що перевищує її – 9%. Такi нарахування вiдбува-
ються на початку кожного року. Через один рiк з фонду починають
брати суму X, i через 10 рокiв фонд стає порожнiм. На початку у
фондi було 300000. Знайти X.
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8. Показати, що

i(m) − d(m) =
i(m) · d(m)

m
.

9. Показати, що

d < d(2) < d(3) < ... < δ < i(3) < i(2) < i

та

i(m) − d(n) ≤ i2

min(m,n)
.

10. Страхова компанiя повинна зробити протягом п’яти рокiв виплати по
15 000. Перша виплата має вiдбутися 31 грудня 2009 р. Для накопи-
чення фонду на виплати компанiя робить щорiчнi внески величиною
X, 2X, 3X..., починаючи з 1 сiчня 2000 р., на банкiвський рахунок.
На цьому рахунку щорiчна вiдсоткова ставка становить 5%. Останнiй
внесок компанiя зробить 1 сiчня 2009 р. Обчислити X.

11. Внески по 200 здiйснюються на банкiвський рахунок на початку ко-
жного кварталу протягом п’яти рокiв. Банк нараховує щорiчнi вiдсо-
тки величиною i. Через один квартал пiсля останнього внеску баланс
на рахунку дорiвнював 5000. Обчислити i.

12. Розглянемо неперервний платiжний потiк протягом n рокiв з iнтен-
сивнiстю виплат r = 1, який починається в момент 0. Показати, що

a n| < a n| < ä n|,

якщо i > 0.

13. Показати, що якщо i1 > i2 > 0, то при зростаннi n a n|(i1)/n та
a n|(i1)/a n|(i2) спадають.

14. Людина може зробити позику 208 через рiк, заплативши за це 100
тепер i 108,15 через рiк пiсля моменту позики. Якою в цьому разi є
фактична вiдсоткова ставка?

15. Банк може надати студенту позику у 10000 для покриття витрат на
навчання в унiверститетi. Фактична вiдсоткова ставка – 3%, а умови
позики такi:

a) першi п’ять рокiв виплачуються лише вiдсотки – 300 на рiк;

б) починаючи з шостого року, виплачуються вiдсотки та 900 щорiчно,
доки борг не буде виплачено.
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Як довго студенту потрiбно виплачувати борг i на скiльки остання
виплата перевищуватиме залишок боргу? Якщо студент захоче пога-
сити борг достроково в момент t ∈ N , то яку вiн повинен здiйснити
виплату?

16. На рахунку вкладника – 10000. Банк гарантує, що протягом трьох
рокiв фактична вiдсоткова ставка становитиме 7%. Через три роки
нова вiдсоткова ставка буде встановлена на наступнi три роки. Банк
гарантує, що вона не буде вiдхилятись бiльшe нiж на 1% вiд попере-
дньої. Що можна сказати про суму на рахунку через шiсть рокiв?

17. Пенсiйний фонд має виплатити громадянину:

а) 5000 – 1 червня 2004 р.;

б) 3000 – 1 березня 2007 р.;

в) 2000 – 1 жовтня 2008 р.;

г) 8000 – 1 квiтня 2010 р.

Технiчна вiдсоткова ставка для розрахункiв становить 5%. Знайти
величину зобов’язань фонду перед громадянином на 1 сiчня 2003 р.

18. Громадянин укладає угоду з недержавним пенсiйним фондом на пра-
во отримання пенсiї через сiм рокiв. Пенсiя буде:

а) сплачуватись раз на рiк протягом 12 рокiв;

б) розмiр пенсiї має враховувати iнфляцiю й дорiвнювати 1200 у ни-
нiшнiх цiнах.

Припускається, що протягом найближчих трьох рокiв офiцiйної iн-
фляцiї не буде, а потiм її рiвень становитиме приблизно 1,2% на
рiк. Фонд розмiщує пенсiйнi резерви й забезпечує учасникам фон-
ду iнвестицiйний прибуток розмiром 6,3% рiчних. Який одноразовий
пенсiйний внесок повинен зробити громадянин?

19. Написати програму знаходження j в задачi 1 для довiльного перiоду
конверсiї, вартостi страхування, величини й перiодичностi виплат.

20. Написати програму знаходження внутрiшньої норми прибутку за ве-
личиною виплат r1, ..rn, якi здiйснюються в моменти часу t1, ..tn,
вiдповiдно.
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Заняття 2
Моделi тривалостi життя

Iндивiда вiком x позначимо символом (x), тривалiсть його майбутнього
життя – T або T (x). Таким чином, x + T буде вiком, у якому ця людина
вмре.

Тривалiсть майбутнього життя T – випадкова величина з функцiєю
розподiлу

G(t) = P (T < t), t ≥ 0.

Припускаємо, що функцiя G неперервна i T має щiльнiсть розподiлу
g(t) = G′(t).

Iмовiрнiсть того, що iндивiд (x) умре протягом t рокiв, позначають
символом tqx, тобто

tqx := G(t),

а ймовiрнiсть того, що iндивiд вiком x проживе принаймнi t рокiв – сим-
волом

tpx := 1−G(t).

Iмовiрнiсть того, що iндивiд (x) проживе s рокiв i потiм умре в наступнi
t рокiв, позначають

s|tqx := P (s < T < s + t) = G(s + t)−G(s) =s+t qx −s qx.

Умовна ймовiрнiсть того, що iндивiд (x) проживе ще t рокiв пiсля до-
сягнення вiку x + s, становить

tpx+s := P (T > s + t|T > s) =
1−G(s + t)

1−G(s)
.

Умовна ймовiрнiсть того, що (x) умре протягом t рокiв пiсля досягне-
ння вiку x + s, становить

tqx+s := P (T ≤ s + t|T > s) =
G(s + t)−G(s)

1−G(s)
.

Очiкувана тривалiсть залишку життя iндивiда у вiцi x є математичним
сподiванням E(T ), яке визначають за формулою

◦
ex =

∞∫

0

tg(t)dt .
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Сила смертностi для iндивiда (x) вiком x + t визначається як

µx(t) := µx+t :=
g(t)

1−G(t)
= − d

dt
ln(1−G(t)).

Де Муавр запропонував модель з максимальним вiком ω людини i при-
пустив, що T рiвномiрно розподiлена мiж вiком 0 i ω−x, що приводить до
g(t) = 1

ω−x для 0<t< ω-x. Тодi сила смертностi має вигляд

µx+t =
1

ω − x− t
, 0 < t < ω − x .

Гомпертц запропонував модель, в якiй сила смертностi зростає експо-
ненцiйно:

µx+t = Bcx+t, t > 0

де B i c – сталi, B > 0, c ≥ 1.
Мейкхем запропонував модель вигляду

µx+t = A + Bcx+t, t > 0,

де A,B, c – сталi, A > 0, B ≥ 0, c ≥ 1.
K = [T ] (цiла частина T ) – кiлькiсть повних рокiв життя iндивiда (x),

що залишилися. Розподiл випадкової величини K має вигляд

P (K = k) = P (k ≤ T < k + 1) = kpx · qx+k.

Математичне сподiвання величини K називається очiкуваною обмеже-
ною тривалiстю майбутнього життя (x) i дорiвнює

ex =
∞∑

k=1

P (K ≥ k) =
∞∑

k=1

kpx.

S – дробова частина року смертi, протягом якої (x) залишається жи-
вим, тобто T = K + S.

Iмовiрнiсть дожити до вiку x позначають s(x).

Задачi

1. Вiдомо, що tpx = 100−x−t
100−x , x належить промiжку [0, 100), t – промiж-

ку [0, 100− x]. Обчислити µ45.
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2. Вiдомо, що tpx = 1 − (
t

100

)1,5, x = 60, t ∈ (0, 100). Обчислити
E(T (x)).

3. Вiдомо, що µx+t = 1
85−t + 3

105−t , t ∈ [0, 85). Обчислити 20px.

4. Вiдомо, що tpx =
(

1+x
1+x+t

)3

, t ≥ 0. Обчислити
◦
e41.

5. Вiдомо, що µx+t – стала, t ∈ [0, 1), qx = 0, 16.

Знайти таке t, що tpx = 0, 95.

6. Вiдомо, що:

a) якщо сила смертностi дорiвнює µx+t, t ∈ [0, 1), то qx = 0, 05.

б) якщо ж сила смертностi становить µx+t−c, t ∈ [0, 1), то qx = 0, 07.

Обчислити c.

7. Дано таблицю значень ex :

Вiк x ex

75 10,5
76 10
77 9,5

Обчислити ймовiрнiсть особи вiком 75 рокiв дожити до 77 рокiв.

8. Сила смертностi пiдпорядкована закону де Муавра, математичне спо-
дiвання E(T (16)) = 36. Обчислити D(T (16)).

9. Розглядаються двi незалежнi особи: одна палить, iнша – нi. Для того,
хто не палить, сила смертностi дорiвнює µx, x ∈ [0, w), для курця –
c · µx, c>1, x ∈ [0, w).

Обчислити ймовiрнiсть того, що час життя, що залишилось, для кур-
ця бiльший, нiж для того, хто не палить.

10. Яка з функцiй:

1) s1(x) = ex−0,7(2x−1); 2) s2(x) = 1
(1+x)2 ;

3) s3(x) = e−x2
; 4) s4(x) = 20000−10x−x2

20000

може виступати як функцiя виживання?

11. Смертнiсть серед застрахованих визначається iнтенсивнiстю µ, яка є
випадковою величиною з рiвномiрним розподiлом на (0, 2). Яка ймо-
вiрнiсть смертi випадково обраної застрахованої людини протягом
року?
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12. Якi з таких тверджень iстиннi (t, r ≥ 0):

1) t+rpx ≥ rpx+t;

2) rqx+t ≥ t|rqx;

3) якщо s(x) вiдповiдає закону де Муавра, то медiана величини T (x)
дорiвнює

◦
ex?

13. Чи можуть бути:

1) µx = (1 + x)−3, x ≥ 0;

2) s(x) = 1− 11
6 x + 11

8 x2 − 7
24x3, 0 ≤ x ≤ 3;

3) g(x) = xn−1e−x/2, x ≥ 0, n ≥ 1 ?

14. Сила смертностi задана формулою

µx = βcx, β, c = const, x > 0.

Яка ймовiрнiсть для трьох осiб (s), (y), (z) померти в такому порядку:
спочатку (s), потiм (y) i потiм (z)?

15. Нехай

µx =
Acx

1 + Bcx
, x > 0.

1) Обчислити s(x).

2) Показати, що мода розподiлу вiку смертi дорiвнює

x◦ =
log log c− log A

log c
.

16. Для деякого (x) вiдомо, що tqx = kt, де k – стала . Виразити µx+t у
термiнах k.

17. Для s(x) =
√

100−x
10 , 0 ≤ x ≤ 100, обчислити:

17p19, 15q36, 15|13q36, µ36, e36.

18. Показати, що K i S незалежнi тодi й лише тодi, коли sqx+k/qx+k не
залежить вiд k для s ∈ [0, 1].

19. Нехай g(t) = ce−ct, t ≥ 0, c > 0. Обчислити ET,DT , медiану T .

20. Дано таблицю значень 1000 qx. Написати програму обчислення ex за
цiєю таблицею.
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Заняття 3
Основнi типи страхування

Математичним сподiванням E(Z) поточної вартостi страхової суми є
разова нетто-премiя (або чистий разовий внесок) даної угоди страхування.

Довiчне страхування передбачає виплату суми 1 наприкiнцi року смертi.
Його разова нетто-премiя дорiвнює

Ax := E(υK+1) =
∞∑

k=0

υk+1
kpxqx+k.

Страхування, що забезпечує страхову виплату 1 тiльки при настаннi
смертi протягом n рокiв, вiдоме як тимчасове страхування на термiн n.
Його разова нетто-премiя дорiвнює

A1
x: n| :=

n−1∑

k=0

υk+1
kpxqx+k.

Чисте доживання тривалiстю n рокiв забезпечує виплату страхової су-
ми 1, якщо застрахований живий до кiнця n рокiв. Його разова нетто-
премiя дорiвнює

A 1
x: n| := υn

npk.

Нехай страхова сума 1 виплачується в момент смертi, тобто в момент T.
Разова нетто-премiя в цьому випадку дорiвнює

Ax =

∞∫

0

υt
tpxµx+tdt.

Стандартне довiчне зростаюче страхування, при якому в кiнцi року
смертi виплачується сума K + 1. Разова нетто-премiя у цьому випадку
дорiвнює

(IA)x :=
∞∑

k=0

(k + 1)υk+1
kpxqx+k .

Для вiдповiдного тимчасового страхування на термiн n рокiв маємо

(IA)1x: n| = Ax + 1|Ax + ... + n−1|Ax − n · n|Ax .
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Задачi

1. Вiдомо, що:

а) δ = 0, 1;

б) s(x) = 1− x/100, x ∈ [0, 100],

s(x) – функцiя виживання, що показує, яка частка новонароджених
жива на момент часу x.

Обчислити 50000 Ā30.

2. δ i s(x) такi ж, як i для попередньої задачi. Виплата здiйснюється
в момент смертi. Пiдрахувати вартiсть тимчасової десятирiчної уго-
ди страхування на доживання з виплатою 50000 для людини вiком
50 рокiв.

3. Поточна вартiсть Z1 – випадкова величина, яка вiдповiдає тимча-
совiй угодi страхування доживання на n рокiв, укладенiй з люди-
ною вiком x. Z2 – випадкова величина, що вiдповiдає тимчасовому
страхуванню на n рокiв. I в першому, i в другому випадках величи-
на виплати дорiвнює 1. Вiдомо, що D(Z2) = 0, 01, E(Z2) = 0, 04,
υn = 0, 3, npx = 0, 8.

Обчислити D(Z1).

4. Полiс страхування укладено з людиною вiком 50 рокiв. Вiдомо, що
сила смертностi вiдповiдає закону де Муавра з ω = 100. Нарахування
вiдбуваються простими вiдсотками (вiдсотки щорiчно нараховуються
тiльки на початкову суму) ĩ = 0, 01. Виплата у випадку смертi ста-
новить ct = 100− 0, 01 t2 . Знайти вартiсть такого страхування.

5. Вiдомо, що:

а) s(x) = e−0,02x – функцiя виживання, x ≥ 0;

б) δ = 0, 04;

в) Поточна вартiсть дорiвнює Z = υT .

Укладено угоду з людиною вiком y.

Знайти медiану величини Z.

6. Дворiчна угода страхування укладається з людиною вiком x на ви-
плату 1 у кiнцi року смертi. Вiдомо, що qx = 0, 5, i = 0, D(Z) =
0, 1771, де Z – поточна вартiсть страхової виплати.

Обчислити qx+1.
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7. Угода страхування укладається з людиною вiком x. Виплати – у мо-
мент смертi.

g(t) =
{

t/5000, t ∈ [0, 100]
0, t /∈ [0, 100]

– щiльнiсть тривалостi майбутнього життя. δ = 0, 1. Величина виплат
дорiвнює 50. Пiдрахувати вартiсть угоди.

8. Для трирiчного страхового контракту з людиною вiком x:

t Виплата qx+1

0 3 0,2
1 2 0,25
2 1 0,5

υ = 0, 9. Виплата здiйснюється в кiнцi року смертi. Вартiсть кон-
тракту становить П. Яка ймовiрнiсть того, що компанiя здiйснить
виплати, вартiсть яких перевищить П?

9. Показати, що
(IA)x−A1

x: 1|
(IA)x+1+Ax+1

= υpx.

10. Вiдомо, що Ax: n| = u, A1
x: n| = y, Ax+n = z. Записати Ax як фун-

кцiю вiд u, y, z.

11. Припустимо, що сила смертностi й норма вiдсоткового прибутку по-
стiйнi й дорiвнюють µ та δ вiдповiдно. Обчислити D(υT ) у термiнах
µ та δ.

12. Припустимо, що µ та δ – сталi. Вiдомо, що E(υ2T ) = 0, 25. Обчисли-
ти вартiсть довiчного страхування E(υT ).

13. У клубi є 100 членiв вiком x. Кожен робить внесок ω до фонду, рiчна
вiдсоткова ставка дорiвнює 10%. Фонд зобов’язаний сплатити 1000 у
момент смертi кожного члена. З iмовiрнiстю 0,95 фонд спроможний
зробити таку виплату. Вiдомо, що Ax = 0, 06, а Ax, яке вiдповiдає
υ2, дорiвнює 0,01. Обчислити ω. Припустити, що тривалостi життя
для членiв клуба – незалежнi величини, i нормальний розподiл може
бути використаний для апроксимацiї.

14. Вартiсть чистого доживання з виплатою 1000 для людини вiком x
на перiод n становить 650. Якщо ж при такому страхуваннi вартiсть
страховки повертається у випадку смертi протягом перiоду n, то вона
становить 700. Яка вартiсть страхового контракту, за яким поверта-
ється лише половина вартостi страховки?
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15. Студенти, наляканi важким iспитом з актуарної математики, на поча-
тку навчального року створюють страховий фонд на таких засадах:

кожен студент робить внесок S;

якщо студента вiдраховують з унiверситету, то вiн отримує 1000;

той, хто успiшно закiнчує рiк, отримує назад свiй внесок.

Припускаючи, що фонд буде прибутковим з 21% рiчних, вiдрахуван-
ня пiсля зимової сесiї становлять у середньому 10%, а пiсля весняної
– 11%, визначити величину внеску S.

16. За трирiчною страховою угодою сума виплат у кiнцi року становить:

300000 – для першого року, 350000 – для другого, 400000 – для тре-
тього. Для розрахункiв компанiя використовує технiчну вiдсоткову
ставку 6% i припущення, що

qx+k = 0, 02(k + 1), k = 0, 1, 2.

Якою має бути вартiсть такої угоди?

17. Компанiя укладає велику кiлькiсть однотипних угод страхування на
два роки з виплатою 100000 у кiнцi року смертi. Статистика свiдчить,
що приблизно третина клiєнтiв палять. i = 5 %,

tpx = exp

[
−

(
t

θ

)2
]
,

де θ = 1, 5 для тих, хто палить, i θ = 2 для решти. Компанiя вирi-
шила призначити одну й ту саму вартiсть страховки для всiх. Чому
вона дорiвнює?

18. Час життя описується моделлю де Муавра з граничним вiком ω = 120
рокiв. Номiнальна вiдсоткова ставка становить 15%. Для людини
(40) обчислити вартiсть таких страхових угод:

а) довiчного страхування;

б) п’ятирiчного чистого доживання;

в) п’ятирiчного доживання;

г) довiчного страхування, вiдкладеного на два роки;

д) довiчного зростаючого страхування.
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Заняття 4
Ануїтети

Прямий довiчний ануїтет передбачає щорiчнi виплати по 1, доки за-
страхована особа жива. Виплати здiйснюються в моменти 0, 1, ...,K. Ра-
зова нетто-премiя такого ануїтету дорiвнює

äx =
∞∑

k=0

υk
kpx.

Нетто-премiї ануїтету та вiдповiдного страхування пов’язанi формулою

1 = däx + Ax.

Нетто-премiя прямого довiчного ануїтету, обмеженого термiном n рокiв,
становить

äx: n| =
n−1∑

k=0

υk
kpx.

Безпосереднi довiчнi ануїтети передбачають виплати в моменти 1, 2, . . . , K,
i разова нетто-премiя задається рiвнiстю

ax = äx − 1.

Нетто-премiя вiдкладеного на m рокiв прямого довiчногo ануїтету з
щорiчними виплатами по 1 становить

m|äx = mpxυmäx+m, або m|äx = äx − äx: m|.

У випадку, коли страховi виплати величиною 1/m здiйснюються m ра-
зiв на рiк, тобто в моменти часу 0, 1/m, 2/m, . . . , доки застрахований по-
чаткового вiку x живий, нетто-премiя визначається за формулою

ä(m)
x =

1
d(m)

− 1
d(m)

A(m)
x .

У позначеннях

α(m) =
di

d(m)i(m)
та β(m) =

i− i(m)

d(m)i(m)

маємо

ä(m)
x = α(m)äx − β(m).
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Ануїтет з неперервними виплатами отримуємо у границi при m → ∞.
Якщо миттєва норма виплат у момент t дорiвнює r(t), то разова нетто-
премiя становить

E(Y ) =

∞∫

0

υtr(t)tpxdt.

Задачi

1. Розглядається трирiчний тимчасовий ануїтет для людини (х). Вiдо-
мо: υ = 0, 9,

t Виплата px+t

0 2 0.8
1 3 0.75
2 4 0.5

Визначити дисперсiю поточної вартостi ануїтету.

2. Довести, що

npxdä n| +
n−1∑

k=0

(1− υk+1)kpx qx+k = 1−Ax: n| .

3. Вiдомо, що i = 0, 03 та

x äx

72 8,06
73 7,73
74 7,43
75 7,15

Знайти p73.

4. Розглядається тимчасовий ануїтет на три роки з i = 0, 1. Решта
даних – такi, як i в задачi 1. Обчислити ймовiрнiсть того, що поточна
вартiсть виплат перевищить 4.
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5. Вiдомо, що:

а) δ = 0;

б)
+∞∫
0

t · tpxdt = g;

в) D(ā T |) = h.

Обчислити E(T ) у термiнах g i h.

6. Вiдомо, що для δ > 0 : E(ā T |) = 10, а для δ2 = 2δ: E(ā T |) = 7, 375.

Для першого δ: D(ā T |) = 50. Обчислити Āx.

7. Довести:
(Iä)x − äx: 1|

(Iä)x+1 + äx+1
= ax: 1| .

8. Вiдомо, що (Ī n|ā)x = E(Y ), де

Y =

{
(Ī ā) T |, якщо 0 ≤ T < n ,

(Ī ā) n| + n(n|ā T−n|), якщо T ≥ n ,

µx = 0, 04, δ = 0, 06. Обчислити ∂
∂n (Ī n|ā)x.

9. Вiдомо, що äx: n| = EY , де Y =

{
ä K+1|, якщо 0 ≤ K < n ,

ä n|, якщо K ≥ n .

Показати, що

DY =
M(−2δ)−M2(−δ)

d2
,

де M(u) = Eeu·min(K+1,n).

10. Поточна вартiсть ануїтету величини 1 для особи (x) дорiвнює Y. Вi-
домо, що äx = 10 при i = eδ − 1 = 1/24, та äx = 6 при i = e2δ − 1.
Обчислити DY.

11. Тривалiсть життя особи (45) описується моделлю де Муавра з гра-
ничним вiком 100 рокiв. i = 10 %. Якою буде вартiсть довiчної ренти
iз щомiсячними виплатами 1000 ?

12. Страхова компанiя зобов’язана виплачувати щорiчно 150000 робiтни-
ку (x), який отримав виробничу травму. Виплати починаються негай-
но й продовжуються, доки робiтник живий. Пiсля того, як компанiя

19



виплатить 500000 , далi виплати здiйснюватиме перестрахувальник.
Вiдомо, що i = 5 % i пiсля травми

tpx =
{

(0, 7)t, якщо 0 ≤ t < 5, 5 ,
0, якщо t ≥ 5, 5 .

Яка вартiсть такого зобов’язання?

13. Вiдомо, що µx = 0, 06, для t > x, вiдсоткова ставка становить 4%.
Обчислити ймовiрнiсть того, що ā Tx| > āx.

14. Особi (x) виплачується неперервна довiчна рента з iнтенсивнiстю 1.
Вiдомо, що δ = 0, 06 i

µx(t) =
{

0, 01, якщо 0 ≤ t < 5 ,
0, 02, якщо t ≥ 5 .

Яка вартiсть цiєї ренти?

15. Вiдомо, що i = 0, 05, q40 = 0, 01, ä41 = 6, 951. Обчислити ä40. Як
змiниться ä41, якщо q40 зменшиться на 60%?

16. Тривалiсть майбутнього життя для людини (x), яка не палить, має
експоненцiйний розподiл iз середнiм 30. Iнтенсивнiсть смертностi тих,
хто палить, удвiчi бiльша. i = e0,04−1. Курцi в середньому становлять
четверту частину всiх застрахованих. Обчислити середнє та коефiцi-
єнт варiацiї величини ā Tx|.

17. Установити накопичену у вiцi 70 рокiв вартiсть ануїтету з такими
виплатами в кiнцi кожного мiсяця:

• 100 – вiд 30 до 40 рокiв;
• 200 – вiд 40 до 50 рокiв;
• 500 – вiд 50 до 60 рокiв;
• 1000 – вiд 60 до 70 рокiв.

18. Написати програму обчислення ä
(m)
x = α(m)äx + β(m), де α(m) та

β(m) заданi з точнiстю δ3.

19. Написати програму оцiнки Āx(δ) та āx(δ) за вiдомими значеннями
Āx(δi), i = 1, 2, для δ1 < δ < δ2.

20. Написати програму створення щомiсячної вартостi ануїтетiв за та-
блицею тривалостi життя.
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Заняття 5
Нетто-премiї

Для страхового полiса загальний збиток L страхувальника визначає-
ться як рiзниця мiж поточною вартiстю страхових виплат i поточною вар-
тiстю премiй. Премiя називається нетто-премiєю (чистою премiєю) тодi,
коли вона вiдповiдає принципу еквiвалентностi E(L) = 0.

Функцiя корисностi u(x) задовольняє умови u′(x) > 0 i u′′(x) < 0 та
вимiрює кориснiсть грошової суми x для страхувальника.

При заданiй функцiї корисностi розрахунок нетто-премiй базується на
спiввiдношеннi E(u(−L)) = u(0).

Якщо розглянути довiчне страхування зi страховою сумою 1, яка ви-
плачується щорiчними нетто-премiями, то їх величини становитимуть

Px =
Ax

äx
.

Розглянемо тимчасове страхування на термiн n (страхова сума 1 ви-
плачується в кiнцi року смертi). Щорiчна нетто-премiя в такому випадку
становить

P 1
x: n| =

A1
x: n|

äx: n|
,

а щорiчна нетто-премiя чистого доживання дорiвнює

P 1
x: n| =

A 1
x: n|

äx: n|
.

Щорiчну нетто-премiю доживання визначають за формулами

Px: n| =
Ax: n|
äx: n|

, Px: n| = P 1
x: n| + P 1

x: n|.

Якщо щорiчна нетто-премiя сплачується m разiв на рiк рiвними части-
нами, то

P
(m)
x: n| =

Ax: n|

ä
(m)
x: n|

.

Задачi

1. Вiдомо, що P25: 20| = 0, 064, A45 = 0, 64 i щорiчна премiя, яку спла-
чують не бiльше 20 рокiв, якщо людина жива, за довiчне страхування
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з виплатою в кiнцi року смертi, становить 20P25 = 0,046. Обчисли-
ти P 1

25: 20|.

2. Укладається угода страхування життя з виплатою 1 у кiнцi року смер-
тi людини (x). Премiя G сплачується на початку кожного року, якщо
людина жива.

L – витрати страхувальника, коли G = Px;

L∗ – витрати страхувальника, коли G таке, що EL∗ = −0, 2;

DL = 0, 3. Знайти DL∗.

3. Маємо два страховi контракти для людини (x): А i В. d = 0, 08.
Премiї сплачуються на початку кожного року, виплата – у кiнцi року
смертi. L – втрати страхувальника.

Виплата Премiя DL
А 4 0,18 3,25
В 6 0,22

Обчислити DL для контракту В.

4. Премiї сплачуються на початку кожного року протягом 20-ти рокiв.
Контракт довiчного страхування укладено з людиною (x) на суму
10000 з виплатою в кiнцi року смертi. Якщо смерть вiдбулась протя-
гом перiоду сплати премiй, то в кiнцi року смертi окрiм 10000 випла-
чується половина суми останньої премiї. Показати, що рiчна премiя
становить

10 000Ax

(1 + d
2 )äx: 20| −

(1−v2020px)
2

.

5. Щорiчна премiя, яку сплачують не бiльше нiж n рокiв, якщо людина
жива, за довiчне страхування з виплатою в кiнцi року смертi стано-
вить nPx. Записати nPx через d, Ax та Ax: n|.

6. За страховим полiсом для людини (x) у кiнцi року смертi виплачує-
ться сума bj = 1000·(1, 06)j . Премiї сплачуються, поки людина жива.
Вiдомо, що i = 0, 06; 1000 · Px = 10. Обчислити вартiсть контракту.

7. Вiдомо, що i = 0, 1; a30: 9| = 5, 6; v10 ·10 p30 = 0, 35. Обчислити

1000 · P 1
30: 10|.
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8. Розглядається страхування на термiн два роки з виплатою 1 у кiнцi
року смертi. L – функцiя втрат при такому страхуваннi. Щорiчна
премiя визначається за допомогою принципу еквiвалентностi.

Вiдомо, що qx = 0, 1; qx+1 = 0, 2; v = 0, 9. Обчислити DL.

9. Розглянемо пенсiйну угоду з особою (30) з виплатою протягом 20-ти
рокiв ануїтету з величиною 1, який почнеться через 30 рокiв. Плата за
угоду буде здiйснюватись неперервно з iнтенсивнiстю C усi 30 рокiв.
i = 0, 045, µx = 0, 0005 + 10−4+0,04x. Знайти C.

10. Вiдомо, що для довiчного страхування особи (x):

1) премiя сплачується неперервно з постiйною iнтенсивнiстю, доки
угода дiйсна;

2) страхова виплата має вигляд bt = (1 + i)t, де i – фактична вiдсо-
ткова ставка, t – час дiї угоди.

Який з таких виразiв для величини втрат L, розрахованої за прин-
ципом еквiвалентностi, правильний:

а) υTx−Āx

1−Āx
; б) (υTx − Āx)(1− Āx); в) υTx−Āx

1+Āx
;

г) (υTx − Āx)(1 + Āx); д) υTx+Āx

1+Āx
?

11. Людина (35) купує довiчну пенсiю, яку почнуть виплачувати з 65 ро-
кiв. Пенсiя 10000 виплачується раз на рiк. Разова премiя R вноситься
в момент укладання угоди й повертається в кiнцi року смертi, якщо
смерть настала до пенсiйного вiку. Визначити R.

12. У попереднiй задачi визначити R, якщо у випадку смертi до пенсiй-
ного вiку повертається премiя та накопиченi вiдсотки.

13. Вiдомо, що P35: 20| = 0, 42; 20P35 = 0, 0299; A55 = 0, 6099. Обчи-

слити P 1
35: 20|.

14. Обчислити P
(4)

30: 20| за P30: 20| = 1
40 , P 1

30: 20| = 3
200 , 20P30 = 0, 02,

d = 0, 04, використавши стандартну апроксимацiю.

15. Людина (x) сплачує за ануїтет з виплатами по 1, якi почнуться через
n рокiв, щорiчнi премiї до початку виплат за ануїтетом. Премiї повер-
таються, якщо людина помре до початку виплат за ануїтетом. Якщо
ж вона проживе n рокiв, то ануїтет буде сплачуватись t рокiв обов’яз-
ково, а якщо людина проживе довше – то до її смертi. Обчислити
щорiчну премiю.

23



16. Показати, що:

а) P̄ (Āx) > µx, якщо сила смертностi – зростаюча з вiком функцiя;

б) P̄ (Āx) = 1
◦
ex

, якщо δ = 0;

в) P (Ā40: 25|) ≤ P (2)(Ā40: 25|) ≤ P (4)(Ā40: 25|) ≤ P (12)(Ā40: 25|) ≤
P̄ (Ā40: 25|).

17. Фактична вiдсоткова ставка становить 5%, P̄ (Āx) = 0, 03 . Обчисли-
ти величину регулярних премiй, якi беруть кожнi пiвроку, за страховку
у 50 000.

18. Довiчна страхова угода укладається з особою (30) з виплатою 1000 у
кiнцi року смертi. Разова премiя величиною 20 сплачується через рiк
пiсля укладання угоди. Вiдомо, що i = 5 %; l30 = 96307; l54 = 87621.
Яка ймовiрнiсть того, що угода не буде збитковою для страхуваль-
ника?

19. Страхова угода з особою (x) гарантує виплату C, якщо смерть вiд-
будеться протягом n рокiв, та C/2, якщо смерть вiдбудеться ранiше.
Щорiчнi премiї за таке страхування також зменшуються вдвiчi через
n рокiв. Визначити величину премiї.

20. За угодою довiчного страхування нащадкам особи (x) у момент її
смертi виплачується сума S. Премiї сплачуються неперервно так, що
рiчна премiя (без урахування дисконтування) становить P . Замiсть
принципу еквiвалентностi використовують принцип "рiвноваги втрат
i прибуткiв":

P (L > 0) = P (L < 0) = 0, 5 ,

де L – загальний збиток страхувальника. За умови, що сила смер-
тностi стала, порiвняти таку премiю з премiєю, яка обчислена згiдно
з принципом еквiвалентностi.

21. Особа (x) укладає дворiчну угоду страхування життя з виплатою
суми 1 у кiнцi року смертi. Вiдомо, що px = 0, 75; px+1 = 0, 8 i
найменша премiя, яка гарантує вiдсутнiсть збиткiв протягом першого
року, становить 0,95. Обчислити дисперсiю вартостi угоди.

22. Нехай функцiя корисностi U(x) =
√

C + x. Виплати за страховою
угодою не перевищують C. Написати програму, яка будує таблицю
щорiчних премiй П залежно вiд величини виплати та показує вiдсоток
премiй П вiд нетто-премiй.

24



Заняття 6
Резерв нетто-премiй

Позначимо через tL рiзницю в момент t поточної вартостi майбу-
тнiх страхових виплат i поточної вартостi майбутнiх внескiв. Резерв нетто-
премiй у момент t позначається символом tV i визначається як умовне
математичне сподiвання величини tL при T > t.

Резерв нетто-премiй у кiнцi k-го року становить, згiдно з визначенням,

kV =
∞∑

j=0

ck+j+1υ
j+1

jpx+kqx+k+j−
∞∑

j=0

Πk+jυ
j
jpx+k,

де cj – страхова сума на j-й рiк пiсля видачi полiса, що оплачується щорi-
чними премiями П0, П1, П2, . . . , Пk, якi вносяться в моменти 0, 1, 2, . . . , k.

Для довiчного страхування резерв нетто-премiй у кiнцi k-го року
становить

kVx =
(

1− Px

Px+k

)
Ax+k,

kVx = 1− äx+k

äx
.

Для дробових частин року k + u (k – цiле, 0 < u < 1) резерв нетто-
премiй визначають так:

k+uV =
1− u

1− uqx+k
(kV + Πk)(1 + i)u +

(
1− 1− u

1− uqx+k

)
k+1V υ1−u.

У неперервному випадку страхування визначається двома функцiями –
страховою сумою c(t) i ставкою премiї Πt у момент t ≥ 0. Резерв нетто-
премiй у момент t становить

V (t) =

∞∫

0

c(t + h)υh
hpx+tµx+t+hdh−

∞∫

0

Π(t + h)υh
hpx+tdh.

Ставку премiї можна розкласти на компоненту заощаджень

Πs(t) = V ′(t)− δV (t)

i компоненту ризику

Πr(t) = (c(t)− V (t))µx+t.

Диференцiальне рiвняння Тiле:

Π(t) + δV (t) = V ′(t) + Πr(t).

25



Задачi

1. Вiдомо, що:
а) 10V25 = 0, 1 ;

б) 10V35 = 0, 2.

Обчислити 20V25.

2. Розглядається трирiчна угода страхування на доживання:

k ck+1 qx+k

0 2 0,2
1 3 0,25
2 4 0,5

Премiї величиною 1 сплачуються на початку кожного року, доки (x)
живий. У випадку доживання виплачується сума, що дорiвнює резер-
ву нетто-премiї на третiй рiк. Вiдомо, що i = 1/9. Обчислити резерви
нетто-премiй рекурсивно, починаючи з 0V = 0.

3. За даними задачi 2 обчислити DΛ1.

4. Вiдомо, що i = 0, 06, qx = 0, 65, qx+1 = 0, 85, qx+2 = 1. Виплата у
випадку смертi становить 1. Обчислити 1Vx.

5. Розглянемо угоду дворiчного страхування для (x) на доживання з
виплатою 1000 у випадку виживання. Якщо смерть трапляється ра-
нiше, то виплачується 1000 i резерв нетто-премiї на кiнець цього року.
Вiдомо, що:

а)

k qx+k ck+1 kV
0 0,1 1000+1V 0
1 0,11 2000
2 1000

б) i = 0, 1.

Обчислити 1V .

6. Премiї сплачуються протягом 20 рокiв. Вiдомо, що:
а) 23V15 = 0, 585 ;

б) 24V15 = 0, 6 ;

в) i = 4%.

Обчислити p38.
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7. Укладається угода довiчного страхування з людиною (x) з виплатою
в кiнцi року смертi. Вiдомо, що:

a) Px = 4/11 ;

б) tVx = 0, 5 ;

в) äx+t = 1, 1.

Обчислити i.

8. Угода з людиною (60) на виплату 1000 укладається 1 травня 1998 р.
Вiдомо, що q70 = 0, 033; 10V60 · 1000 = 231, 14; 11V60 · 1000 = 255, 4;
1000 · P60 = 33, i = 6 %. Використовуючи апроксимацiю, знайти
резерв нетто-премiї на 31 грудня 2008 р.

9. Вiдомо, що:

k ä k| k−1|qx

1 1 0,33
2 1,93 0,24
3 2.795 0,16
4 3,6 0,11

Обчислити 2Vx: 4| .

10. Розглядається довiчне страхування людини (75) з виплатою 1000 у
випадку смертi. Сила смертностi пiдпорядкована закону де Муавра з
ω = 105. Вiдомо, що щорiчнi премiї

Пk = П0 · (1, 05)k, k = 0, 1, . . .

i = 5 % . Обчислити резерв нетто-премiї в кiнцi п’ятого року.

11. Людина (x) укладає угоду на довiчне страхування з виплатою 1500 i
щорiчною сплатою премiй. Вiдомо, що i = 0, 05, резерв нетто-премiї
на кiнець n-го року становить 205 , резерв на n−1 рiк дорiвнює 179,
ä = 16, 2. Обчислити 1000·qx+n−1.

12. Особа (20) уклала угоду довiчного страхування на 1000. Через 11
рокiв вона отримала виробничу травму, яка збiльшила її силу смер-
тностi на 0,01 у цей рiк. На 11-й рiк резерв нетто-премiй становив
81,54, а сила смертностi, за якою велись розрахунки, дорiвнювала
0,008427. На скiльки зменшиться страхова виплата, якщо компанiя
врахує збiльшення ризику смертi?
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13. 1 лютого 2002 р. було укладено угоду довiчного страхування з випла-
тою 1000 зi сплатою мiсячних премiй 1,8. Якщо резерв вiдповiдної
угоди зi сплатою рiчних премiй становить 240 на 31 сiчня 2016 р.,
260 – на 31 сiчня 2017р., то яким буде резерв премiй угоди зi що-
мiсячними премiями 31 сiчня 2016 р.; 31 сiчня 2017 р.; 30 вересня
2016 р.; 20 жовтня 2016 р.?

14. Двi таблицi тривалостi життя Т та T′ показують, що для вiку вiд 90
до 99 рокiв

q′y = qy − 0, 52
äy+1

.

Фактична вiдсоткова ставка становить 4%. Граничний вiк у таблицi Т
– 101 рiк. Вiдомо, що

tV90 = tV
′
90, 0 ≤ t ≤ 10.

Обчислити ä′100.

15. Час смертi має рiвномiрний розподiл для кожного року життя. Якi з
таких тверджень iстиннi:

а) kV (Āx: n|) = i
δ kV x: n|;

б) kV (Āx) = i
δ kV x;

в) kV (Ā1
x: n|) = i

δ kV 1
x: n| ?

16. Яка з формул визначає 15V
(m)
40 :

а) (P (m)
55 − P

(m)
40 )ä(m)

55 ;

б) (1− P
(m)
40

P
(m)
55

)A55;

в) 1− ä
(m)
55

ä
(m)
40

?

17. За дворiчною страховою угодою сума 4000 виплачується в кiнцi року
смертi, а премiя вноситься двiчi по 743 на початку кожного року.

Фактична вiдсоткова ставка становить 10%, резерв нетто-премiй на
кiнець першого року дорiвнював 1V = 169. Визначити дисперсiю за-
гальних втрат у момент укладання угоди.

18. Особа (35) купує довiчну ренту з iнтенсивнiстю виплат 1, яка по-
чне виплачуватися через 10 рокiв. Премiї сплачуються неперервно
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до моменту початку ренти. Смертнiсть описується законом де Му-
авра з граничним вiком 85 рокiв. Яким буде резерв нетто-премiй на
кiнець п’ятого року, якщо вiдсотки не нараховуються?

19. За угодою чистого доживання термiном n рокiв виплачується сума S.
Премiї надходять неперервно протягом часу дiї угоди з iнтенсивнi-
стю π. У випадку смертi 2/3 резерву нетто-премiй повертається.

а) Написати диференцiальне рiвняння Тiле для tV . Якi його граничнi
умови?

б) Знайти tV, t ∈ [0, n).

в) На основi принципа еквiвалентностi обчислити π.

20. У задачi 9 з попереднього заняття обчислити резерв нетто-премiй.
Як змiниться резерв нетто-премiй, якщо у випадку смертi протя-
гом 30 рокiв k-та його частина буде повернута? Розглянути випадки
k = 0, 5; k = 1.

21. За страховою угодою виплачується:

а) неперервний ануїтет з iнтенсивнiстю 1 протягом m рокiв пiсля
смертi, якщо смерть настала не пiзнiше нiж через n рокiв пiсля укла-
дання угоди;

б) такий же ануїтет, починаючи з моменту n, якщо людина на цей
час жива;

в) довiчний ануїтет з iнтенсивнiстю 1, починаючи з моменту n + m,
якщо людина на цей час жива.

Обчислити разову нетто-премiю, резерв нетто-премiй. Отримати ди-
ференцiальне рiвняння Тiле.

22. Розглядається доживання й тимчасове страхування на термiн n рокiв
для людини вiком x. Вiдомi вiдсотки i та вважається, що час життя
пiдпорядкований закону де Муавра з максимальним вiком ω. Вели-
чина страхової суми дорiвнює С. Написати програми визначення:

а) резерву нетто-премiй;

б) премiй збереження та ризику;

в) дисперсiї загальних втрат по роках.
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Заняття 7
Декременти

Людина знаходиться у визначеному цивiльному станi у вiцi x. Ця лю-
дина залишає даний стан у момент T за однiєю iз m взаємовиключних
причин декремента (припинення), пронумерованих для зручностi числами
вiд 1 до m. Маємо пару випадкових величин: тривалiсть перебування T у
даному станi та причину декремента J.

У термiнах функцiй щiльностi g1(t), ..., gm(t) маємо

g(t) = g1(t) + ... + gm(t),

P (J = j|T = t) =
gj(t)
g(t)

.

tqj,x := P (T < t, J = j),

tqj,x+s := P (T < s + t, J = j|T > s).

Для iндивiда (x) сила декремента у вiцi x + t стосовно причини j ста-
новить

µj,x(t) := µj,x+t :=
gj(t)

1−G(t)
=

gj(t)
tpx

.

Сукупна сила декремента дорiвнює

µx+t := µ1,x+t + ... + µm,x+t .

Якщо страхування припускає страхову виплату cj(T ) негайно пiсля смертi,
то її разова нетто-премiя становить

E(Z) =
m∑

j=1

∞∫

0

cj(t)υtgj(t)dt.

Задачi

1. Статистика дворiчного коледжу показує, що ймовiрнiсть вiдрахуван-
ня за неуспiшнiсть становить 0,1 у перший рiк i 0,5 – у другий. Iмовiр-
нiсть припинення навчання з iнших причин становить 0,3 у перший
рiк i 0,2 – у другий.
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а) Скiльки потрiбно зарахувати абiтурiєнтiв, щоб очiкувана кiлькiсть
випускникiв становила 180?

б) Скiльки потрiбно зарахувати абiтурiєнтiв, щоб очiкувана кiлькiсть
студентiв, якi не завершили навчання, становила 800?

2. Є два декременти. Вiдомо, що µ1,x+t = 0, 01; µ2,x+t = 0, 02, t ≥ 0.
Обчислити q1,x.

3. Вiдомо, що

µj,x+t =
j

150
, j = 1, 2, 3; t > 0.

Обчислити E(T |J = 3).

4. Розглядається угода страхування, за якою виплати здiйснюються та-
ким чином:

а) 3000, якщо смерть трапилась унаслiдок аварiї в громадському
транспортi;

б) 2000, якщо смерть трапилась унаслiдок iншої аварiї;

в) 1000, якщо смерть не пов’язана з аварiєю.

Вiдомо, що µ1,x+t = 0, 01; µ2,x+t = 0, 03; µ3,x+t = 0, 03; δ = 0, 03.
Виплати вiдбуваються в момент смертi, премiї надходять неперервно.

Чому дорiвнює величина премiї P?

5. Є двi причини декремента. Вiдомо, що

µ1,x+t = 1, µ2,x+t =
t

t + 1
, t ≥ 0.

Обчислити
mx =

qx

1∫
0

tpxdt

.

6. Є двi причини декремента,

x q1,x q2,x px

25 0,01 0,15 0,84
26 0,02 0,1 0,88
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Розглядається група з 10 000 чоловiк вiком 25 рокiв. Яка очiкувана
кiлькiсть людей, що проживуть 1 рiк i помруть наступного року з
першої причини декремента? Як змiниться ця кiлькiсть, якщо q2,25

становитиме 0,25?

7. Розглядається контракт страхування на два роки особи (x) з випла-
тою 2, якщо смерть трапилась унаслiдок нещасного випадку, 1 – якщо
з iншої причини. Виплата вiдбувається в момент смертi.

Вiдомо, що:

а) µ1,x+t = t/20 ;

б) µ2,x+t = t/10 ;

в) δ = 0.

Обчислити вартiсть такого страхування.

8. Є три причини декремента. Смерть iз причини будь-якого декремента
має рiвномiрний розподiл протягом кожного року.

Вiдомо, що:

а) µ1,30+0,2 = 0, 2 ;

б) µ2,30+0,4 = 0, 1 ;

в) µ3,30+0,8 = 0, 15.

Обчислити q30.

9. Є двi причини декремента. Вiдомо, що:

3p63 = 0; q1,63 = 0, 05; q2,63 = 0, 5; 1|q63 = 0, 07; 2|q1,63 = 0, 042.

Для групи з 500 чоловiк вiком 63 роки обчислити очiкувану кiлькiсть
осiб, якi помруть з причини другого декремента мiж 65 та 66 роками.

10. Є двi причини декремента. Вiдомо, що:

а) µ1,x+0,5 = 0, 02;

б) q2,x = 0, 01.

Кожний декремент рiвномiрно розподiлений протягом року життя.
Обчислити 1000·q1,x.

11. Є двi причини декремента: нещасний випадок та iнше. Розглядається
страхування життя для (x) з виплатою на момент смертi. Сума C1

виплачується, якщо смерть вiдбулась з причини нещасного випадку,
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C2 – якщо з iншою причини. Вiдомо, що µ1 = const, µ1 > 0. Премiї
надходять неперервно. Показати, що величина премiї дорiвнює

C2P̄x + (C1 − C2)µ1 .

12. Є три причини декремента, для яких

µ(k)
x =

3
11k(100− x)

, x < 100.

Яка ймовiрнiсть того, що особа (10) не помре до 60 рокiв?

13. У моделi з двома причинами декремента

µ
(i)
x+t =

i

100− (x + t)
, t < 100− x.

Для x = 50 обчислити:

а) gi(t); б) g(t); в) 3p
(1)
50 ; г) 3|q

(1)
50 ; д) 3q

(2)
50 .

14. Розташувати у зростаючому порядку такi величини:

q(j)
x ; qx; m(j)

x :=

∫ 1

0 tp
(j)
x µ

(j)
x+tdt

∫ 1

0 tp
(j)
x dt

.

15. Робiтник (30) укладає пенсiйну угоду, за якою:

а) якщо вiн працюватиме на пiдприємствi до виходу на пенсiю у вiцi
70 рокiв, то вiн отримуватиме пенсiю розмiром 300, що множиться
на кiлькiсть вiдпрацьованих рокiв;

б) якщо робiтник помре до 70 рокiв, будучи працiвником пiдприєм-
ства, то його нащадкам буде негайно здiйснена виплата 20000;

в) якщо робiтник припинить працювати на пiдприємствi з iншої при-
чини, то починаючи з вiку 70 рокiв вiн отримуватиме довiчний ануї-
тет iз щорiчною виплатою розмiром 300, що множиться на кiлькiсть
вiдпрацьованих на пiдприємствi рокiв.

Виразити вартiсть такої угоди в термiнах елементарних актуарних
функцiй через силу декрементiв.
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16. Сили двох декрементiв задано формулами

µ
(1)
x+t =

θtα−1e−βt

∫∞
t

sα−1e−βsds
,

µ
(2)
x+t =

1− θ

θ
µ

(1)
x+t, t ≥ 0,

де 0 < θ < 1, α > 0, β > 0.

а) Обчислити gj(t), g(t), сумiсну функцiю розподiлу T та J .

б) Виразити ET i DT через α та β.

За страховою угодою здiйснюється виплата величиною 1 за першим
декрементом i 0 – за другим. Нехай δ – стала.

1) Записати функцiю загальних втрат, якщо оплата здiйснюється ра-
зовою премiєю.

2) Чому дорiвнює разова премiя?

3) Отримати формулу дисперсiї загальних втрат.

17. За угодою страхування особа (35) у випадку втрати працездатностi
до 60 рокiв отримує такi платежi:

а) 100 пiсля чотиримiсячної непрацездатностi;

б) неперервний дворiчний ануїтет iз сумою 1000 у рiк пiсля шестимi-
сячної непрацездатностi;

в) неперервний ануїтет до вiку 65 рокiв iз сумою 2000 у рiк пiсля
непрацездатностi термiном 2,5 роки.

Записати нетто-премiю такої угоди в термiнах елементарних актуар-
них функцiй.

18. Написати програму, яка за таблицями виходу з деякого цивiльного
стану за рiзних причин декрементiв створює звичайну таблицю три-
валостi життя й обчислює вартiсть:

а) довiчного страхування з виплатою 10000;

б) довiчного страхування з виплатою cj за умови виходу з даного
стану за причини декремента j.
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Заняття 8
Групове страхування

Маємо m осiб початкового вiку x1, x2, ..., xm. Тривалiсть майбутнього
життя k-гo iндивiда становить T (xk) = Tk (k = 1, ..., m). На основi цих
m елементiв можемо розглядати рiзноманiтнi стани u з тривалiстю май-
бутнього життя в них Т(u). tpu – умовна ймовiрнiсть того, що стан u ще
не порушений у момент t за умови, що вiн iснував у момент 0; символи
qu, µu+t i т. д. визначаються аналогiчно.

Стан спiльного життя

u := x1 : x2 : ... : xm

визначається як iснуючий доти, доки всi m осiб, що беруть участь у ньому,
живi. Часом руйнування цього стану є

T (u) := min(T1, T2, ..., Tm).

Розподiл часу руйнування стану задається формулою

tpx1:x2:...:xm := P (T (u) > t) = P (T1 > t, T2 > t, ..., Tm > t) =

=
m∏

k=1

P (Tk > t) =
m∏

k=1

tpxk
.

Миттєва iнтенсивнiсть руйнування стану спiльного життя u визначає-
ться так:

µu+t = − d

dt
ln tpu = − d

dt

m∑

k=1

ln tpxk
=

m∑

k=1

µxk+t.

Разова нетто-премiя страхування з виплатою 1 при першiй смертi ста-
новить

Ax1:x2:...:xm :=
∞∑

k=0

υk+1
kpx1:x2:...:xm qx1+k:x2+k:...:xm+k.

Разова нетто-премiя для прямого ануїтету страхування спiльного життя
дорiвнює

äx1:x2:...:xm :=
∞∑

k=0

υk
kpx1:x2:...:xm .
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n| – стан, що порушується в момент n, тобто T ( n|) := n. За цих
позначень отримуємо

T (x : n|) := min(T (x), n).

Стан виживання останнього

u := x1 : x2 : ... : xm

зберiгається доти, доки живий принаймнi один iз m iндивiдiв,

T (u) = max{T1, T2, ..., Tm}.

Формула разової нетто-премiї довiчного ануїтету для стану виживання
останнього:

äx1:x2:...:xm
= Sä

1 − Sä
2 + Sä

3 − .. + (−1)m−1Sä
m,

де Sä
k =

∑
ä

xj1
:xj2

:...:xjk
.

Нетто-премiя страхування на суму 1, яка виплачується в момент смертi
останнього члена групи, становить

Ax1:x2:..:xm
= SA

1 − SA
2 + SA

3 − ... + (−1)m−1SA
m ,

де SA
k =

∑
Axj1 :xj2 :...:xjk

.
Стан

u :=
k

x1 : x2 : ... : xm

триває доти, доки живi принаймнi k з початкових m iндивiдiв.
Стан

u :=
[k]

x1 : x2 : .. : xm

вважається непорушеним, якщо живi тiльки k з m iндивiдiв.
Для довiльно обраних коефiцiєнтiв c0, c1, ..., cm маємо

m∑

k=0

ck tp
[k]

x1:x2:...:xm
=

m∑

j=0

∆jc0S
t
j ; (1)

m∑

k=0

ckä
[k]

x1:x2:...:xm
=

m∑

j=0

∆jc0S
ä
j ; (2)
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m∑

k=1

dktp
k

x1:x2:...:xm
=

m∑

j=1

∆j−1d1S
t
j ; (3)

m∑

k=1

dkä k
x1:x2:...:xm

=
m∑

j=1

∆j−1d1S
ä
j ; (4)

де St
k =

∑
tpxj1 :xj2 :...:xjk

, а рiзницевий оператор визначається так:

∆ck = ck+1 − ck, ∆jck = ∆(∆j−1ck) .

Разова нетто-премiя страхування з виплатою 1 у момент смертi особи
(xk), якщо це r-та смерть, становить

Ā r
x1:...:xk−1:xk:xk+1...:xm

=
∫ ∞

0

vt
tp

[m−r]
x1:...:xk−1:xk+1:...: xm

tpxk
· µxk+t dt .

Задачi

1. За таблицею ймовiрностей

x qx

80 0,5
81 0,75
82 1

обчислити q80:81, q80:81, q
[1]

80:81
.

2. Для двох незалежних осiб (x) та (y) вiдомi npx, npy. Визначити
ймовiрностi таких подiй:

а) стан (x : y) зберiгається n рокiв;

б) тiльки одна особа проживе не менше n рокiв;

в) хоча б одна особа проживе не менше n рокiв;

г) стан (x : y) припиниться протягом n рокiв;

д) хоча б одна з осiб помре протягом n рокiв;

ж) обидвi особи помруть протягом n рокiв.
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3. Показати, що для двох осiб (30) та (40) iмовiрнiсть:
а) смертi в один i той же рiк становить

1 + e30:40 − p30(1 + e31:40)− p40(1 + e30:41) + p30:40(1 + e31:41);

б) смертi в однаковому вiцi становить

10p30(1 + e40:40)− 2 11p30(1 + e40:41) + p40 · 11p30(1 + e41:41).

4. Вiдомо, що δ = 0, 055, µx+t = 0, 045, µy+t = 0, 035, t ≥ 0. Обчисли-
ти Ā2

x:y.

5. У деякiй групi людей курцi мають силу смертностi вдвiчi бiльшу, нiж
тi, хто не палить. Для людей, що не палять,

S(x) = 1− x

75
, x ∈ [0, 75].

Вiдомо, що людина (55) є курцем, а людина (65) не палить. Обчи-
слити

◦
e55:65.

6. Для двох осiб (x) та (y) розглядається угода страхування з неперерв-
ною виплатою. Виплата величиною 10000 здiйснюється в момент
другої смертi. Премiю за таке страхування сплачують неперервно до
часу останньої смертi. Премiя сплачується iз силою С, доки люди-
на (x) жива; якщо (x) помирає ранiше, нiж (y), то пiсля смертi (x)
премiя сплачується iз силою 0,5 С.

Потрiбно знайти С, якщо вiдомо, що δ = 0, 05, āx = 12, āy = 15,
āx:y = 10.

7. Розглядається страхування для двох осiб однакового вiку x з випла-
тою 1 у кiнцi року смертi особи, яка вмерла останньою. Нетто-премiя
сплачується до першої смертi. Вiдомо, що Ax = 0, 4, Ax:x = 0, 55,
ax = 9. Обчислити величину премiї.

8. Сила смертностi чоловiкiв µ = 0, 04, сила смертностi жiнок пiдпо-
рядкована закону де Муавра з максимальним вiком ω = 100.

Обчислити ймовiрнiсть того, що чоловiк вiком 50 рокiв помре пiзнi-
ше, нiж жiнка вiком 50 рокiв.

9. Вiдомо, що Z – поточна вартiсть страхування для двох незалежних
осiб (x) та (y).

Z =
{

vT (y) , T (y) > T (x) ,
0 , в iнших випадках ,
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δ = 0, 06. Також вiдомо, що сили смертностi постiйнi: для (x) – 0,07,
для (y) – 0,09. Обчислити D(Z).

10. Розглядається страховий контракт для двох осiб однакового вiку (x)
з виплатою в момент смертi. Виплати здiйснюються таким чином:

а) виплачується 1 у момент смертi Iвана, якщо Павло живий;

б) виплачується 2 у момент смертi Павла, якщо Iван живий;

в) виплачується 3, якщо на момент смертi Iвана Павло вже помер;

г) виплачується 4, якщо на момент смертi Павла Iван вже помер.

Цi двi особи є незалежними. Показати, що нетто-премiя такого стра-
хування дорiвнює 7Āx − 2Āx:x.

11. Розглядається угода страхування для двох осiб (x) та (y) з випла-
тою 1 у момент другої смертi. Якщо (x) помирає ранiше за (y), то
здiйснюється додаткова виплата 0,5. Вiдомо, що сила смертностi для
кожної особи пiдпорядковується закону Гомпертца:

µz = Bcz, z ≥ 0.

Показати, що разова нетто-премiя такого страхування дорiвнює

Āx + Āy − Āω(1− 0, 5cx−ω),

де cω = cx + cy.

12. За угодою про страхування подружжя виплата величиною 1 здiй-
снюється в момент другої смертi. Премiї сплачуються неперервно з
iнтенсивнiстю Р до моменту першої смертi. δ = 0, 05. Смерть чоловi-
ка та жiнки незалежнi з однiєю й тiєю ж силою смертностi µ = 0, 07.
Обчислити Р.

13. Нехай
µx =

1
100− x

, 0 ≤ x < 100.

Обчислити:

а) 10p40:50, б) 10p40:50, в)
◦
e40:50,

г)
◦
e40:50, д) DT (40 : 50), е) DT (40 : 50),

є) cov(T (40 : 50), T (40 : 50)), ж) 25q
2

25:50.
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14. Неперервний ануїтет з iнтенсивнiстю 1 виплачується, якщо хоча б
одна з осiб (40) та (50) жива та її вiк бiльше 60, але за умови, що
якщо особа (40) жива та її вiк менше 55, то виплати не вiдбуваю-
ться. У термiнах елементарних актуарних функцiй виразити вартiсть
такого потоку виплат.

15. Показати, що
a

x: y: n| = a n| +n| ax:y;

Ā
x: n| = Āx − Āx: n| + vn.

16. Вiдомо, що сила смертностi описується законом Мейкхема з c10 = 3
та A = 0, 003.

а) обчислити ∞q1
40:50, якщо

◦
e40:50 = 17.

б) Виразити Ā1
40:50 у термiнах Ā40:50 та ā40:50 .

17. Обчислити a
[4]

x:x:x:x:x:x за вiдомими значеннями:

ax:x:x:x = 11, 9; ax:x:x:x:x = 10, 75; ax:x:x:x:x:x = 9, 675.

18. Частина таблицi ануїтетiв стану спiльного життя має вигляд:

Вiк осiб Нетто-
премiя
ануїтету

26:20:28 14,4
29:26:20 14,3
28:29:26 13,8
20:28:29 14,0
29:26:28:20 12,5

Фактичнi вiдсотки становлять 3,5%. Визначити нетто-премiю стра-
хування з виплатою 1000 у кiнцi року другої смертi в групi з чотирьох
осiб: (20), (26), (28) та (29).

19. Написати програму, яка за введеним рядком коефiцiєнтiв ck i dk ви-
дає лiву й праву частини формул (1)-(4).

20. Для групового страхування n людей вiком (x) написати програму
обчислення ставки страхових виплат rk(t) за таблицею тривалостi
життя.
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Заняття 9
Вимога на виплату у страховому портфелi

Портфель складається iз n страхових полiсiв. Вимога виплати за полi-
сом h становить Sh. Можливi значення величини Sh – 0, s1h, s2h, ..., smh

та їхнi ймовiрностi

P (Sh = 0) = ph, P (Sh = sjh) = qjh

для j = 1, ..., m i h = 1, ..., n.
Загальна сума вимог на виплати становить

S = S1 + S2 + ... + Sn.

Випадковi величини S1, S2, ..., Sn – незалежнi.
Розподiл величини S1 + ... + Sh обчислюють за формулою

P (S1 + ... + Sh = x) =
m∑

j=1

P (S1 + ... + Sh−1 = x− sjh)qjh

+ P (S1 + ... + Sh−1 = x)ph .

Метод 1 (округлення). Полягає в замiнi sjh округленою величиною
s∗jh, кратною обранiй основнiй грошовiй одиницi. Iмовiрностi пiдправляють
вiдповiдними замiнами:

sjh → s∗jh; qjh → q∗jh = qjhsjh/s∗jh; ph → p∗h = 1− (q∗1h + ... + q∗mh).

Метод 2 (розосередження). Нехай s−jh позначає найбiльше кратне
(обраної грошової одиницi), яке не перевищує sjh, а s+

jh – найменше її
кратне, яке перевищує sjh. Метод полягає в розосередженнi ймовiрностей у
значення s−jh i s+

jh у такий спосiб, щоб математичне сподiвання залишилося
незмiнним. Новi ймовiрностi будуть такими:

q−jh =
s+

jh − sjh

s+
jh − s−jh

qjh, q+
jh =

sjh − s−jh

s+
jh − s−jh

qjh.

Загальна сума вимог страхових виплат має складний пуассонiв розпо-
дiл, якщо

S = X1 + X2 + ... + XN ,
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де випадковi величини X1, X2, ... – незалежнi, однаково розподiленi, N не
залежить вiд X1, X2, ... i має пуассонiв розподiл з параметром

q = q1 + q2 + ... + qm,

а ймовiрнiсть того, що величина iндивiдуальної вимоги на виплату дорiв-
нює j, становить

p(j) = qj/q (j = 1, 2, . . . ...,m).

Позначимо ймовiрностi P (S = k) через f(k). Тодi

f(0) = P (S = 0) = P (N = 0) = e−q

i маємо рекурентну формулу Пенджера

f(k) =
1
k

m∑

j=1

jqjf(k − j), k = 1, 2, 3, . . .

Перестрахування перевищення збиткiв iз прiоритетом α вiдшкодовує
рiзницю Xi − α для будь-якої iндивiдуальної вимоги виплати, що переви-
щує α.

Перестрахування, що блокує збиток iз сталою β, вiдшкодовує переви-
щення R = (S − β)+ загальної суми вимог страхових виплат.

Нетто-премiя перестрахування, що блокує збиток, становить

ρ(β) =

∞∫

β

(1− F (x))dx,

а для цiлих значень β дорiвнює

ρ(β) =
∞∑

k=β

(1− F (k)).

Задачi

1. Нехай Sh – виплата за страховим полiсом h. Вона може набувати
трьох значень:

Sh(x) =





0 , якщо людина (x) жива,
100 , якщо людина розриває страхову угоду,
1000 , якщо людина помирає.
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Iмовiрнiсть смертi q1,x = 0, 001, iмовiрнiсть вiдмови вiд страховки
q2,x = 0, 15. px = 1− q1,x − q2,x.

Розглядається страховий портфель S = S1 + . . . + S5.

Використовуючи нормальне наближення, знайти ймовiрнiсть того,
що загальна виплата за портфелем перевищить 200.

2. Вiдомо, що загальна виплата S наближено описується нормальним
законом iз середнiм µ i дисперсiєю σ2.

Показати, що нетто-премiя перестрахування ρ(β) зi сталою β визна-
чається формулою

ρ(β) = (µ− β) · Φ
(

µ− β

σ

)
+ σφ

(
µ− β

σ

)
,

де Φ i φ −функцiя розподiлу та щiльнiсть N(0, 1), вiдповiдно.

3. За контрактом перестрахування здiйснюється виплата:

R =
{

S − β , якщоβ < S < γ ,
γ − β , якщоS ≥ γ .

Виразити вартiсть перестрахування R (тобто E(R)) через функцiю
розподiлу S (FS(·)).

4. а) Виразити FS(β) через ρ(β).

б) Вiдомо, що ρ(β) = (2 + β + 1
4β2)e−β . Знайти FS(β) та f(β).

5. Вiдомо, що f(1) = 3f(0), f(2) = 2f(0) + 1, 5f(1),

f(x) =
1
x
· (3f(x− 3) + 4f(x− 2) + 3f(x− 1)) , x = 3, 4, . . . .

Знайти f(0).

6. Вiдомо, що для наближення log S використовують N(µ, σ)-розподiл.
Знайти ρ(β) = E(S − β)+.

7. З компанiєю укладено 2500 угод доживання на термiн три роки з
виплатами по 1000. Премiї вносять щорiчно протягом дiї угоди з
першим внеском через рiк пiсля укладання угоди. Усi застрахованi
одного вiку – 30 рокiв. Компанiя використовує для розрахункiв такi
показники:
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i = 25 %, l30 = 96307; l31 = 96117; l32 = 95918.

Визначити величину премiї, яка гарантує вiдсутнiсть втрат за всiм
портфелем з iмовiрнiстю 0,99.

8. Нехай кiлькiсть вимог у портфелi розподiлена за бiномiальним за-
коном з параметрами p та n. Усi вимоги в портфелi – незалежнi,
однаково розподiленi випадковi величини з математичним сподiван-
ням m1 та дисперсiєю m2. Обчислити

ES; DS; gs(t) := Eets.

9. Нехай S має складний пуассонiв розподiл з λ = 2 та ймовiрностями
iндивiдуальних вимог

pk = 0, 1 k, k = 1, 2, 3, 4.

Обчислити P (S = j), j = 0, 1, 2, 3, 4; ES; DS.

10. Нехай S має складний пуассонiв розподiл з пуассоновим параметром
λ та розподiлом iндивiдуальних вимог

pk = − ck

x log (1− c)
, k = 1, 2, 3, ..., 0 < c < 1.

Показати, що S має вiд’ємний бiномiальний розподiл. Виразити його
параметри через c та λ.

11. Припустимо, що кiлькiсть дорожнiх аварiй застрахованого водiя має
розподiл Пуассона з параметром λ. За статистикою iмовiрнiсть того,
що у випадку аварiї водiй вирiшує, що пошкодження вiдбулося не з
його вини i є настiльки значним, що потрiбно звернутися до стра-
хової компанiї за вiдшкодуванням, становить p. За припущення, що
кiлькiсть аварiй та їх рiвень незалежнi, визначити розподiл кiлькостi
аварiй, якi потребують вiдшкодування.

12. Нехай S1 має складний розподiл Пуассона з пуассоновим параметром
λ = 2 та iндивiдуальними вимогами на виплату, якi набувають зна-
чень 1,2,3 з iмовiрностями 0,2; 0,6 та 0,2 вiдповiдно. S2 має складний
розподiл Пуассона з λ = 6 та iндивiдуальними вимогами на випла-
ту 3 чи 4 з iмовiрностями по 0,5. S1 та S2 – незалежнi. Визначити
розподiл S1 + S2.

13. Показати, що якщо S має гамма-розподiл з параметрами α та β
(щiльнiсть βα

Γ(α) t
α−1e−βt ), то E(S − ES)3 = 2α

β3 .
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14. Нехай S1 має складний пуассонiв розподiл з пуассоновим параметром
λ i розподiлом iндивiдуальних вимог P1(k); S2 – складний вiд’ємно-
бiномiальний розподiл з параметрами (r, p) та розподiлом iндивiду-
альних вимог Pr(k), k = 1, 2, ... . Показати, що S1 та S2 однаково
розподiленi, якщо λ = −r log p та

P1(k) = −
∞∑

i=1

(1− p)i

i log p
P ?i

2 (k).

15. Страхова компанiя уклала 10000 типових угод довiчного страхування
з виплатою страхової суми 1000 у кiнцi року смертi. Премiї сплачу-
ються щорiчно. Вiк усiх застрахованих – 30 рокiв, смертнiсть задана
таблицею

x lx äx

30 96307 15,50099
31 96117 15,25614
32 95918 15,0

i = 5%. Кожен рiк здiйснюється перестрахування суми пiд ризиком
(тобто рiзницi мiж фактичною страховою сумою й резервом на кiнець
поточного року). Перестрахувальник отримує 90% вiд премiї на суму
пiд ризиком i у випадку смертi покриває 90% виплати суми пiд ри-
зиком. Перестрахувальник не iнвестує отриманi кошти. Яку загальну
премiю отримає перестрахувальник на початку другого року?

16. Написати програми:

а) розосередження розподiлу в значення, кратнi основнiй грошовiй
одиницi.

б) обчислення розподiлу S = S1+. . .+Sn шляхом послiдовної згортки
розподiлiв.

17. Написати програму обчислення ймовiрностi P (S = k) за формулою
Пенджера.

18. Написати програму обчислення ймовiрностей
_

F (x) та E(
_

S) при пе-
рестрахуваннi.

19. Написати програму обчислення ρ(β) за таблицею значень F (x).
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Заняття 10
Навантаження на витрати

Витрати придбання. Вони складаються з усiх витрат, пов’язаних з
видачею нового полiса: комiсiйних страховому агенту та його дорожнiх
витрат, медичного обстеження, заповнення полiса, реклами. Цi витрати
стягуються з кожного полiса у виглядi єдиної суми, пропорцiйної страховiй
сумi. Вiдповiдний коефiцiєнт пропорцiйностi позначається через α.

Витрати зборiв. Цi витрати стягуються на початку кожного року, в яко-
му збирається премiя. Передбачається, що цi витрати пропорцiйнi премiї,
навантаженiй на витрати, з коефiцiєнтом пропорцiйностi, що позначається
через β.

Адмiнiстративнi витрати. У цей пункт включено всi iншi витрати, такi
наприклад, як зарплата, оренда, вартiсть обробки даних, вартiсть iнвесту-
вання, податки, збори на лiцензiю тощо. Цi витрати стягуються з полiса
протягом усього термiну дiї контракту на початку кожного полiсного року,
звичайно пропорцiйно страховiй сумi чи рiвню платежiв ануїтету. Вiдповiд-
ний коефiцiєнт пропорцiйностi позначається через γ.

Премiя, навантажена на витрати (чи адекватна премiя), що буде по-
значатися символом P a, є такою щорiчною премiєю, очiкувана поточна
вартiсть якої саме достатня для фiнансування страхових виплат, а також
зазнаних витрат, пов’язаних з даним страховим полiсом.

P a = P + Pα + P β + P γ ,

де P позначає щорiчну нетто-премiю, тодi як Pα, P β , P γ позначають три
компоненти навантаження на витрати.

Для доживання (страхова сума 1, термiн n, вiк при видачi полiса – x)
навантажена на витрати щорiчна премiя становить

P a
x: n| =

Ax: n| + α + γäx: n|
(1− β)äx: n|

або

P a
x: n| =

1 + α

1− β
Px: n| +

αd + γ

1− β
.

Резерв навантаженої на витрати премiї (чи адекватний резерв) напри-
кiнцi року k позначається через kV α. Вiн визначається як рiзниця мiж
очiкуваною поточною вартiстю майбутнiх виплат разом з витратами й очi-
куваною поточною вартiстю майбутнiх премiй, навантажених на витрати.
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Резерв навантаженої на витрати премiї можна розкласти на компонен-
ти, подiбно розкладу самої цiєї премiї:

kV a = kV + kV α + kV γ .

Для доживання маємо:

kV a
x: n| = (1 + α)kVx: n| − α.

Задачi

1. Розглядається страховий полiс доживання на перiод n = 10 рокiв
для людини вiком x = 40. Страхова сума виплати становить 1000,
i = 4 %. Виконується припущення де Муавра про смертнiсть з макси-
мальним вiком w = 100.

а) Витрати придбання полiсу становлять 50. Iншi витрати не врахову-
ються (β = γ = 0). Визначити адекватну премiю та страховi резерви
премiй для кожного року.

б) Якi максимальнi витрати придбання допустимi, якщо резерв пре-
мiй не може бути вiд’ємним?

2. Розглядається страховий полiс тимчасового страхування на перiод
n = 10 рокiв для людини вiком x = 40. Страхова сума виплати
становить 1000, i = 4 %. Виконується припущення де Муавра про
смертнiсть з максимальним вiком w = 100.

а) Витрати придбання полiсу становлять 40. Iншi витрати не врахову-
ються (β = γ = 0). Визначити адекватну премiю та страховi резерви
премiй для кожного року.

б) Яка початкова iнвестицiя страхової компанiї для продажу такого
полiсу, якщо резерв премiй не може бути вiд’ємним?

3. Разова нетто-премiя довiчного страхування особи (x) з виплатою 1
становить B.

а) Показати, що ефективна вiдсоткова ставка у такому випадку до-
рiвнює

∞∫

0

B− 1
t tpxµx+tdt− 1.

б) Якою буде ефективна вiдсоткова ставка, якщо врахувати витрати
придбання, якi становлять α.
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4. Найпростiше страхування капiталу S полягає у виплатi суми S через
n рокiв незалежно вiд того, живий власник капiталу чи нi.

а) Яка величина щорiчних премiй такого страхування, якщо вони
сплачуються всi n рокiв?

б) Якщо премiї сплачуються з iнтенсивнiстю u, але лише протягом
життя власника капiталу, то яким має бути u?

в) Визначити модифiковану iнтенсивнiсть ũ з попереднього пункту,
яка враховує витрати придбання αS, витрати зборiв βũ та адмiнi-
стративнi витрати γS, якi стягуються також неперервно.

г) Установити вираз для резерву премiй у всiх попереднiх пунктах.

5. Страховка полягає у виплатi суми S, якщо через n рокiв особа (x)
жива, i поверненнi всiх премiй (без зароблених вiдсоткiв), якщо особа
помирає протягом n рокiв. Премiї сплачуються неперервно з iнтен-
сивнiстю u. Витрати придбання становлять αS, витрати зборiв та
адмiнiстративнi витрати сплачуються неперервно з iнтенсивностями
βu та γS, вiдповiдно. Визначити u.

6. Дитина вiком x застрахована на таких умовах:

а) якщо вона помре протягом перiоду [x, y), то премiї iз заробленими
вiдсотками повертаються;

б) якщо вона помре протягом перiоду [y, z), або якщо вона жива на
момент часу z, то сума S сплачується негайно.

Премiї, витрати зборiв та адмiнiстративнi витрати стягуються непе-
рервно з iнтенсивностями u, β та γS вiдповiдно. Витрати придбання
становлять αS.

а) Написати диференцiальне рiвняння Тiле для цього страхування.

б) Визначити перспективний резерв премiй з навантаженнями.

в) Визначити u та суму пiд ризиком на кожен момент часу.

7. З особою (40) укладається угода страхування доживання до вiку 65
рокiв зi страховою сумою 1000. Щорiчнi премiї визначаються за таких
умов:

а) витрати придбання становлять 40% щорiчної премiї з усiма наван-
таженнями;

б) витрати щорiчного продовження угоди становлять 5% вiд премiї
з навантаженнями i збираються з другого по десятий рiк угоди;
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в) податковi витрати становлять 2% вiд премiї з навантаженням що-
рiчно;

г) поточнi витрати становлять 12,5 i 4 на кожну 1000 страховки в
перший i всi наступнi роки вiдповiдно;

д) функцiя виживання

s(x) =
{

(1− x
ω )a, x ∈ [0, ω)

0, x ≥ ω

з a > 0.

Обчислити величину премiї i всiх навантажень.

8. Параметри, якi були обчисленi для довiчного страхування життя на
суму 1000 за вiдсотковою ставкою i = 0, 06, зiбранi у таблицi:

Нетто-премiя Āx = 0, 20
Витрати придбання 7,5% вiд премiї
Податок, лiцензiя 3% вiд премiї
Медична перевiрка
(у перший рiк)

23

Витрати зборiв
(щорiчно з другого року)

2,5

Плата нотарiусу за один контракт
(у перший рiк)

12

Обчислити премiю з навантаженнями G(b), якщо сума страховки ста-
новить b. R(b) показує змiну у вiдсотках премiї G(b) при змiнi b. Об-
числити R(b). Накреслити графiки G(b) та R(b).

9. Клiєнт (x) уклав угоду страхування життя на термiн 20 рокiв iз що-
рiчною виплатою премiй та вiдповiдних навантажень. Через 10 рокiв
вiн хотiв би зробити єдину виплату замiсть усiх, якi були б до закiн-
чення термiну угоди. Виразити в термiнах елементарних актуарних
функцiй величину такої виплати.

10. Укладається угода з особою (x) про вiдкладений на n рокiв непе-
рервний довiчний ануїтет з iнтенсивнiстю виплат S. Неперервнi пре-
мiї з iнтенсивнiстю u сплачуються до початку виплат за ануїтетом.
Витрати придбання становлять αS, збори на поточнi та адмiнiстра-
тивнi витрати здiйснюються неперервно з iнтенсивностями βu та γS
вiдповiдно.
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а) Обчислити u та резерв премiї.

б) Для врахування iнфляцiї було вирiшено змiнити iнтенсивностi по-
точних та адмiнiстративних витрат на βϕ(t)u та γϕ(t)s, вiдповiдно.
Обчислити u та резерв премiй за цих змiн.

в) Обчислити u та резерв премiй для випадкiв

ϕ(t) = 1 + kt та ϕ(t) = ect ,

якщо сила смертностi визначена за законом де Муавра з максималь-
ним вiком 100 рокiв.

11. Укладено страхову угоду з особою (35) на вiдкладене на 30 рокiв до-
вiчне страхування життя з виплатою 1000. Витрати придбання ста-
новлять 12, витрати зборiв – 15% вiд суми премiї з навантаженнями,
адмiнiстративнi витрати – 1 на початку кожного року. Припускаючи,
що сила смертностi

µx =
1

100− x

i максимальний вiк – 100, обчислити всi складовi премiї з наванта-
женнями:

1000P, 1000Pα, 1000P β та 1000P γ .

12. За умов попередньої задачi обчислити складовi резерва премiї з на-
вантаженнями:

1000kV, 1000kV α, 1000kV γ

для 10-го року.

13. Написати програму обчислення адекватної премiї та вiдповiдного ре-
зерву премiй для доживання.

14. Написати програму обчислення адекватної премiї та вiдповiдного ре-
зерву премiй для тимчасового страхування.

15. Написати програму обчислення адекватної премiї та вiдповiдного ре-
зерву премiй для чистого доживання.
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Заняття 11
Оцiнювання ймовiрностi смертi

Iмовiрнiсть смертi протягом року qx оцiнюють за статистичними да-
ними; цi данi стосуються певної групи осiб (наприклад, власникiв полiсiв),
якi спостерiгались протягом деякого перiоду часу (одного календарного
року чи бiльше). Цей перiод називають перiодом спостереження. Оцiнене
значення qx позначається q̂x.

На дiаграмi Лексиса життю кожного спостережуваного iндивiда вiдпо-
вiдає дiагональний вiдрiзок прямої, що показує часовий iнтервал, протягом
якого за ним спостерiгали. Горизонтальнi межi прямокутника утворенi вi-
ковою групою, що розглядалася, а вертикальнi межi є початком i кiнцем
перiоду спостереження (рис. 1).

Рис. 1

Iндивiди, якi досягли вiку x до початку перiоду спостереження, були
обстеженi не повнiстю (деякi з них могли померти до початку спостере-
ження, що могло б залишитися неврахованим); аналогiчно, iндивiди, якi
досягнуть вiку x+1 пiсля закiнчення перiоду спостереження, будуть обсте-
женi не повнiстю. Iншим джерелом неповноти обстеження є iндивiди, що
входять у групу, за якою ведеться спостереження, при придбаннi полiсу, або
тi, що залишають її не через смерть (наприклад, у зв’язку iз закiнченням
страхової угоди) у промiжному вiцi мiж x та x + 1.

Нехай ми маємо результати спостереження за n iндивiдами. Iндивiд
з номером i знаходиться пiд наглядом у промiжку вiд x + ti до x + si

(0 ≤ ti < si ≤ 1).
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Сума
Ex = (s1 − t1) + (s2 − t2) + ... + (sn − tn)

називається експозицiєю.
Сумарна довжина всiх сегментiв у дiаграмi Лексиса становить

√
2Ex.

Dx – кiлькiсть смертей, якi спостерiгалися в даному прямокутнику,
I – множина iндивiдiв i, спостереження за якими закiнчилося у зв’язку
зi смертю, та для всiх i ∈ I

s
(m)
i = [msi + 1] /m,

тобто s
(m)
i є округленням si до наступної m-ї частини року.

Класичнi оцiнки для ймовiрностi смертi такi:

q̂x =
Dx

Ex +
∑
i∈I

(1− si)
,

hq̂x =
hDx

Ex +
∑
i∈I

(s(m)
i − si)

.

За припущення, що смерть вiдбувається в середньому у вiцi x + 1
2 ,

використовують оцiнку

q̂x =
Dx

Ex + 1
2Dx

.

За припущення сталої сили смертностi використовують оцiнки

µ̂x+ 1
2

=
Dx

Ex
,

q̂x = 1− exp(−µ̂x+ 1
2
) = 1− exp(−Dx

Ex
).

Для достатньо великої групи людей однакового вiку, якi спостерiгаю-
ться ω рокiв, lx показує, скiльки з l0 народжених доживають до вiку x.
Iмовiрнiсть дожити до вiку x становить

s(x) =
lx
l0

.

Кiлькiсть людей, якi померли у вiковому промiжку [x, x + 1) , дорiвнює

dx = lx − lx+1.
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Iмовiрнiсть того, що людина (x) помре протягом наступного року, дорiвнює

qx =
dx

lx
.

Двi характеристики смертностi: mx – очiкувана смертнiсть та Lx – се-
редня кiлькiсть тих, хто вижив до [x, x + 1) , визначаються так:

Lx =

x+1∫

x

lydy =

1∫

0

lx+tdt,

mx =
dx

Lx
.

Часто використовують формули

tpx = P (T (0) > x + t/T (0) > x) =
s(x + t)

s(x)
=

lx+t

lx
,

ex =
lx+1 + lx+2 + ...

lx
.

Таблиця тривалостi життя є по сутi таблицею ймовiрностей смертi qx

протягом одного року, якi повнiстю визначають розподiл величини K. Роз-
подiл T отримують за допомогою iнтерполювання за цiєю таблицею.

У селективних таблицях тривалостi життя ймовiрностi смертi роздi-
ляються згiдно з вiком вступу. Таким чином, q[x]+t є ймовiрнiстю смертi
протягом одного року для iндивiда (x + t), де x – вiк вступу. Згiдно iз
селекцiєю

q[x] < q[x−1]+1 < q[x−2]+2 < ...

Ефект селекцiї зазвичай припиняється пiсля кiлькох рокiв, наприклад,
r рокiв пiсля вступу. Припускають, що

q[x−r]+r = q[x−r−1]+r+1 = q[x−r−2]+r+2 = ... = qx

або
l[x]+t = lx+t, t ≥ r.

Термiн r називають термiном селекцiї i таблицю, що використовується пi-
сля закiнчення термiну селекцiї, називають завершальною таблицею три-
валостi життя.
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Для обчислення ймовiрностей використовують формули

p[x]+t =
l[x]+t+1

l[x]+t
;

q[x]+t =
l[x]+t − l[x]+t+1

l[x]+t
.

Для розрахункiв у задачах потрiбно використовувати таблицi тривалостi
життя, поданi в кiнцi посiбника.

Задачi

1. За дiаграмою Лексиса (рис. 2) обчислити:

а) середнiй вiк застрахованих 25 рокiв тому;

б) кiлькiсть застрахованих, якi досягли вiку 50 за час спостереження;

в) кiлькiсть тих, хто спостерiгався 25 рокiв тому i досягнув вiку 50.

Рис. 2

2. Вiдомо, що Dx = 36, Ex = 4820. Обчислити µ̂x+ 1
2
.
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3. У медичному експериментi розглядалася група з 50 пацюкiв. 20 з них
померли. Сумарний час спостереження становив 27,3 року. Оцiнити
силу смертностi та очiкувану тривалiсть життя.

4. Певна група спостережуваних має Ex = 9758, 4 року у промiжку
(x, x + 1]. Iснує кiлька причин смертi. Вiдомо, що в цiй групi:

357 осiб померли з першої причини;

218 – з другої;

528 – з iнших причин.

Яка оцiнка ймовiрностi того, що людина (x) помре з першої причини
протягом року?

5. 100 страхових полiсiв укладено з особами вiком x, а 60 – з особами
вiком x + 0, 25.

Чотири смертi спостерiгалося в перiод [x, x + 1] (для простоти вва-
жаємо, що цi смертi трапились у вiцi x + 0, 5). Обчислити q̂x.

6. Сила смертностi є сталою протягом промiжку (x, x + 1]. 10 людей
почали спостерiгатися у вiцi x, двоє – у вiцi x + 0, 4. За двома спо-
стереження було припинено у вiцi x+0, 8, i по одному – у вiцi x+0, 2
i x + 0, 5. Також одна смерть спостерiгалась у вiцi x + 0, 6. Обчисли-
ти q̂x.

7. Є двi причини декремента смертi в промiжку (x, x + 1]. Сила смер-
тностi є постiйною для кожного декремента. Спостерiгалася група з
1000 застрахованих вiком x. На промiжку часу (x, x + 1] трапилось:

40 смертей – з першої причини декремента;

50 смертей – з другої.

Припускаючи, що смерть вiдбулась у вiцi x + 1
2 , знайти оцiнку q̂1,x

та q̂2,x.

8. За умови, що сила смертностi є строго зростаючою, показати:

а) s(x)s(y) ≥ s(x + y), x ≥ 0, y ≥ 0;

б) s(x)
∞∫
0

s(y)dy ≥
∞∫
0

s(x + y)dy;

в) s(x)
∞∫
0

s(y)dy ≥
∞∫
x

s(ω)dω;

г)
∞∫
0

s(y)dy ≥
∞∫
x

s(ω)
s(x) dω.
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9. За таблицями тривалостi життя обчислити:

а) iмовiрнiсть того, що особа (1) помре пiсля 50 рокiв, але до 60;

б) iмовiрнiсть того, що особа (30) помре у наступнi 35 рокiв;

в) двi особи (26) та (31) з незалежними тривалостями життя не по-
мруть протягом 12 рокiв.

10. Вiдомо, що

x Ex Dx

40 1150 6
41 900 5
42 1200 12
43 1400 9
44 1300 13

Знайти q̂x.

11. Дiти, яким придбали страховку, належать до двох груп:

1) застрахованi при народженнi – 1600 осiб;

2) застрахованi у вiцi 10 рокiв – 540 осiб.

γ – випадкова величина, що дорiвнює числу тих застрахованих, якi
померли до вiку 70 рокiв. Припускаючи незалежнiсть тривалостi жит-
тя для рiзних осiб, знайти (за таблицями тривалостi життя) c таке,
що P (γ > c) = 0, 05.

12. Припускаючи рiвномiрний розподiл часу смертi протягом року, обчи-
слити:

a) 1/4q25; б) 5,5p40; в) µ50,3; г) m50; д)
◦
e30: n| .

13. Субстандартна таблиця тривалостi життя отримується iз звичайної
при збiльшеннi сили смертностi на сталу c.

а) Як пов’язанi qx iз звичайної таблицi та вiдповiдне qs
x iз субстан-

дартної?

б) Пiсля вивчення статистики стану здоров’я шахтарiв актуарiй зро-
бив висновок, що очiкувана тривалiсть життя для особи (40) ста-
новить 10 рокiв. Визначити c та побудувати субстандартну таблицю
на основi таблицi тривалостi життя. Побудувати графiк вiдношення
qs
x/qx, починаючи з вiку x = 40.
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14. За таблицею тривалостi життя оцiнити математичне сподiвання та
дисперсiю кiлькостi осiб початкової групи з 1000 новонароджених, якi
помруть у вiцi вiд 50 до 70 рокiв.

15. Припускаючи, що вiдомi лише значення e20, e25, e30 iз таблицi
тривалостi життя i що смертнiсть у вiцi вiд 20 до 34 рокiв описується
законом Гомпертца, обчислити значення ex для x = 20, ..., 34. Зо-
бразити отриманi значення i справжнi (з таблицi тривалостi життя)
на одному графiку.

16. За селективною таблицею тривалостi життя обчислити:

а) 2p[30]; б ) 5p[30]; в) 1|q[31]; г) 3q[31]+1; д)
◦
e[63]; ж)

◦
e[63]+1.

17. За селективною таблицею тривалостi життя встановити, чи iстиннi
такi твердження:

а) 2p[31] > 2p[30]+1; б) 1q[31] >1| q[30]+1; в) 2q[33] >2 q[31]+2.

18. Припускаючи, що момент смертi рiвномiрно розподiлений протягом
року, пiдрахувати, використовуючи селективну таблицю тривалостi
життя, 0,9q[60]+0,6.

19. Нехай перiод селекцiї k i момент смертi розподiленi рiвномiрно про-
тягом року. Виразити

◦
e[x] у термiнах

◦
ex+k−1, lx+k−1 та l[x]+r, r < k.

20. Написати програму, яка за значеннями ex з таблицi смертностi об-
числює:

а) dx; б) 1000qx; в) ex; x = 0, . . . , 105 .

21. Написати програму, яка для сили смертностi µx = Bcx, x = 0, ..., 110,
B = 0, 0001 та кожного iз значень c = 1, 01; 1, 05; 1, 1; 1, 2 видає
таблицю вiдповiдних значень ex та будує їх графiк.

22. Використовуючи метод найменших квадратiв, пiдiгнати розподiл Гом-
пертца до таблицi тривалостi життя зi значеннями {tp50}50t=1. Зобра-
зити табличнi та отриманi за пiдiгнаним законом Гомпертца значення
на одному графiку.
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Додаток А
Загальна таблиця тривалостi життя

x lx Lx
◦
ex

0 100000 99403,13 78,05
1 98811 98762,48 77,98
2 98714 98678,99 77,06
3 98644 98619,00 76,11
4 98594 98573,00 75,15
5 98552 98533,00 74,18
6 98514 98497,50 73,21
7 98481 98465,50 72,24
8 98450 98437,00 71,26
9 98424 98413,00 70,28
10 98402 98391,50 69,29
11 98381 98371,00 68,31
12 98361 98349,00 67,32
13 98337 98322,00 66,34
14 98307 98285,00 65,36
15 98263 98231,99 64,39
16 98201 98160,99 63,43
17 98121 98075,49 62,48
18 98030 97977,48 61,54
19 97925 97868,98 60,60
20 97813 97750,97 59,67
21 97689 97624,47 58,75
22 97560 97492,97 57,82
23 97426 97355,97 56,90
24 97286 97212,96 55,98
25 97140 97063,96 55,07
26 96988 96908,46 54,15
27 96829 96745,95 53,24
28 96663 96575,95 52,33
29 96489 96397,94 51,42
30 96307 96211,94 50,52
31 96117 96017,43 49,62
32 95918 95813,42 48,72
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Продовження табл.
x lx Lx

◦
ex

33 95709 95599,42 47,83
34 95490 95374,91 46,94
35 95260 95138,90 46,05
36 95018 94890,89 45,16
37 94764 94629,87 44,28
38 94496 94354,86 43,41
39 94214 94065,84 42,54
40 93918 93761,83 41,67
41 93606 93441,31 40,81
42 93277 93103,79 39,95
43 92931 92748,26 39,09
44 92566 92373,23 38,25
45 92181 91977,70 37,40
46 91775 91560,67 36,57
47 91347 91121,13 35,74
48 90896 90657,58 34,91
49 90420 90168,53 34,09
50 89918 89652,98 33,28
51 89389 89109,42 32,47
52 88831 88535,85 31,68
53 88242 87930,77 30,88
54 87621 87292,68 30,10
55 86966 86620,08 29,32
56 86276 85910,97 28,55
57 85548 85163,35 27,79
58 84781 84375,71 27,04
59 83973 83546,06 26,29
60 83122 82672,89 25,56
61 82227 81754,19 24,83
62 81285 80787,47 24,11
63 80294 79771,24 23,40
64 79253 78703,97 22,70
65 78160 77583,17 22,01
66 77012 76406,84 21,34
67 75808 75173,97 20,67
68 74547 73883,07 20,01
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Продовження табл.
x lx Lx

◦
ex

69 73227 72532,12 19,36
70 71846 71119,62 18,72
71 70403 69644,57 18,10
72 68897 68106,48 17,48
73 67328 66504,31 16,88
74 65694 64837,59 16,28
75 63996 63106,80 15,70
76 62234 61311,94 15,13
77 60408 59454,01 14,58
78 58520 57534,50 14,03
79 56571 55554,90 13,50
80 54563 53517,74 12,97
81 52499 51426,49 12,47
82 50383 49284,65 11,97
83 48218 47096,75 11,48
84 46010 44868,27 11,01
85 43764 42605,22 10,55
86 41487 40314,62 10,10
87 39186 38003,97 9,67
88 36869 35681,78 9,24
89 34545 33357,60 8,83
90 32224 31041,42 8,43
91 29916 28743,25 8,05
92 27631 26474,16 7,67
93 25381 24246,17 7,31
94 23178 22070,79 6,96
95 21033 19959,06 6,62
96 18957 17922,54 6,29
97 16962 15972,78 5,97
98 15059 14119,74 5,67
99 13257 12373,07 5,37
100 11566 10740,65 5,09
101 9992 9229,14 4,81
102 8542 7843,99 4,55
103 7220 6588,75 4,30
104 6029 5464,31 4,05
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Продовження табл.
x lx Lx

◦
ex

105 4968 4469,77 3,82
106 4036 3601,97 3,59
107 3228 2855,98 3,38
108 2539 2225,17 3,17
109 1961 1701,00 2,97
110 1485 1273,30 2,78
111 1100 931,67 2,59
112 796 664,85 2,41
113 561 461,37 2,24
114 384 310,75 2,07
115 255 202,18 1,89
116 163 126,41 1,72
117 100 75,22 1,54
118 58 42,45 1,35
119 32 22,18 1,12
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Додаток В
Селективна таблиця тривалостi життя

[x] l[x] l[x]+1 lx+2 x + 2
34 489,000 0
34 463,823 1

0 34 481,408 34 461,409 34 440,188 2
1 34 456,927 34 438,320 34 418,690 3
2 34 433,841 34 416,624 34 398,727 4
3 34 412,836 34 397,007 34 380,496 5
4 34 393,221 34 378,776 34 363,650 6
5 34 375,681 34 362,274 34 348,186 7
6 34 359,181 34 346,811 34 333,760 8
7 34 344,063 34 332,386 34 320,026 9
8 34 329,638 34 318,653 34 306,985 10
9 34 315,907 34 305,612 34 294,291 11
10 34 303,210 34 292,919 34 281,602 12
11 34 290,518 34 280,230 34 268,918 13
12 34 277,830 34 267,547 34 255,210 14
13 34 264,461 34 253,497 34 239,110 15
14 34 250,070 34 237,055 34 218,225 16
15 34 232,259 34 215,485 34 190,508 17
16 34 209,439 34 187,202 34 154,424 18
17 34 179,680 34 151,017 34 120,378 19
18 34 143,368 34 116,899 34 088,257 20
19 34 109,166 34 084,731 34 057,937 21
20 34 076,957 34 054,389 34 029,283 22
21 34 046,610 34 025,734 34 002,148 23
22 34 017,983 33 998,619 33 976,374 24
23 33 990,921 33 972,879 33 951,787 25
24 33 965,254 33 948,338 33 928,107 26
25 33 940,795 33 924,799 33 905,397 27
26 33 917,341 33 902,051 33 883,161 28
27 33 894,668 33 879,860 33 861,242 29
28 33 872,531 33 857,972 33 839,370 30
29 33 850,662 33 836,106 33 817,250 31
30 33 828,764 33 813,958 33 794,559 32
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Продовження табл.
[x] l[x] l[x]+1 lx+2 x + 2
31 33 806,514 33 791,191 33 770,947 33
32 33 783,557 33 767,439 33 746,015 34
33 33 759,503 33 742,299 33 719,354 35
34 33 733,924 33 715,331 33 690,498 36
35 33 706,352 33 686,054 33 658,943 37
36 33 676,272 33 653,938 33 624,136 38
37 33 643,122 33 618,409 33 585,478 34
38 33 606,286 33 578,835 33 542,311 40
39 33 565,089 33 534,529 33 493,920 41
40 33 518,794 33 484,739 33 439,528 42
41 33 466,599 35 428,646 33 378,285 43
42 33 407,624 33 365,360 33 109,771 44
43 33 340,915 33 293,909 33 231,486 45
44 33 265,431 33 213,241 33 343,847 46
45 33 180,042 33 122,213 33 045,181 47
46 33 083,523 33 019,589 32 934,221 48
47 32 974,549 32 904,032 32 809,601 49
48 32 851,686 32 774,102 32 669,855 50
49 32 713,392 32 628,250 32 513,405 51
50 32 558,008 32 464,813 32 338,568 52
51 32 383,756 32 282,013 32 143,546 53
52 32 188,740 32 077,958 31 926,430 54
53 31 970,942 31 850,639 31 685,203 55
54 31 728,226 31 597,933 31 417,739 56
55 31 458,342 31 317,610 31 121,815 57
56 31 158,931 31 007,338 30 795,116 58
57 30 827,543 30 664,702 30 435,255 59
58 30 461,645 30 287,215 30 039,787 60
59 30 058,648 29 872,344 29 606,239 61
60 29 615,936 29 417,538 29 132,138 62
61 29 130,898 38 920,265 28 615,051 63
62 28 600,975 28 378,059 28 052,632 64
63 28 023,708 27 788,571 27 442,681 65
64 27 396,808 17 149,632 26 783,206 66
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Продовження табл.
[x] l[x] l[x]+1 lx+2 x + 2
65 26 718,225 26 459,331 26 072,500 67
66 25 986,236 25 716,097 25 309,230 68
67 25 199,536 24 918,797 24 492,529 69
68 24 357,348 24 066,835 23 622,102 70
69 23 459,538 23 160,273 22 698,338 71
70 22 506,732 22 199,940 21 722,421 72
71 21 500,445 21 187,559 20 696,450 73
72 20 443,198 20 125,863 19 623,545 74
73 19 338,635 19 018,696 18 507,942 75
74 18 191,617 17 871,109 17 355,074 76
75 17 008,294 16 689,418 16 171,618 77
76 15 796,140 15 481,232 14 965,496 78
77 14 563,910 14 255,427 13 745,841 79
78 13 321,717 13 022,064 12 522,890 80
79 12 080,592 11 792,241 11 307,812 81
80 10 852,568 10 577,865 10 112,467 82

8 949,083 6 83
7 829,875 2 84
6 766,592 2 85
5 770,045 9 86
4 849,621 9 87
4 012,825 3 88
3 264,894 9 89
2 608,527 4 90
2 043,746 4 91
1 567,940 5 92
1 176,078 3 93
861,089 35 94
614,378 01 95
426,421 17 96
287,388 47 97
187,720 94 98
118,612 37 99
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Продовження табл.
[x] l[x] l[x]+1 lx+2 x + 2

72,353 686 100
42,523 157 101
24,028 676 102
13,027 677 103
6,762 728 4 104
3,354 093 4 105
1,586 011 8 106
0,713 507 81 107
0,304 748 96 108
0,123 321 21 109
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