
Георгій  Сулим 
 
 
 
 

 
ОСНОВИ  МАТЕМАТИЧНОЇ  ТЕОРІЇ  
ТЕРМОПРУЖНОЇ  РІВНОВАГИ   
ДЕФОРМІВНИХ ТВЕРДИХ  ТІЛ  
З  ТОНКИМИ  ВКЛЮЧЕННЯМИ 

 
 
 

 
0

1 5 1 5
1,1 2,10

1 5 1 5
0 1 5 1 5

5cos cos sin sin
3cos cos 7sin sin ...

4 2 4 2
sin sin 3cos cos

yy yy

xx xx

xy xy

K K
r r

σ σ θ θ θ θ
σ σ θ θ θ θ

π π
θ θ θ θσ σ

⎛ ⎞− − − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− = + + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + +⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠−

⎝ ⎠

 

 
 
 
 



Національна академія наук України 
Інститут прикладних проблем механіки та математики  

ім. Я.С.Підстригача НАН України 
Міністерства освіти і науки України 

Львівський національний університет імені Івана Франка 
Наукове товариство ім. Шевченка 

 
 
 
 
 

Г.Т. Сулим 
 
 
 
 
 

ОСНОВИ  МАТЕМАТИЧНОЇ  ТЕОРІЇ  
ТЕРМОПРУЖНОЇ  РІВНОВАГИ   
ДЕФОРМІВНИХ ТВЕРДИХ  ТІЛ  
З  ТОНКИМИ  ВКЛЮЧЕННЯМИ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Монографія 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Львів – 2007 



УДК  539.3 
ББК  22.251 
     С  89 

 
Науковий редактор: 

член-кореспондент НАН України, доктор фіз.-мат. наук, проф. Кіт Г.С. 
 

Рецензенти: 
член-кореспондент НАН України, доктор техн. наук, проф. Андрейків О.Є., 
член-кореспондент НАН України, доктор техн. наук, проф. Гудрамович В.С., 
доктор фіз.-мат. наук, проф. Осадчук В.А. 

 
 
Друкується за ухвалою Вченої ради Інституту прикладних проблем механіки і математики 
ім. Я.С.Підстригача НАН України, протокол № 6 від 21 червня 2007 р. 

 
       Сулим Г.Т. 

С–89        Основи математичної теорії термопружної рівноваги деформівних твердих тіл  
          з тонкими включеннями. Монографія. – Львів: Дослідно-видавничий центр НТШ. 2007. 
          – 716 с. 

 
У монографії викладені засади теорії визначення полів температури, напружень і 

переміщень, а також граничного стану деформівних твердих тіл з тонкими включеннями за 
температурного і силового впливів, дії дислокацій. В основу покладено розроблений автором 
метод функцій стрибка. Розглянуті методики використання апарату теорії функцій 
комплексної змінної, інтегральних перетворень та формули Сомільяно для розв’язування 
задач цього класу з урахуванням анізотропії термофізичних властивостей матеріалів у 
повному спектрі зміни механічних і теплових параметрів матеріалу включень – від 
абсолютної податності, що відповідає тріщинам, та абсолютної теплопровідності до 
абсолютної жорсткості й теплоізольованості. Розв’язані конкретні двовимірні задачі теорії 
пружності (плоска та антиплоска), теплопровідності та термопружності для однорідних і 
шаруватих (кусково-однорідних) тіл, що містять одне, декілька чи періодичні системи 
тонких включень. Вказані підходи до вивчення відповідних стохастичних задач. Докладно 
вивчені граничні випадки, коли термопружні включення перетворюються на тріщини чи 
абсолютно жорсткі дефекти. Здійснено поглиблений аналіз бібліографічних джерел, що 
стосуються тематики включень у деформівних тілах. 

Для спеціалістів у галузі механіки деформівного твердого тіла та руйнування, 
прикладної математики, інженерно-технічних працівників, конструкторів, викладачів вузів, 
аспірантів і студентів старших курсів. 

Іл. 290. Табл. 59. Бібліогр. список: 1818 назв. 
 
 
 
 
 
 

© Сулим Г.Т., 2007 
    © ІППММ ім. Я.С.Підстригача НАН України, 2007 
    © Львівський національний університет імені Івана Франка, 2007 
ISBN 966-8868-11-0  © Дослідно-видавничий центр НТШ, 2007 



Передмова 
 

3

 
 
 
 

Світлій пам’яті моїх Матері й Батька 
присвячую цю книгу 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ПЕРЕДМОВА 
 

Будова реальних матеріалів була і завжди буде далекою від ідеальної. Прошарки чужо-
рідних середовищ, частинки вогнетривів, зони окисненого металу є поширеними вадами їх 
мікро- та макроструктури. Вдосконалення процесів витопу металів дає можливість навіть ве-
ликою мірою покращувати їх якість, але ніколи не вдасться позбутися різноманітних за хімі-
чним складом, а отже й механічними властивостями та розмірами включень. Велику частку 
поміж ними складають тонкі включення, тобто такі, один із геометричних розмірів яких ма-
лий у порівнянні з іншими. Щілини й тріщини є лише одним найкраще вивченим типом та-
ких дефектів, які, як це добре відомо, істотно зменшують і короткочасну міцність матеріалу 
та конструктивних елементів із нього, а також і їх експлуатаційний ресурс. 

На загал не лише тріщини, але й довільні інші неоднорідності матеріалу, у тому числі й 
тонкостінні, є потужними концентраторами напружень і, як свідчить досвід і теоретичний 
аналіз, саме біля них починаються процеси пластичного деформування та зароджується руй-
нування: безпосередньо біля вершин м'яких (податних) включень спостерігається локальне 
руйнування, а біля відносно жорстких – згущення смуг ковзання та формування мікротріщин 
на певній відстані від вістря неоднорідності. В цілому характеристики втоми та міцності ма-
теріалів істотно залежать від характеру розподілу, форми і фізико-механічних властивостей 
металевих та неметалевих включень. Зокрема, сталь з платівковими включеннями руйнуєть-
ся значно швидше від сталі з включеннями глобулярного типу. 

Неметалеві включення помітно підвищують водневе скрушіння сталі: мікродосліджен-
ня зруйнованих труб нафто- й газопроводів виявляють множинні тріщини, пов'язані з платів-
ковими видовженими включеннями сірчистого марганцю, котрі збільшують швидкість 
підростання тріщини та зменшують порогове значення коефіцієнта інтенсивності напружень 
у поперечному за товщиною труби напрямку. Механічні властивості зварних з'єднань теж іс-
тотно залежать від мікроструктури зварного шва та розподілу у ньому включень. 

Теорія та практика конструювання й використання прогресивних композиційних мате-
ріалів з плоскою арматурою дають безперечні докази того, що їх міцність на розтяг у транс-
версальному напрямку у випадку однонапрямленого армування стрічками складає 50...75% 
від величини міцності у поздовжньому напрямку, тоді як використання волокон дає зазвичай 
лише 2...15%. Огляди відзначають переваги плоского армування, що покращує технологіч-
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ність, механічні властивості композиту, збільшує коефіцієнт армування, опір до порушення 
герметичності. Це свідчить про перспективність застосування композитів з плівковою, стріч-
ковою та лусковою арматурою. Використання зовнішнього стрічкового армування у сталеза-
лізобетоні дає можливість економити 15...45% металу у порівнянні із залізобетонними та 
суто металевими конструкціями. 

Тонкими включеннями є тензодатчики, різноманітні підкріплення й накладки, зварні та 
клейові з'єднання. Заповнену іншим матеріалом тріщину теж можна вважати тонким вклю-
ченням, а процедура заповнення щілин є одним із методів продовження безпечного терміну 
експлуатації виробів. Причому заповнення тріщини навіть досить податним матеріалом, 
скажімо, водою, вже дає помітний позитивний ефект. Теорія тонкостінних включень знахо-
дить застосування і у механіці композитних і геоматеріалів. Реальний контакт тіл також не є 
ідеальним. Його можна моделювати ідеальним контактом через тонкий прошарок, наділений 
певними властивостями. Поверхні поділу матеріалів внаслідок складних фізико-хімічних 
явищ, що відбуваються у цій зоні, своїми властивостями часто істотно відрізняються від се-
редовищ, які до них пристають, і тому за допомогою тонких включень можна з достатньою 
точністю моделювати міжфазні межі. Методи аналізу тонких включень цілком придатні для 
дослідження фазових перетворень матеріалів, наприклад, росту мартенситу в аустенітному 
середовищі, вивчення явища пам’яті форми, конструювання смарт-матеріалів, наноструктур 
тощо. 

У монографії викладені засади теорії визначення полів температури, напружень і пере-
міщень, а також граничного стану деформівних твердих тіл з тонкими включеннями за тем-
пературного і силового впливів, дії дислокацій. В основу покладено розроблений автором 
метод функцій стрибка. Розглянуті методики використання апарату теорії функцій комплек-
сної змінної, інтегральних перетворень та формули Сомільяно для розв’язування задач цього 
класу з урахуванням анізотропії термофізичних властивостей матеріалів у повному спектрі 
зміни механічних і теплових параметрів матеріалу включень – від абсолютної податності, що 
відповідає тріщинам, та абсолютної теплопровідності до абсолютної жорсткості й теплоізо-
льованості. Розв’язані конкретні двовимірні задачі теорії пружності (плоска та антиплоска), 
теплопровідності та термопружності для однорідних і шаруватих (кусково-однорідних) тіл, 
що містять одне, декілька чи періодичні системи тонких включень. Вказані підходи до ви-
вчення відповідних стохастичних задач. Докладно вивчені граничні випадки, коли термо-
пружні включення перетворюються на тріщини чи абсолютно жорсткі дефекти. Здійснено 
поглиблений аналіз бібліографічних джерел, що стосуються тематики включень у деформів-
них тілах. 

У запропонованій Вашій увазі книзі викладено основні результати досліджень темпера-
турного та напружено-деформованого стану твердих деформівних тіл з тонкими неоднорід-
ностями матеріалу, отримані за безпосередньої участі автора. Структурно монографія 
складається із восьми розділів.  

У першому – сформульовані засади застосування методу функцій стрибка, який покла-
дено в основу аналізу впливу тонких дефектів та підкріплень. Звернуто увагу на можливості 
застосування формули Сомільяно до побудови інтегральних подань методу функцій стрибка 
для ізотропних та анізотропних тіл з тонкими включеннями. Досліджено структуру розв’язку 
систем сингулярних інтегральних рівнянь, які виникають під час розв’язування задач теорії 
тонкостінних включень, та побудову наближеного розв’язку відповідного характеристичного 
рівняння. 

Другий розділ стосується методів числово-аналітичного розв’язування систем сингуля-
рних інтегральних рівнянь із використанням методів ортогональних многочленів, колокацій 
та механічних квадратур. Запропоновано ефективні схеми розв’язування цих рівнянь у випа-
дку лінійної та циклічної періодичності, а також подвійної періодичності відповідних задач. 
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Для підвищення надійності числових методів рекомендовано застосовувати екстраполяцію 
результатів за Річардсоном. 

У третьому розділі викладено основі співвідношення двовимірної стаціонарної теорії 
теплопровідності, пружності й термопружності. Запропонована теорія побудови умов взає-
модії між тонкою неоднорідністю та матрицею, яка її містить. Завдяки таким умовам отри-
мані системи інтегральних рівнянь дають можливість в межах єдиного підходу врахувати 
увесь можливий спектр зміни механічних і теплофізичних параметрів тонкого включення. 
Такі умови побудовано для задач температурної взаємодії, а також антиплоского зсуву і пло-
скої задачі теорії пружності й термопружності. Окрему увагу звернуто на способи обчислен-
ня значень параметрів задачі на торцях включення – торцьових сталих. 

Плоске температурне поле у кусково-однорідному середовищі з системою тонких теп-
лоактивних включень, тобто включень, які не лише чинять певний опір потокам тепла, але й 
можуть тепло виділяти чи поглинати, вивчається у четвертому розділі. Окремо розглянуто 
класи задач, коли на бічних поверхнях тонких пластин тепловіддачі немає і коли вона врахо-
вується. 

П’ятий розділ стосується аналізу напружено-деформованого стану пружних тіл за умов 
поздовжнього зсуву. Вивчено випадки, коли матеріал є лінійно пружний (ізотропний та ані-
зотропний) чи нелінійно пружний; якщо навантаження здійснюється однорідним полем на-
пружень на нескінченності, зосередженими силами, гвинтовими дислокаціями чи силовими 
або дислокаційними дипольними структурами. Докладно вивчений напружений стан біля ві-
стря одного включення чи систем включень, у тому числі й періодичних, що розміщені в не-
обмеженому масиві чи шаруватих тілах з межами чи без них. Для аналізу шаруватих 
структур з використанням інтегрального перетворення Фур’є запропоновано ефективну ме-
тодику, яка дає можливість аналізувати шаруваті структури з плоскопаралельними межами 
для включень як всередині структурних елементів, так і на межах поділу матеріалів. Важли-
во, що побудовано двочленні асимптотичні залежності, які враховують не лише сингулярні 
(для напружень), але й сталі складові у відповідних рядах. Відповідно до цього розглянуто 
поняття узагальнених коефіцієнтів інтенсивності напружень, ефективних характеристик 
композитів, сили, що діє на дислокацію поблизу тонкого дефекту, та спричиненої ним емісії 
дислокацій. Накреслено підходи до оцінювання міцності тіла із стохастичним розподілом 
тонких включень. 

У шостому розділі викладено подібні результати для випадку плоскої задачі теорії 
пружності – узагальненого плоского напруженого стану чи плоскої деформації.  

На основі результатів четвертого та шостого розділів у сьомому розділі вивчено плос-
кий термонапружений стан кусково-однорідного середовища з системою тонких міжфазних 
включень – побудовані системи сингулярних інтегральних рівнянь, досліджені випадки між-
фазних абсолютно жорстких включень, плівок, щілин. Вивчено вплив абсолютної теплопро-
відності та теплоізольованості дефектів, концентрації напружень біля теплопасивного 
включення. Аналогічна термопружна проблема в умовах узагальненого плоского температу-
рного поля (тепловіддача з поверхонь пластини) зведена до попередньої. Для неї теж отри-
мано системи інтегральних рівнянь та досліджено граничні випадки теплофізичних і 
механічних властивостей включень. Визначено граничні теплові потоки у пластині із випад-
ково розподіленими теплопровідними щілинами. 

Останній розділ роботи стосується аналізу проблематики включень та методів її вирі-
шення у механіці деформівного твердого тіла. З’ясовано сфери застосування теорії тонко-
стінних включень та вказано на загальні напрями вирішення цієї проблеми. Описані основні 
методи аналізу напружено-деформованого стану тіл з включеннями загалом довільної, не 
тонкої форми. Окремо звернуто увагу на групи асимптотичних, експериментальних та пря-
мих числових методів. Основний наголос зроблено на специфічних методах, які дають мож-
ливість враховувати малу товщину включень.  
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При написанні восьмого розділу використано доволі великий, хоча все ж не вичерпний, 
масив бібліографічних джерел, які сформували основний та додатковий (номери відзначені 
зірочкою) списки. Коли використовується одночасне посилання на декілька праць, то пере-
важно використовується не загальноприйнятий абетковий, а хронологічний спосіб упорядку-
вання для того, щоб легше орієнтуватися у історії розвитку досліджень розглядуваного 
питання. 

Висловлюю найглибшу подяку своєму Вчителю – професору Дмитру Володимировичу 
Гриліцькому, – який ще на студентській лаві привернув мою увагу до цього надзвичайно ці-
кавого міждисциплінарного наукового напряму і багато років опікувався моєю науковою ді-
яльністю, був зразком працьовитості, наукової принциповості, компетентності й обізнаності 
з літературою у всіх суміжних до предмету досліджень питаннях. Щиро вдячний колективу 
кафедри механіки Львівського національного університету імені Івана Франка, у лоні якої я 
зміг зреалізувати свої творчі плани, за той особливий клімат доброзичливості, взаємодопо-
моги та зацікавленості в успіхах кожного з її членів, за велику допомогу у написанні цієї 
праці та підготовці її до видання. Великий вплив на мене мала тривала плідна співпраця із 
представниками наукових шкіл Львова, Дніпропетровська, Донецька, Києва, Луцька, Одеси, 
Тернополя та багатьох інших міст України, Росії та Польщі. Мені було надзвичайно легко й 
приємно співпрацювати з усіма моїми співавторами, у яких я дуже багато навчився. Вдячний 
рецензентам усіх наших наукових праць, опонентам дисертацій, редакторам наукових публі-
кацій, підручників та монографій, а головно, Науковому редактору та Рецензентам цієї кни-
ги, за цінні зауваги та рекомендації. Усім цим людям і науковим колективам завдячую появу 
цієї книги. 

Автор буде вдячний за всі відгуки про монографію, побажання доповнити її конкрет-
ним матеріалом та за інформацію про зауважені помилки, недоліки й мимовільні хиби. Пи-
шіть, будь ласка, на електронну адресу  sulym@franko.lviv.ua. 

 
 
           Георгій Сулим 

 
Львів, березень 2007 р. 
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Р О З Д І Л   I 

МЕТОД ФУНКЦІЙ СТРИБКА У ЗАДАЧАХ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ  

Теорія тонких неоднорідностей своєму виникненню, формуванню підходів та методів і 
подальшому розвитку завдячує передусім механіці контактної взаємодії пружних і пружно-
пластичних тіл (головно тонкостінних) [25, 269–262, 291, 630, 631, 808, 870, 1124], а також 
теорії тріщин [111, 520, 589, 693, 694], що разом з тим стала еталоном, із яким нова теорія 
постійно звіряється. На початках свого розвитку на теренах України теорія тріщин таких 
сприятливих умов не мала, оскільки виростала в парадигмі класичної теорії пружності, спе-
ціалісти якої, визнаючи явище концентрації напружень, все ж з певною підозрою ставилися 
до розв’язків із необмеженими напруженнями, до того ж іноді й осцилюючими. Тому за-
вданням теорії тріщин було (і надалі залишається) не лише дати розв’язок відповідної мате-
матичної проблеми як крайової задачі математичної фізики, але й фізичне трактування отри-
маних результатів у лоні концепцій механіки суцільного середовища. 

§ 1. Метод функцій стрибка 

Метод функцій стрибка (МФС) є одним із ефективних способів розв'язування задачі 
тонкостінних неоднорідностей [111, 978, 1664]. Ідея МФС ґрунтується на використанні двох 
основних положень: 1) принципу спряження континуумів різної вимірності; 2) можливості 
побудови умов взаємодії тонкого включення із зовнішнім середовищем. 

1.1. Принцип спряження 

Суть принципу спряження (цю назву запропонував у 1975 р. Г.П.Черепанов [1077], хо-
ча сам принцип застосовували ще у 1963–67 рр. Я.С.Підстригач зі співробітниками [775, 738, 
399, 777, 790–792], у 1967–71 рр. К.С.Чобанян і А.С.Хачикян [1097, 1061–1064], у 1972–75 
рр. Д.В.Гриліцький із Г.Т.Сулимом [978, 236, 237, 239] полягає у заміні тонкого включення з 
певним об’ємом V  (площею у двовимірному випадку), обмеженого поверхнями ,S S+ −  з 

нормалями , ~n n n+ − , деякою поверхнею S  (лінією L  у двовимірних задачах) розриву теп-
лофізичного та напружено-деформованого стану тіла (рис. 1.1).  

 

 
Рис. 1.1. Принцип спряження 

 
Найчастіше у ролі цієї поверхні вибирають серединну поверхню тонкого тіла (еквідис-

тантну щодо поверхонь ,S S+ − ). Включення як геометричний об’єкт вилучається із розгля-
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ду, а його вплив зводиться до формування у матриці певних функцій стрибка rf  деяких фі-
зико-механічних полів (температури T , теплових потоків ,nT T n≡ ∂ ∂ , компонент вектора 

переміщень ( )1 2 3, ,u u uu = , вектора напружень ( )1 2 3
, ,n n n nt t tt =  (у деяких випадках певних 

компонент тензора напружень ijσ ) тощо під час проходження через серединну поверхню S  
(лінію L ) тонкостінної неоднорідності. Функції стрибка є загалом функціями координат по-
верхні S  (лінії L ). 

Вибір кількості та фізико-механічного змісту прийнятих до розгляду функцій стрибка 
повинен: 

1. відповідати тим ефектам, які спричиняє присутність у розглянутому класі середови-
ща того типу тонких неоднорідностей, які вивчаються; 

2. забезпечити просте і однозначне визначення усіх прийнятих до розгляду фізико-
механічних полів у довільній точці ξ  середовища поза областю, зайнятою включенням: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , .ij ij r i i r rf u u f T T fσ σξ ξ ξ ξ ξ ξ= = =    (1.1) 

Функції (1.1) залежать не лише від функцій стрибка rf  але і від: 
а) властивостей матеріалу (ізотропний, анізотропний, лінійно чи нелінійно пружний 

тощо) і значення його механічних, теплофізичних та інших характеристик;  
б) геометрії задачі (конфігурації тіла, поверхні S ); 
в) зовнішнього навантаження. 
Зауваження. Вплив від зовнішнього навантаження у вигляді функцій ( )0

ijσ ξ , ( )0
iu ξ , 

( )0T ξ  можна розрахувати заздалегідь для кожного типу матеріалу і геометрії тіла з неодно-
рідностями без огляду на існуючі у ньому дефекти та спричинені ними стрибки. Тобто 
розв’язок (1.1) можна подати у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0ˆˆ ˆ, , , , ,ij ij r ij i i r i rf u u f u T T f Tσ σ σξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ= + = + = + , (1.11) 
де дашком позначені відповідні (збурені) складові полів, отримані лише внаслідок впливу 
функцій стрибка, тобто за відсутності зовнішнього навантаження.  ■ 

 

 
 

Рис. 1.2. Області внутрішнього асимптотичного розвинення (І – зона концентрації напружень),  
зовнішнього асимптотичного розвинення (ІІІ) і асимптотичного розв’язку (ІІ – зона інтенсивності  

напружень) для тріщини на основі коефіцієнтів інтенсивності напружень 
 
Важливо зазначити, що цей принцип, а отже і всі результати, які звідси випливають, ті-

сно пов'язаний з асимптотичними підходами і методами, які застосовують у механіці. А саме 
з побудовою зовнішнього асимптотичного розвинення. Тобто розв’язку, який близький до 
точного на певній відстані від неоднорідності, передусім у віддаленні від його торців (об-
ласть ІІ+ІІІ на рис. 1.2). Чим ближче до краю неоднорідності, тим менш точне таке розви-
нення. Внутрішнє асимптотичне розвинення будується методами малого параметра у області 
І (зона концентрації напружень), близькій до торців, і воно повинно наближено (чим ближче 
– тим краще) відобразити вплив на розв’язок форми (профілю) торця. Чим далі від торця, 
тим такий розв’язок з огляду на асимптотичний характер є гіршим. У застосуванні до сере-
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довища з реальною тонкою неоднорідністю асимптотичні методи великого параметра дають 
розв’язки для області ІІІ. Оскільки під час застосування класичних асимптотичних області І і 
ІІІ найчастіше не лише не перекриваються, але і не межують (розділені певною областю ІІ – 
зона інтенсивності напружень), то для їх об’єднання за допомогою двобічної екстраполяції 
застосовують процедуру “зшивання” у області ІІ. Зрозуміло, що межі областей І–ІІІ доволі 
умовні і змінюються у широких межах залежно від застосовуваних методів та кількості вра-
хованих у асимптотичних розвиненнях членів, причому межа цих областей не є якоюсь ка-
нонічною кривою. 

З цього погляду одержані за допомогою методу функцій стрибка висновки будуть 
справджуватися лише на деякій відстані від межі фаз, зокрема й від вістря включення, через 
що проблема необмеженості деформацій, напружень та інших величин безпосередньо біля 
краю неоднорідності, яку породжують одержані на основі принципу спряження розв'язки, 
фактично знімається.  

 

 
 

Рис. 1.3. Розподіл нормальних напружень на продовженні більшої осі еліптичного отвору                                 
в необмеженій пластині, навантаженій однорідним полем напружень yy pσ∞ =  

 
Підтверджує ці міркування рис. 1.3, де відображено зміну нормованих нормальних на-

пружень ,yy xxp pσ σ  на продовженні більшої осі еліптичного отвору з півосями ,a b  у не-

обмеженій пластині, навантаженій однорідним полем напружень yy pσ∞ =  у напрямі меншої 
осі b  (14.71) [112]: 
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   (1.2) 

Криві 1–5 відповідають щораз більш сплющеним еліпсам (відповідно /b a = 0,2; 0,1; 0,05; 
0,01; 0,001. Помітно, що зі зменшенням /b a  вони разом з віддаленням від краю отвору x a=  
щораз краще наближаються до точного розв’язку  

( )

( )

( )

( )
2 2 2 2

0 [ ; ] ,0 [ ; ] ,

[ ; ] ; 1 [ ; ]yy xx

x a ax a a
x xp x a a p x a a

x a x a

σ σ

⎧ ∈ −⎧ ∈ −
⎪⎪ ⎪ ⎛ ⎞= =⎨ ⎨∉ − ⎜ ⎟− ∉ −⎪ ⎪ ⎜ ⎟−⎩ −⎪ ⎝ ⎠⎩

 (1.3) 
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для тріщини завдовжки 2a . Однак, біля краю отвору завжди знайдеться певна область, де 
для довільного /b a  різниця розв’язків (1.2) і (1.3) перевищуватиме довільно задане додатне 
число M . Легко зрозуміти це з того, що розв’язок (1.3) у точці x a=  необмежений, а усі 
розв’язки (1.2) на самому краю отвору для / 0b a ≠  є скінченними ( xxσ  завжди дорівнює ну-
лю). 

Доволі часто у механіці руйнування використовують поняття коефіцієнта інтенсивності 
напружень (КІН) і, використовуючи перший (головний) член асимптотичного розвинення 
(1.3) у околі точки x a= , вважають, що на продовженні вістря тріщини нормальні напру-
ження 

( )
( )

( )
( ) ( )1 11 , 1 .

2 2
yy xx

K K
O O x a

x a x a
σ σ

π π
= + = + >

− −
  (1.4) 

Для розглянутого вище випадку тріщини завдовжки 2a  у полі однорідного розтягу yy pσ∞ =  

перпендикулярно до його осі КІН 1K p aπ= . Відповідний розв’язок на рис. 1.3 зображений 
лінією 6. Оскільки його отримано на основі зовнішнього асимптотичного розв’язку (1.3), то 
він не може характеризувати вплив форми торця порожнистого дефекту і бути придатним 
дуже близько до його краю. А оскільки це є лише головний член асимптотики (хоча це все 
стосується також і інших багаточленних асимптотик), то далеко від дефекту ним теж корис-
туватися не можна. Фактично це є асимптотика проміжної зони ІІ (не дуже близько і не 
дуже далеко від краю дефекту).  

 

 
 

Рис. 1.4. Схематичний розподіл напружень біля видовженого отвору,  
отриманих різними методами 

 
Тому вживане твердження про слушність асимптотик типу (1.4) у вістрі тріщини (дефе-

кту) є неточним. Асимптотики такого типу придатні лише у кільцевій зоні, що охоплює віст-
ря (фронт) неоднорідності. З урахуванням цього факту безпосередньо прилеглу до неоднорі-
дності близьку область І можна називати областю концентрації напружень, ІІ – областю 
інтенсивності напружень і ІІІ – віддаленою зоною. Поняття зон концентрації та інтенсив-
ності напружень використано у праці [92], де пропонується радіус зони концентрації вважати 
на рівні половини радіуса кривини контуру включення у його вістрі.  
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Нерозуміння того, що розв’язок (1.4) придатний лише у зоні інтенсивності, спричиняє 
методологічні помилки у експериментальному обчисленні КІН. Оскільки не існує методів 
безпосереднього вимірювання КІН (хіба що, в певному сенсі, каустик), то вимірюють певні 
компоненти ijσ  тензора напружень (у радіальній чи декартовій системах координат) уздовж 
якогось променя, що виходить із вістря тріщини, будують криву їхньої залежності від раді-
альної координати, а потім якимось із апроксимаційних методів (наприклад, найменших ква-
дратів) підбирають значення КІН, забезпечуючи умови узгодження з теоретичною кривою. 
Причому вважається, що чим ближче до вістря тріщини здійснені виміри, тим отриманий ре-
зультат буде точнішим. Однак важливо пам’ятати, що виміри слід вести лише у зоні інтенси-
вності напружень, розмір якої слід попередньо оцінити (див. теж пп. 1.4, 1.5). 

Для тріщини, яку моделюють у недеформованому стані тіла математичним розрізом і 
вістря якої є точкою звороту, побудова внутрішнього асимптотичного розвинення розбавле-
на сенсу, оскільки відстань між берегами первісної тріщини дорівнює нулю. У цьому випад-
ку зовнішнє асимптотичне розвинення з математичного погляду збігається з внутрішнім і 
можна було би не розрізняти областей І і ІІ. Однак із погляду механіки це все виглядає не так 
просто. Внаслідок того, що побудований розв’язок відповідної крайової задачі математичної 
фізики має численні недоліки (тут не задовольняються рівняння рівноваги середовища, по-
рушуються категоричні вимоги загальної теорії – механіки суцільного середовища про симе-
трію тензора напружень, лінійної теорії пружності про малість кутів повертання тощо [111]), 
його взагалі не можна вважати коректним.  

Граничний перехід у розв’язку задачі про еліптичний отвір з півосями ,a b , коли менша 
піввісь a  прямує до нуля, взагалі дає дещо інші асимптотичні вирази (формули Ґріффітса 
[629, 111]) – напруження біля вістря тріщини є скінченними, оскільки хоча для них у певній 
точці O  і спостерігається коренева особливість, але ця точка лежить поза межами області, 
зайнятої тілом (всередині еліптичного отвору). Формально переходячи у них до границі при 

/ 0b a →  та приймаючи тотожність кутів двох полярних систем координат (γ θ= ) можна 
отримати класичні асимптотичні розвинення Снеддона, зокрема й (1.4). Однак при цьому 
слід зазначити, що, з іншого боку, такий граничний перехід еквівалентний нехтуванню у фо-
рмулах Ґріффітса членами, що містять 2 2/b a  порівняно з /r a  або 2 /b a  з r . Інакше кажучи, 
цей перехід, а отже, й формули Снеддона, виконуються для значень 2

0 /r r b a>> ≡ , тобто 
для такої відстані r  від згаданої точки O  (для дуже тонкого еліпса практично від кінчика 
тріщини), яка більша від радіуса кривини еліпса у цій точці ( 2 /b aρ� ≡ ). Якщо b  прямує до 
нуля, точка O  наближається до вістря тріщини і у границі збігається з нею, породжуючи ко-
реневу особливість у вістрі тріщини в разі її моделювання математичним розрізом. 

Асимптотичні формули Снеддона завдяки своїй простоті здобули широке визнання і 
застосування. Однак вони не позбавлені деяких недоліків. По-перше, напруження згідно з 
ними при 0r →  прямують до нескінченності. По-друге, відповідно до згаданого вище зіста-
влення їх із формулами Ґріффітса, випливає, що у безпосередній близькості від вістря ними 
так чи інакше не можна користуватися. По-третє, формули Снеддона не визначають у вістрі 
тріщини сукупності двох взаємно перпендикулярних головних напрямів. По-четверте, гра-
ничні значення напружень на площинках, що проходять через вістря тріщини, залежать від 
шляху прямування до цих площинок. 

Думка про те, що асимптотичні співвідношення для тріщини можна застосовувати ли-
ше у деякому кільці, що охоплює вістря тріщини не раз вже висловлювалася у науковій літе-
ратурі (див. напр. [64, 111]). З погляду механіки неможливість їх застосування біля вістря 
тріщини обумовлена тим, що застосування рівнянь механіки суцільного середовища до мате-
ріалу, який має атомну будову, в області, де внаслідок високої концентрації напружень та 
високих градієнтів їх зміни деформування, у тому числі й пластичне, визначається міжатом-
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ною взаємодією, не є цілком коректним. Практичний досвід свідчить, що ці області некорек-
тності є доволі малі і не впливають на загальний енергетичний баланс [1378] та перерозподіл 
полів напружень у дещо віддалених від вістря точках тіла. Зацитуємо думку, висловлену на 
с. 73 праці [64]: “Загальність і переваги методів лінійної механіки руйнування полягає саме у 
тому, що, відкидаючи надмірну деталізацію механізмів фізичної взаємодії у вістрі макроско-
пічної тріщини і не уточнюючи її форму у кінцевій частині, доповнюючи модель пружного 
тіла деякою новою інтегральною характеристикою – опором матеріалу розвиткові у тілі трі-
щин (ефективною енергією, необхідною для утворення нових поверхонь) вдалося отримати 
низку нових результатів під час вивчення властивостей міцності деформівних твердих тіл.”  

У вищезгаданій праці також зазначається, що асимптотичними виразами можна корис-
туватися і для включень із заокругленими вістрями радіусом кривини починаючи із відстані 

/ 4ρ , а закінчуючи / 20a , де a  – півдовжина лінійної неоднорідності. 
Таким чином різні методи мають свої переваги та обмеження. Точні аналітичні та прямі 

числові методи (криві 1 і 2 на рис. 1.4 [1441, 1440]) можуть дати можливість побудувати 
розв’язок з урахуванням реальної товщини дефекту та його форми, зокрема й торця, у всьому 
тілі (зони І, ІІ, ІІІ). Безпосередні асимптотичні методи малого і великого параметра дають 
розв’язки лише у зонах І і ІІІ відповідно. У зоні ІІ їх “зшивають”. Методи, засновані на прин-
ципі спряження, можуть дати розв’язки, придатні лише для зон ІІ і ІІІ (лінія 3), а отримані з 
них асимптотики  – у більш чи менш широкій області ІІ (лінія 4). Для того, щоб оцінити роз-
мір зони інтенсивності напружень для певного класу задач слід для якоїсь тестової задачі з 
цього класу якимось одним або з поєднанням декількох різних із вищезгаданих типів методів 
побудувати придатний для зон І–ІІІ розв’язок та зіставити його із асимптотичним типу (1.4) 
для виявлення спільної області, де вони усі дають достатню точність. 

Хоча застосування прямих числових методів до дослідження деформування тонких тіл і 
пов’язане із певними труднощами, однак застосування їх до визначення напружено-
деформованого стану тіл з тонкими включеннями має перспективи [1441, 1440, 294, 512, 513, 
514, 1440, 294, 512– 514, 982, 1007]. 

1.2. Математична модель тонкого дефекту                                               
та умови взаємодії включення з середовищем 

Якби усі функції стрибка, чи частина з них були відомими, то згідно з (1) відповідну 
задачу про вплив неоднорідностей на поле напружень, температур тощо можна було би вва-
жати розв'язаною повністю чи частково. У низці задач (розклинювання матеріалу, розподіле-
ні з відомими густинами iρ  уздовж певних поверхонь S  всередині тіла дислокації, зосере-
джені сили, теплові джерела) усі або частина функцій стрибка відомі, оскільки певні стрибки 
дорівнювали би цим густинам. 

 

 
Рис. 1.5. Приклади відомих функцій стрибка:  

лінія розподілу напружень (а); точка прикладання сил (б); розклинювання (в) 
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Приклад 1. Якщо уздовж поверхні S  (лінії L ) розподілені з густинами 1 2 3, ,ρ ρ ρ  
( 1 2,ρ ρ ) нормальні і дотичні напруження (рис. 1.5 а), то на цій поверхні стрибок вектора на-

пружень nt  характеризується трьома функціями стрибка 1 1 2 2 3 3, ,f f fρ ρ ρ= = = .  ■ 
Приклад 2. Якщо у певній точці поверхні S  (точці з дуговою координатою 0s  лінії L ) 

прикладені у нормальному і дотичному напрямках до поверхні (лінії) зосереджені сили 
1 2 3, ,P P P  ( 1 2,P P ), то на цій поверхні стрибок вектора напружень nt  пропорційний відповід-
ній поверхневій чи лінійній дельта-функції. Скажімо для випадку лінії (рис. 1.5 б) – двома 
функціями стрибка пропорційними класичній лінійній дельта-функції 

( ) ( )1 1 0 2 2 0,f P s s f P s sδ δ= − = − .  ■ 
Приклад 3. Якщо уздовж якоїсь поверхні S  зроблено розріз і вставлене якесь стороннє 

жорстке тіло, яке має змінну товщину 2h , то стрибок нормальної до поверхні S  складової 
вектора переміщення дорівнюватиме 4 2f h= . У двовимірному випадку відповідна схема зо-

бражена на рис. 1.5 в. ■ 
Однак у більшості випадків функції стрибка невідомі. Тоді для визначення заздалегідь 

невідомих функцій стрибка слід використати умови взаємодії тонкого включення із зовніш-
нім середовищем. Процес побудови цих умов є двоетапним.  

В основу першого етапу покладено можливість побудови для включень малої товщини 
певної залежності 

( )B B, B B, , , 0j n nF T T t u± ± ± ± =      (1.5) 

між температурою ( )B 0 BT h Tξ ±± ≡ , тепловим потоком ( )B, 0 B,n nT h Tξ ±± ≡  через поверхню 

поділу, векторами зміщень ( )B 0 Bhu ξ u±± ≡  та напружень ( ) ±
B 0 Bn nht ξ t± ≡  на верхньому (+) 

та нижньому (–) його берегах (рис. 1.6). 
 

 
 

Рис. 1.6. Виокремлене тонке тіло (включення) з навантаженими берегами 
 
Рівняння цього зв'язку, що можуть бути більш чи менш складними і відображати різний 

ступінь адекватності механічній та теплофізичній природі неоднорідності, формують мате-
матичну модель включення. Кількість цих рівнянь повинна відповідати кількості введених 
у розгляд принципом спряження невідомих функцій стрибка. У найбільш загальному триви-
мірному випадку термопружної задачі їх має бути вісім – три для трьох стрибків компонент 
вектора напружень, три для стрибків складових переміщень, дві для стрибків температури та 
її потоку (нормальної похідної).  

Наприклад, для суто пружної просторової задачі для тонкого включення у вигляді по-
рожнини математична модель така: ±

Bnt =0; 
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для тонкого абсолютно жорсткого закріпленого у просторі включення – Bu± ; 
для тонкого включення у вигляді заповненої нестисливою рідиною порожнини – 

( )1 1 2 2B B B B B B B B, 0, 0, 0, 0, 0nn nn n n n n n n
S

V u u dSτ τ τ τσ σ σ σ σ σ+ − + − + − + −= = = = = Δ ≡ − =∫ . 

На другому етапі спочатку у рівняннях математичної моделі (1.5) використовують 
умови контакту включення з матрицею – неідеального чи ідеального 

( ) ( ) ( ) ( )± ±
B 0 B, , 0 B 0 B 0, , ,n n n nT T h T T h h hξ ξ t t ξ u u ξ± ±= ± = ± = ± = ± .  (1.6) 

Скажімо, у випадку ідеального контакту їх записують у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 , 0 0 0, , , 0j n nF T h T h h hξ ξ t ξ u ξ± ± ± ± = .   (1.51) 

Потім здійснюється знесення відповідних величин фізико-механічних полів у матриці з 
реальної межі контакту з включенням 0 hξ ξ= ±  ( 0 Sξ ∈ ) на моделюючу поверхню стрибка 
S  (переважно серединну поверхню включення) 

( ) ( ) ( ) ( )± ±
0 , 0 , 0 0, , ,n n n nT h T T h T h hξ ξ t ξ t u ξ u± ±± ≈ ± ≈ ± ≈ ± ≈ .  (1.7) 

Це дає можливість записати математичну модель включення (1.5) з використанням гранич-
них значень фізико-механічних полів ,, , ,n nT T t u± ± ± ±  матриці на межі фаз 

( ),, , , 0,j n n ni ij jT T t nσΨ t u± ± ± ± ± ±= = .    (1.8) 

Якщо виконуються умови ідеального контакту включення з матрицею, то функції jΨ  збіга-

ються з jF . Серед параметрів функцій jΨ  найчастіше є товщина включення та його фізико-
механічні характеристики. 

Зокрема, якщо uS S Sσ∪=  і уздовж uS  впроваджена з натягом ig±  абсолютно жорст-

ка плівка, а Sσ  є розрізом із заданими на його берегах зусиллями if
± , то умови (1.8) набу-

дуть конкретного вигляду (загалом усі 6 функцій стрибка) 

i iu g± ±=  на uS ,   ni it f± ±= на ( 1, 2,3)S iσ = .   (1.81) 
Якщо навантаження берегів тріщин та величини натягів симетричні, або взагалі дорівнюють 
нулю, то на кожній із поверхонь uS  та Sσ  три з функцій стрибка дорівнюють нулю, бо умо-
ви мають вигляд 

(0)i iu g± =  на uS ,   (0)ni it f± =   на ( 1, 2,3)S iσ = .  (1.82) 
Для гнучкого нерозтягливого включення, розташованого у площині 3 0x = , вони за-

пишуться (фактично дві ненульові функції стрибка дотичних напружень) 

33 33 3 3 1 1 2 2, , 0u u u u u uσ σ+ − + − + − + −= = = = = = .    (1.83) 
Для смуги пластичності Дагдейла чи зони зчеплення Лєонова – Панасюка уздовж 

осі Ox  площини xOy  плоскої та антиплоскої задач (дві та одна ненульові функції стрибка 
відповідно) 

( )
0

0

~ , 0

0, 0, ~ , 0 ;

yy yy y xy xy

yy yy xy xy yy y xy

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ

+ − + −

+ − + − + +

= = = =

− = − = = =
  (1.84) 

( )0, .yz yz yz yz yzk kσ σ σ σ σ+ − + − += = − = =     (1.85) 

Якщо вважати у цих умовах відповідно  
0~ 0, 0y kσ σ = = ,  
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то звідси будуть отримані відповідні умови для тріщин з вільними від навантаження бере-
гами. 

Однією з найпростіших можна також вважати вінклерову модель Г.П.Черепанова 
[1079], В.В.Панасюка, В.П.Силованюка, М.М.Стадника [695, 710] розташованого у площині 

3 0x =  пружного включення завтовшки ( )1 22 ,h x x  з модулями пружності E  та зсуву G , для 
якого існує лише одна функція стрибка нормальних складових вектора пружних перемі-
щень 

( )3 1 2 3, ,
2 2i i i i
G Eu u
h h

σ λ λ λ λ± + −= − = = = .    (1.86) 

Отримані у такий спосіб умови взаємодії (1.8) є, за своєю сутністю, умовами неідеа-
льного контакту між собою поверхонь матриці, що безпосередньо прилягають до чужорід-
ного прошарку. Включення усунуте з розгляду, а ефект його дії зводиться до неідеального 
(механічного, температурного тощо) контакту вздовж поверхні S  матеріального континууму 
матриці. 

1.3. Поєднання принципу спряження та умов взаємодії                                    
у системі сингулярних інтегральних рівнянь 

Якщо визначити з формул (1.1) граничні значення фізико-механічних полів у матриці 
на межі поверхонь стрибків 

( ) ( )

( ) ( )
0 0

0 0
, ,

lim , , lim , ,

lim , , lim ,

ij ij r i i r
S S

r n n r
S S

f u u f

T T f T T f

σ σ
± ±

± ±

± ±

→ ∈ → ∈

± ±

→ ∈ → ∈

= =

= =

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ
 

та підставити їх в умови взаємодії (1.8), то буде отримана система інтегральних рівнянь (СІР) 
для визначення функцій стрибка 

( ) 0j rfΦ = .      (1.9) 
Кількість рівнянь відповідає кількості функцій стрибка. 

Розв'язок цієї системи на основі принципу спряження (1.1) визначає фізико-механічні 
поля у довільній точці ξ  матриці. Використання умов контакту та математичної моделі 

включення (1.5) дає можливість на основі вже відомих функцій ,, , ,ij i nu T Tσ ± ± ± ±  обчислити 
фізико-механічні поля всередині неоднорідності. 

Дуже важливо, що принцип спряження та умови взаємодії можуть вивчатися цілком 
незалежно. Принцип спряження (як свого роду зовнішня щодо включення задача) застосо-
вується без огляду на конкретні фізико-механічні властивості включення і визначається ви-
ключно геометричними та фізико-механічними властивостями матриці, геометрією вклю-
чень та зовнішнім навантаженням. Тобто, якщо  

1. для заданого типу матриці та геометрії включень побудувати співвідношення (1.1) 
для збуреної складової (без урахування функцій стрибка);  

2. для заданого типу матриці обчислити вплив зовнішнього навантаження  
( ) ( ) ( )0 0 0, ,ij iu Tσ ξ ξ ξ , 

то вирази (1.1) чи (1.11) можна застосовувати до довільних умов взаємодії типу (1.8), побудо-
ваних чи для тріщин, чи для жорстких прошарків, чи для різних моделей пружного, пружно-
пластичного, рідкого та іншого реологічного типу тонкого включення. Важливо лише, щоб у 
отриманих виразах були враховані належні функції стрибка. 
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З другого боку, під час побудови умов взаємодії (внутрішня задача) тип матриці і її 
навантаження не відіграє жодного значення – це просто деяке абстрактне суцільне середо-
вище. До умов взаємодії необхідно ставити лише три основні вимоги:  

1. їхня кількість повинна дорівнювати кількості функцій стрибка;  
2. вони повинні бути достатньо простими, щоб отримані на їхній основі системи інтег-

ральних рівнянь (1.9) вдалося розв'язати;  
3. вони повинні мати достатній рівень адекватності, відображаючи істотні для дослід-

ника особливості деформування включення. 

1.4. Деякі властивості асимптотичного розподілу напружень                               
в околі вістря тріщини  

У цьому, побудованому на матеріалах праць [2*, 104] і монографії [103], і наступному 
пунктах з використанням методів фотопружного вимірювання поля напружень в околі вістря 
тріщини розглянуто деякі особливості виділення зони інтенсивності напружень для дослідної 
оцінки значення КІН, про що вже йшлося вище у п. 1.1. Застосування експериментальних 
методів до визначення напружено-деформованого стану тіл з пружними неоднорідностями 
та порожнинами, зокрема із включеннями, має надзвичайно велике значення для верифікації 
теоретичних розрахунків, аналізу механізмів руйнування та оперативного одержання вірогі-
дної інформації для інженерних розрахунків у тих випадках, коли аналітичне та числове 
розв`язування відповідних задач механіки деформівного твердого тіла неможливе або надто 
складне чи тривале. Досить часто експеримент дає єдину можливість отримання необхідних 
розрахункових даних. Незважаючи на велику увагу дослідників до цього питання [6*, 206, 
454] та ін., застосовувані методики все ж виявляються недостатньо точними через відсут-
ність обґрунтованого вибору точок вимірювання, а також через надто малу точність викори-
стовуваних класичних одночленних асимптотичних розвинень біля вістря тріщини. 

Цей і наступний підпункти стосується проблематики застосування методу фотопруж-
ності до експериментального визначення коефіцієнтів інтенсивності напружень (КІН) 1 2,K K  
у задачах теорії тріщин. Для читачів, які недостатньо обізнані з методами фотопружності, 
можна порекомендувати за додатковою інформацією щодо методу фотопружності звернути-
ся до книг [1*, 5*, 12*, 20*] та іншої доволі численної літератури. 

Тут дамо лише означення деяких основних понять. Під час пересвітлювання плоскої 

моделі з оптично активного матеріалу плоскополяризованим світлом 0
2cosE E vtπ
λ

=  ( 0E  – 

інтенсивність хвилі; λ  – її довжина) його інтенсивність на виході, що є пропорційною до 
квадрата амплітуди, визначається виразом 

2 2 2
0 sin 2 sin

2
J kE α Φ
= ,     (1.10) 

де α  – напрям осі поляризації; різниця фаз Φ  променя на вході та на виході з пластини ви-
значається законом Вертгейма через значення головних напружень 1 2,  σ σ , оптичну сталу 
матеріалу c та товщину пластини d: 

1 2
2 ( )cdπ

σ σ
λ

Φ = − .      (1.11) 

У плоскій задачі теорії пружності між головними напруженнями 1 2,  σ σ  і компонента-
ми ,  ,  xx yy xyσ σ σ  тензора напруження, віднесеними до обраної системи координат xOy  (рис. 
1.7), існує зв'язок: 
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1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

cos 2 ,
2 2

cos 2 ,   sin 2 ;
2 2 2

xx

yy xy

σ σ σ σ
σ β

σ σ σ σ σ σ
σ β σ β

+ −
= +

+ − −
= − =

   (1.12) 

2
2

1,2 max max,   ;
2 2

xx yy xx yy
xy

σ σ σ σ
σ τ τ σ

+ −⎛ ⎞
= ± = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
   (1.13) 

21 arctg .
2

xy

xx yy

σ
β

σ σ
=

−
       (1.14) 

Там, де інтенсивність світла (1.10) дорівнює нулю, спостерігаються затемнені області. 
Темні лінії, які спостерігаються під час пересвітлювання моделі з оптично активного матері-
алу плоскополяризованим світлом і які викликані збігом головних осей діелектричного тен-
зора з напрямами площини поляризації ( / 2 ( 0, 1,...)k kα π= = ± ), називають оптичними ізо-
клінами. За пружного деформування моделі, якій до навантажування була властива оптична 
ізотропія, оптичні ізокліни збігаються з геометричним місцем точок, у яких напрями голо-
вних напружень є колінеарними. Кут β , що визначає орієнтацію осей головних напружень, 
називається у фотопружності параметром ізокліни. 

Інші темні лінії на моделі, які спричинені значенням різниці фаз 2 nπΦ = , під час вико-
ристання монохроматичного світла називають смугами, під час застосування білого світла – 
ізохромами. Величину n називають порядком смуги. Якщо поляризатор і синхронізатор син-
хронно повертати, зберігаючи між їхніми осями пропускання прямий кут, то смуги (ізохро-
ни) залишатимуться без жодної зміни, а ізокліни переміщатимуться полем зображення. 

Ізостатами називають лінії, дотичні та перпендикуляри до яких вказують напрями го-
ловних напружень. Фактично це повернуті на кут 45o  траєкторії максимальних дотичних 
напружень. 

 

 
 

Рис. 1.7. Схема виділення головних напрямів тензора напружень в околі вістря тріщини 
 
Нижче і в п. 1.5 основна увага буде зосереджена на числовому моделюванні процесу 

фотопружного дослідження на основі аналізу відомих точних розв'язків задач. Це зумовлене 
тим, що опрацювання нових методик експериментального визначення коефіцієнтів інтенсив-
ності напружень (КІН) можна надійно підтвердити лише таким чином. Адже на точність 
прямого дослідного визначення КІН впливають дуже багато чинників: використана апарату-
ра, якість виготовлення моделі, рівень культури експериментування, зрештою й суб'єктивне 
намагання дослідника отримати якомога точніший результат. Тому пряме зіставлення точно-
сті експериментально отриманих різними авторами даних далеко не завжди може об'єктивно 
свідчити про міру надійності й точності порівнюваних методик. 

За цих обставин лише числове моделювання фотопружних досліджень позбавляє усіх 
згаданих недоліків і лише воно може відіграти роль безстороннього арбітра. 
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Асимптотичні залежності поведінки напружень біля вістря пружного включення чи по-
рожнини, зокрема й тріщини, можна використовувати лише у певному, досить тонкому умо-
вному за формою кільці (зоні інтенсивності), яке його охоплює (рис. 1.8, а). Тобто, ними не 
можна користуватися ні далеко від вістря неоднорідності, ні дуже близько до нього. Тому 
для застосування експериментальних методів фотопружності та каустик необхідно мати до-
даткові критеріальні співвідношення, які би дали змогу під час вимірювань гарантувати не 
лише оптимальне, й просто правильне визначення області, у якій вони здійснюються. 

З відомого класичного розподілу напружень в околі вістря тріщини [693, 694, 111]  

1 5 1 5
1 2

1 5 1 5

1 5 1 5

5cos cos sin sin
3cos cos 7sin sin (1),

24 2 4 2sin sin 3cos cos

yy

xx n

xy

K K nO
r r

σ θ θ θ θ
θσ θ θ θ θ θ

π π
σ θ θ θ θ

⎧ ⎫ − − +⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= + + − − + =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪− + +⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭

  (1.15) 

 

 
 

Рис. 1.8. Зона інтенсивності напружень у вістрі тріщини і напрями підходу до вістря під час вимірювання 
 
випливає, що у локальній полярній системі координат ( , )r θ  (рис. 1.8 б) виконуються набли-
жені залежності 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 5 2 1 5

1 1 5 2 1 5

2 2 ( , ) ( , ) cos cos 3sin sin ,

4 2 ( , ) sin sin 3cos cos .

yy xx

xy

r r r K K

r r K K

π σ θ σ θ θ θ θ θ

π σ θ θ θ θ θ

⎡ ⎤− = − + +⎣ ⎦

= − + + +
 (1.16) 

Це дає змогу вказати, що  
( , ) ( , ) 2 ( , ),

( , ) ( , ) 2 ( , ).
yy xx xy

yy xx xy

r r r

r r r

σ θ σ θ σ θ π

σ θ π σ θ π σ θ

− = −

− − − = −
            (1.17) 

Параметр β β+=  ізокліни (кут орієнтації площинок головних напружень 1 2,  σ σ ) у 
якійсь певною мірою довільній точці A+  в тій області, де справджуються асимптотики, ви-
значають залежністю 

2 ( , )
tg2

( , ) ( , )
xy

yy xx

r
r r
σ θ

β
σ θ σ θ+ =

−
,     (1.18) 

а в точці A− , центрально симетричній до точки A+  стосовно вістря тріщини параметр 
β β−=  ізокліни дає подібний вираз: 

2 ( , )
tg2

( , ) ( , )
xy

yy xx

r
r r

σ θ π
β

σ θ π σ θ π−
−

=
− − −

.    (1.19) 

З урахуванням (1.17) з (1.18), (1.19) випливає, що 
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( , )
tg2 ctg2 tg 2

( , ) 2
xy

xy

r
r

σ θ πβ β β
σ θ π+ − −

⎛ ⎞= = − = +⎜ ⎟− ⎝ ⎠
    (1.20) 

і тому 

4
π

β β+ −− = .       (1.21) 

Якщо підставити у вирази (1.16) значення / 2,  / 2θ π θ π= = −  (рис. 1.8 б), то матимемо 

1 2

1 2

1 2

1 2

2 ( , / 2) ( , / 2) ,

4 ( , / 2) ,

2 ( , / 2) ( , / 2) ,

4 ( , / 2) .
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π σ π σ π

π σ π
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⎡ ⎤− − − = −⎣ ⎦

− = +

    (1.22) 

Тепер з використанням (1.18) при значенні / 2θ π=  та перших двох з виразів (1.22) ма-
тимемо 

2

1

( , / 2) ( , / 2) 2 ( , / 2)1 tg(2 )ctg 2
4 1 tg(2 ) ( , / 2) ( , / 2) 2 ( , / 2)
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+
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− −−⎛ ⎞+ = = =⎜ ⎟ + − +⎝ ⎠
. 

Аналогічно з урахуванням двох останніх виразів (1.22) 

2

1

( , / 2) ( , / 2) 2 ( , / 2)1 tg(2 )tg 2 .
4 1 tg(2 ) ( , / 2) ( , / 2) 2 ( , / 2)

xx yy xy
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σ π σ π σ πβπβ
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−

−
−
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Таким чином, остаточно, для напрямів, перпендикулярних у вістрі тріщини до її осі 
( / 2,  / 2θ π θ π= = − ), виконується наближена рівність 

1

2
ctg 2 tg 2

4 4
K
K

π πβ β+ −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.    (1.23) 

Одержана залежність (1.23) між відношенням коефіцієнтів інтенсивності напружень та 
параметром ізокліни дає змогу істотно спростити методики дослідження задач теорії тріщин 
і механіки руйнування методом фотопружності. За допомогою властивості (1.21) можна пе-
ревіряти правильність вимірювання параметрів ізоклін у симетричних стосовно вістря трі-
щини напрямах та визначати таким чином область (зону інтенсивності), де такі вимірювання 
можна і доцільно здійснювати. Зрозуміло, що в зоні, де згадана властивість порушується, 
асимптотичні формули застосовувати не можна і, як наслідок, визначення на їхній основі 
КІН позбавлене сенсу. 

1.5. Асимптотичні властивості напружено-деформованого стану в околі                 
технологічних тріщин у фотопружних вимірюваннях [104] 

Точність експериментального визначення КІН істотно залежить не лише від якості ви-
конаної моделі, використаної апаратури та докладності проведення дослідів, й від вихідних 
припущень про зв'язок шуканих та вимірюваних параметрів. Саме тому покладання в основу 
дослідного визначення КІН асимптотичних залежностей вищого порядку, можливо, сприя-
тиме підвищенню надійності їх визначення. Для підтвердження цієї тези і поглиблення ви-
кладених у п. 1.4 результатів використаємо розв'язок Вільямса [34*] для тріщини нормально-
го відриву, записавши його у вигляді [103] 
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де 0,  ,  ,  xx yy xy yyσ σ σ σ  – компоненти тензора напружень та номінальні напруження в околі 
вістря тріщини; 2a – довжина тріщини; ,  r θ  – полярні координати з полюсом у вістрі тріщи-

ни; 0
1 1 yyK K aπ σ� ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  – шукане безрозмірне (зведене) значення КІН, яке залежить від нава-

нтаження та геометрії пластини з тріщиною. 
Розглянемо деяку точку ( ),  A r θ π− − , центрально симетричну стосовно вістря тріщини 

до основної точки ( ),  A r θ+  (див. рис. 1.8 a). Виходячи із залежностей (1.24), неважко отри-
мати такі співвідношення 
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Використовуючи поляризаційно-оптичні вимірювання відносної різниці ходу 
0,  ,  δ δ δ+ −  та параметрів ізоклін ,  β β+ −  у точках ,  A A+ −  околу вістря тріщини та від номі-

нальних напружень відповідно, з рівнянь (1.25) отримаємо необхідні для визначення 1K�  за-
лежності 
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;  (1.26) 
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r rK O
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+ −
⎛ ⎞⎧ ⎫ ⎛ ⎞⎜ ⎟− = +⎨ ⎬ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎝ ⎠

.  (1.27) 

Вартісність цих виразів полягає у тому, що вони фактично враховують лінійні від r 
члени, проте безпосередньо їх не містять. Тому, якщо традиційні асимптотичні вирази точ-
ності порядку ( )/ 2o r a  справджуються лише на дуже малій відстані від вістря тріщини, то 
використання для визначення КІН залежностей (1.26) чи (1.27), які вже мають на порядок 
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вищу точність ( )( )2/ 2o r a , звільнює експериментатора від необхідності дуже докладного 

виготовлення моделі для проведення вимірів якомога ближче до вістря тріщини. Це дає змо-
гу без втрати точності отримуваних результатів здійснювати вимірювання на таких відстанях 
від вістря, що навіть сумірні з довжиною тріщини. 

Зрозуміло, що збільшення кількості членів асимптотичного розвинення (1.24) чи подіб-
них до нього для запису поля напружень біля вістря тріщини чи подібних до нього тонких 
неоднорідностей, розширює зону інтенсивності напружень, однак вона ніколи не може ані 
підійти безпосередньо до вістря дефекту, ані відійти від нього на дуже велику відстань. 

 

§ 2. Побудова інтегральних рівнянь на основі формули Сомільяно  

2.1. Загальна схема 

Розглядається необмежений простір V  з розрізом уздовж поверхні S , що має береги 
S+  та ~S S−  з нормалями n+ , ~n n−  відповідно (рис. 2.1) у загальному випадку анізотропії 
пружних і теплофізичних властивостей матеріалу.  

 

 
 

Рис. 2.1. Геометрична схема задачі тонкостінних включень 
 
Враховуючи динамічні члени, взаємозв'язаність температури та деформацій, скінчен-

ність швидкості поширення тепла (узагальнений закон теплопровідності) 
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де iq  – тепловий потік у напрямі ix ; rτ  – час релаксації теплового потоку, узагальнену фор-
мулу Сомільяно (1.107), (1.108) [779] подамо у вигляді 
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Тут 0T  – температура ненапруженого тіла; ( , )iX tx , ( , )TW tx  – складова об'ємної сили та ін-
тенсивність розподілених джерел тепла у точці 1 2 2~ ( , , )x x xx  у момент часу t ; переміщення 

ku  і температуру T  у довільній точці 1 2 2~ ( , , )ξ ξ ξξ  тіла визначають функції Ґріна 

( , , )k
iU τx ξ , ( , , ) ( , , )k k

i j ijp nτ σ τx ξ x ξ= , ( , , )kT τx ξ , що стосуються дії в точці x  зосередженої 

сили, спрямованої уздовж осі kx , та функцій Ґріна ( , , )iU τx ξ� , ( , , ) ( , , )i j ijp nτ σ τx ξ x ξ� �= , 

( , , )T τx ξ� , що відповідають впливові у x  зосередженого джерела тепла одиничної інтенсив-
ності. Квадратними дужками з індексом S  унизу [ ]S  позначені стрибки на S  векторів на-
пружень, переміщень та теплового потоку і температури: 

[ ] ( )
3, ,

, 1, 2,3 .

in i in in i i i iS S
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   (2.4) 

З огляду на надмірну для даного етапу досліджень складність записаних співвідношень 
детальніше розглянемо лише відносно простий випадок статичної пружності [966, 965, 1664], 
для якої (2.2) набуває вигляду  
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де тензорні функції Ґріна ( , )k
iU x ξ , ( , )k

ip x ξ  задовольняють рівняння  
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та пов'язані співвідношеннями 
( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,k k k x k

i ij j ij ijpq p qp n c Uσ σx ξ x ξ x ξ x ξ= = ∇ .                                      (2.7) 
Тоді компоненти тензора деформацій дорівнюють  
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Для визначення компонент тензора напружень не можна безпосередньо скористатися 
співвідношеннями (2.8) та законом Гука для анізотропного середовища 

ij ijpq pqcσ ε= ,       (2.9) 
оскільки впровадження стрибка переміщень порушує концепцію нерозривності деформацій, 
створюючи локально своєрідну пластичну (необоротну) деформацію, яка не характеризуєть-
ся законом Гука (загалом вона сама собою напружень не викликає). Тому для одержання ре-
альних напружень ijσ  необхідно з правої частини (2.9), де pqε  дається формулою (2.8), ви-

лучити туди автоматично залучені фіктивні напруження ijσ∗ , що були отримані з необорот-

них деформацій pqε∗  за законом Гука. Оскільки необоротна деформація за стрибка напру-
жень дорівнює (див. (1.5) [461]) 

{ } ( )1
2pq p q q pS S

n u n u Sε δ∗ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ,    (2.10) 

то адекватні цим деформаціям за законом Гука напруження 
( ) ( ) ( ) ( )3ij ijpq pq ijpq q p

S
c c n f dSσ ε δξ x x ξ x∗ ∗

+= = −∫    (2.11) 

приводять до остаточного вигляду компонент тензора напружень 
( ) ( ) ( )

ijij ijpq p qc uξσ σξ ξ ξ∗= ∇ − .     (2.12) 

Вирази (2.5)–(2.12) реалізують принцип спряження. 
Таким чином зовнішня задача для лінійно-пружного тіла у загальному вигляді розв'яза-

на. Вважатимемо теж, що відома механічна модель включення і побудовані згідно з (1.8) 
шість умов взаємодії включення з матрицею, що зв'язують напруження та переміщення на 
протилежних берегах включення: 

( ), 0, ( 1,6)j n ni ij jt n jσΨ t u± ± ± ±= = = .         (2.13) 

Серед параметрів функцій jΨ  можуть бути товщина включення та його фізико-механічні 
характеристики. 

Зокрема, якщо uS S Sσ∪=  і уздовж uS  впроваджена з натягом ig±  абсолютно жорстка 

плівка, а Sσ  є розрізом із заданими на його берегах зусиллями if
± , то умови (2.13) набудуть 

конкретного вигляду 

i iu g± ±=  на uS , ni it f± ±= на ( 1, 2,3)S iσ = .          (2.14) 
Для гнучкого нерозтягливого включення, розташованого у площині 3 0x = , вони запи-

шуться 

33 33 3 3 1 1 2 2, , 0u u u u u uσ σ+ − + − + − + −= = = = = = .          (2.15) 
Однією з найпростіших можна також вважати вінклерову модель [1079, 695, 882] роз-

ташованого у площині 3 0x =  пружного включення завтовшки ( )1 22 ,h x x  з модулями пруж-
ності E  та зсуву G , для якого 

( )3 1 2 3, ,
2 2i i i i
G Eu u
h h

σ λ λ λ λ± + −= − = = = .           (2.16) 

Складніші моделі розглянуті у розд. ІІІ та публікації [737]. 
Підставляючи вирази (2.5) та (2.12) у (2.13), одержимо систему інтегральних рівнянь 

стосовно шести функцій стрибка, які згідно з (2.5), (2.6), (2.12) повністю визначать напруже-
но-деформований стан тіла. 
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Зауваження. Якщо тіло перебуває під впливом певних зовнішніх чинників, то у фор-
мулах (2.5), (2.8), (2.12) та ін. слід долучити члени ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , ,k pq iju Tε σξ ξ ξ ξ , що харак-
теризують однорідний розв'язок, тобто розв'язок відповідної задачі для тіла без дефектів під 
час дії тих самих зовнішніх зусиль.  ■ 

Подібним же чином С.К.Канаун [369] розв'язав задачу для анізотропного середовища з 
математичним розрізом. Пізніше буде з’ясовано, що на відміну від моделювання поверхні 
стрибка напружень і переміщень за допомогою зосереджених сил та силових диполів [14], 
метод функцій стрибка еквівалентний заміні включення розподіленими на його серединній 
поверхні (у двовимірному плоскому випадку – лінії) зосередженими силами та крайовими 
дислокаціями. Тепловий вплив прошарку еквівалентний дії розподілених джерел тепла та 
теплових диполів. 

Методику застосування методу потенціалів для побудови систем інтегральних рівнянь 
для жорстких і пружних тонких включень у тривимірних задачах теорії пружності можна та-
кож знайти у праці [1055]. 

2.2. Обмежені тіла 

Запропонований метод придатний теж для аналізу обмежених тіл з прошарками. Нехай 

( )1 1S S+  – поверхня, що обмежує тіло V . Подумки доповнимо V  до безмежного простору і 

розглядатимемо 1S  на додаток до S  як ще одну поверхню стрибка. Тоді крайові умови  

( )1 1 1 1 1на ; на , 1, 2,3 ,i i u ni i uu g S t f S S S S iσ σ
+ += = = =∪   (2.17) 

що відповідають заданим на 1S σ  зусиллям if
+ , а на 1uS  – переміщенням ig+ , можна подати 

у формі шести умов взаємодії  

1 10, на ; 0, на ( 1,2,3).ni ni i i i i ut t f S u u g S iσ
− + + − + += = = = =  (2.18) 

За цими умовами у кожній точці поверхні 1S  три функції стрибка відомі наперед (на 1S σ  – це 

1 2 3, ,f f f ; на 1uS  – 4 5 6, ,f f f ), а інші три можна визначити з відповідних систем інтегральних 
рівнянь. 

Розв'язування цих додаткових інтегральних рівнянь можна уникнути, використавши 
функції Ґріна для даної обмеженої області. 

2.3. Ізотропія 

Пружні сталі ізотропного матеріалу мають вигляд  

( )ijpq ij pq ip jq iq jpc λδ δ μ δ δ δ δ= + + .  

Тому 

( ) 2 2 2 2
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2
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r
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x ξ ⎡ ⎤= + = − = + +⎣ ⎦ , 
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i j ik k ij i kj i j kj

eU r r r r r r r e
r

ξ λ μ λ μ
κ δ δ δ κ
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x ξ + +⎡ ⎤∇ = − − + = =⎣ ⎦ + +

 

( ) ( ) 2
5, 3k

ij i j k j ik k ij i kj
e r r r r r r r
r

μσ δ δ δ
λ μ

x ξ ⎡ ⎤
= − + − +⎢ ⎥+⎣ ⎦

.   (2.19) 

Причому у цьому випадку 
( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,k x k k x k

i j i ij J ijj JU Uξ ξσ σx ξ x ξ x ξ x ξ∇ = −∇ ∇ = −∇ .   (2.20) 
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Антиплоска деформація 

Співвідношення для антиплоскої деформації уздовж осі 3x  для ізотропного тіла легко 
отримати на основі загальних виразів (2.19), якщо обмежитися значенням 3k = , а зосере-
джені сили, що фігурують у записі тензорів Ґріна, вважати рівномірно розподіленими уздовж 
осі 1 11 ~ x ξ= , 2 22 ~ x ξ= . Після інтегрування уздовж цієї осі з використанням формул 
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для ненульових компонент отримаємо вирази 
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що визначають зміщення 3u , його похідні та дотичні напруження 3 jσ  у точці ( )1 2~ ,x xx за 

дії у точці ( )1 2~ ,ξ ξξ  одиничної зосередженої сили у додатному напрямі осі 3x  (сталу c , яка 

дорівнює безмежності, можна за необхідності до відома не брати). 
Якщо врахувати, що в ролі поверхні S  тепер можна розглядати лінію L  перерізу S  

площиною 3 0x = , то на основі загальних виразів (2.5), (2.8), (2.12) отримаємо  
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Часто зручніше під інтегралом біля функцій стрибка мати множниками однорідні фун-
кції однакового порядку. Цього досягається, якщо взяти до відома другі члени у залежностях 
(2.6), (2.20) і те, що 6 0f =  на кінцях розімкнених ділянок лінії L . Таким чином 
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Вираз (2.24) збігається з залежністю (2.2) [951] (якщо там вважати 0,p =  
0 0 0yzp xzpτ τ= = ), одержаною методами теорії функцій комплексної змінної (див. теж (20.5)). 

Плоска задача 

Співвідношення для відповідної задачі стосовно однорідного ізотропного армованого 
тіла в рамках плоскої деформації можна отримати, поклавши у виразах (2.19) , , 1, 2i j k =  та 
рівномірно розподіливши уздовж осі 1 1 2 21 ~ , 2 ~x xξ ξ= =  зосереджені сили, що фігурують 

у записі тензорів Ґріна. Після інтегрування по 3ξ  з урахуванням (2.21) матимемо 
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Тут ( ) ( )3 / 3 4G Gκ λ λ ν= + + = −  – традиційне для плоскої деформації позначення сталої 

Мусхелішвілі. Припустивши, що ( ) ( )3 / 1κ ν ν= − + , матимемо вирази, що стосуються уза-
гальненого плоского напруженого стану. Ці залежності дають вирази для компонент перемі-
щень, їхніх похідних і компонент тензора напружень у точці ( )1 2~ ,ξ ξξ  внаслідок дії в точці 

( )1 2~ ,x xx  одиничної зосередженої сили в напрямі осі 3x  . 

Підставляючи (2.25) у загальні залежності (2.5), (2.8), (2.12), можна врахувати додатко-
во, що L  є перерізом S  площиною 3 0x =  і 
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Як і у випадку антиплоскої деформації, тут також можна побудувати вирази, що містять під 
інтегралом множниками біля функцій стрибка однорідні функції однакового порядку. Вра-
ховуючи на додаток до (2.26) залежність  
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Використання методів теорії функцій комплексної змінної дає можливість отримати 
аналогічну формулу (див. (2) [949]), яка, однак, не містить підкресленого члена 

( )1 1 2( ) ( )n u iu Lδx x+⎡ ⎤⎣ ⎦ , який враховує у виразах для деформацій та похідних від переміщень 

пластичну складову. Це свідчить про високу міру фізичності викладеного тут методу, засно-
ваного на використанні формули Сомільяно. Тим не менше, додавання цього доданку не 
впливає на точність визначення деформацій та напружень поза лінією L  і, як наслідок, на 
визначальну систему інтегральних рівнянь. 
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§ 3. Сингулярні інтегральні рівняння в теорії тонкостінних включень 

3.1. Визначення особливості розв'язку                                                   
системи сингулярних інтегральних рівнянь [741] 

Розв'язування багатьох мішаних двовимірних задач, що виникають у теорії тонкостін-
них неоднорідностей [978, 1664], а також в теорії фільтрації, пружності (контактні задачі [22, 
291, 364, 454, 625, 635], механіці руйнування [706, 860], гідроаеромеханіці [55], теорії фільт-
рації [794] та інших сферах застосування апарату математичної фізики, зводиться до систем 
сингулярних інтегральних рівнянь (ССІР) другого роду  
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з деякими додатковими умовами, що мають певний фізичний сенс [22, 55, 364, 454, 625, 635, 
706, 860, 978, 1664, 1687, 1692] 
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Тут і надалі у цьому параграфі вживаються позначення матриць 
( ) ( ), , , , , ,

( ) ( ) , ( ) , ( , 1, ),
nm nm nm nm

n n n

a b c x K x

x f x F x Q n m M

ξ ξA B C K

f F Q

\

^

= = = = ∈

= = = ∈ =
 

де ( )xf  – шукана вектор-функція; ( ), xξK  – матриця-функція регулярних ядер системи син-
гулярних інтегральних рівнянь. Сингулярні інтеграли в (3.1) розуміють у сенсі головного 
значення за Коші – Лебегом [636]. 

Переважно розв'язок (3.1) шукають числово-аналітичними методами колокацій, меха-
нічних квадратур, ортогональних поліномів та ін. [1000, 1318, 1687]. При цьому необхідно 
знати вигляд особливості розв'язку системи сингулярних інтегральних рівнянь на кінцях 
проміжку інтегрування. Досліджується це питання на основі аналізу характеристичної для 
(3.1) частини системи сингулярних інтегральних рівнянь 
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після деяких її перетворень, що мають за мету одночасно діагоналізувати матриці коефіцієн-
тів A  і B . Цього можна досягти або шляхом лінійного комбінування рядків (3.3) 
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або за допомогою введення нової невідомої вектор-функції ( )xϕ  

( ) ( )x xϕf D= ,     (3.5) 
що приводить до системи сингулярних інтегральних рівнянь 
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Тут , 1, 1nm nm nn nnh d h d ΣH D= = = = ( )( ); , 1,n n m M=  – матриці переходу, що визна-

чаються відповідно з умов 
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Підсумовування за повторюваними індексами тут не відбувається. Після діагоналізації 
вид особливості розв'язку системи сингулярних інтегральних рівнянь з’ясувати вже не важ-
ко. Наприклад, якщо вдалося задовольнити умову (3.7), то компоненти ( )nf x  шуканої век-

тор-функції ( )xf  мають вигляд 
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зафіксувати якоюсь певною умовою, наприклад ( ) ( )0 1; n
nw xϕ=  – регулярні (обмежені та 

вимірювані) на [ ];a a−  функції; сталі ,n nα β  визначають співвідношення 
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Цілі числа ,n nL M  підбираються так, щоб задовольнялася умова  

( )1 Re , 1n nα β− < < .      (3.12) 

Ціле число ( )n n nκ α β= − + , що набуває одного із трьох значень 1, 0,1− , є індексом 
відповідного сингулярного інтегрального рівняння. 

Якщо умови (3.7) не виконуються, то за вищезазначених обмежень на A  і на B  завжди 
можна задовольнити умови (3.8) і компоненти шуканої вектор-функції ( )f x  згідно з (3.5) 
матимуть дещо складніший вигляд 
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де аналогічно до (3.9) – (3.12) 
( ) ( ) ( ) ( )1,n

n nx w x x n Mφ ϕ= =      (3.14) 

тільки 
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Зрозуміло, що подання (3.9) є частковим випадком залежності (3.13). Тому можна вжи-
вати подання (3.13)–(3.15) компонент шуканої вектор-функції як найбільш загальне. У пер-
шому випадку особливість розв'язку ( )nf x  згідно з (3.9) визначається однією з канонічних 

функцій; у другому за (3.13), (3.14) – повним їхнім спектром. Тому канонічні функції ( )nw x  
дають достатньо повну інформацію про поводження розв'язку системи сингулярних інтегра-
льних рівнянь поблизу кінців проміжку інтегрування. 

Введемо у розгляд норму комплекснозначної функції ( ), ,wϕ ϕ ϕ=  де внутрішній до-

буток з вагою ( )w x  визначимо формулою 
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Зазначимо, що розв'язки і (3.9) і (3.13) характеризуються параметрами ( )1...ng n M= , що ви-

значаються або з (3.11), або з (3.15) відповідно. Регулярні функції ( )n xϕ  у формулах (3.9), 
(3.14) доцільно подати у вигляді рядів  
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де ( ) ( ),
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Формула (3.19) справджується у всіх випадках, крім одного, коли ( ) 1, 0mκ α β= − + = =  і 
якщо 

( ) ( ) ( ),
0 1 1 .α βθ α βΓ Γ= + +      (3.20) 

Відзначимо теж, що за умови  
{ } { }1/ 2 Re 1, 1 Re 1/ 2 1 Re 1/ 2, 1/ 2 Re 1α β α β∪− ≤ < − < ≤ − − < ≤ − − ≤ <  

для значень ,α β , що визначаються співвідношеннями (3.10) – (3.12), для ортонормованих 
многочленів Якобі виконується рівномірна оцінка [934] 
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Надалі будуть використані співвідношення [1276]  
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Причому, якщо 1/ 2α β= = − , то  
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maw x T x P x T x P x T x

ma x

− − − −−
= = = =

−
  (3.24) 

( ) ( ) 0
ˆ ˆ, , , 1 ;

2i j ij i j j ijT T
T T T T πδ δ δ⎡ ⎤= = +⎣ ⎦      (3.221) 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
1

1 1
1

1 ˆ ˆ, ,m m m m
dtT t T t T t U x U x

t xπ − −
−

=
−∫ ,   (3.231) 

а коли 1/ 2α β= = , то 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1/ 2,1/ 2 1/ 2,1/ 22 1 !! ˆ ˆ, , ;
2 1 !

m m m mm
ma xw x U x P x U x P x U x

a m
+−

= = = =
+

 (3.25) 

( ) ( )ˆ ˆ, , , ;
2i j ij i j ijU T

U U U U π
δ δ= =        (3.222) 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
1

1 1
1

1 ˆ ˆ, ,m m m m
dtU t U t U t T x T x

t xπ + +
−

= −
−∫ ,                                      (3.232) 

де ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

sin 1 arccos
cos arccos ,

sin arccosn n
n x

T x n x U x
x

⎡ ⎤+⎣ ⎦⎡ ⎤= =⎣ ⎦  – ортогональні многочлени Че-

бишева першого та другого роду відповідно; ( ) ( )ˆ ˆ,n nT x U x  – їхні ортонормовані на проміж-
ку [ ]1;1−  відповідники 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1

1 2 0 ,ˆ 2 / 2 / cos arccos ,
1 0 ,

sin 1 arccosˆ ˆ2 / 2 / , 0.
sin arccos

n n n n n

n n

n
T x T x n x

n

n x
U x U x U x

x

ε π ε π ε

π π −

⎧ =⎪⎡ ⎤= = = ⎨⎣ ⎦ >⎪⎩
⎡ ⎤+⎣ ⎦= = =

  (3.26) 

3.2. Наближений розв'язок характеристичного рівняння 

Отримані разом із О.О.Євтушенком результати п. 3.2 ще не були опубліковані. 
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Основна схема 

Обмежимося випадком одного сингулярного інтегрального рівняння ( )1M = , нормує-
мо інтервал L  (вважаємо 1a = ) і розглянемо сингулярне інтегральне рівняння 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( )1 ln , 1;1
L

BAf x C x K x f d F x x L
x

ξ π ξ ξ ξ
π ξ

⎧ ⎫
+ + − + = ∈ = −⎨ ⎬−⎩ ⎭

∫ .  (3.27) 

Введемо у розгляд гільбертові простори комплекснозначних функцій 

[ ] [ ] ( )1 22
1

1;1 : 1;1L f f d xγΓ ^
−

⎧ ⎫− = − → < ∞⎨ ⎬
⎩ ⎭∫    (3.28) 

з нормою ( ),f f fΓ Γ= , де внутрішній добуток визначимо формулою 

( ) ( ) ( ) ( ) { }
1

1
, , , , ;f g f x g x d x P T UγΓ Γ

−

= =∫    (3.29) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
2

1 1 1
1 1 , , 1

1

x x xdx p x d t x u x dα β ξγ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ− − −

⎧ ⎫⎪ ⎪= = − + = = −⎨ ⎬
⎪ ⎪−⎩ ⎭

∫ ∫ ∫  (3.30) 

відповідно. Формула (3.29) збігається з (3.16), якщо зауважити, що ( ) ( )d x w x dxγ = . 
Формули (3.29), (3.30) породжують повні ортонормовані системи базових функцій 

( ) ( ),
m̂P xα β , ( ) ( )ˆ ˆ,n nT x U x  у просторах [ ] [ ] [ ]2 2 21;1 , 1;1 , 1;1P T UL L L− − −  відповідно. 

Якщо згідно з (3.9) розв'язок рівняння (3.27) подати у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

arg
, ; , 1 1 , ,

2

ln
, , , 1 Re 1 ,

2

Lg
f x w x x w x w x x x i

M

g A iBg
A iB

α β α
ϕ α β μ

β π

μ κ α β α β
π

∓
⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= = = − + = + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

−
= = = − − < + <

+

     (3.31) 

де ( )xϕ  – регулярна на [ ]1;1−  функція, то (3.27) можна записати в операторній формі 

( ) ( )1 2 F xϕS K K+ + = .     (3.32) 
Тут 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1
1 1

, ln ,T
B Cx dP x x dP

x
ϕ ξ

ϕ ξ ϕ ϕ ξ ξ ξ
π ξ π

H K
− −

= = −
−∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
1

2
1

, , Tx K x dP Awϕ ϕ ξ ξ ξK S H
−

= = +∫ . 

Розв'язок характеристичної частини  
( )F xϕS =       (3.33) 

рівняння (3.27) чи (3.32) має вигляд [636] 

( )2 2A B F cϕ R+ = + ,     (3.34) 

причому 
( )
( )

( )
( ) ( )

1

1

F x F t dtBF A
w x w t t xπ

R
−

= −
−∫ .     (3.35) 

Сталу c , що входить у розв'язок (3.34), при 1κ =  фіксують умовою 
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( ) ( )
1

1
w x x dx Qϕ

−

=∫ ,     (3.36) 

де Q  – деяка дійсна стала, що визначається на основі додаткових відомостей щодо реального 
(механічного) сенсу знайденого розв'язку. 

Якщо ж 1κ = − , то права частина ( )F x  рівняння (3.33) повинна задовольняти умову 

( )
( )

1

1
0

F x
F dx

w x
U

−

≡ =∫ ,     (3.37) 

необхідну для розв'язуваності рівняння (3.33). У випадку 0κ =  стала 0c = .  
Вираз (3.34) дає точний запис розв'язку характеристичного рівняння (3.33) і є досить 

зручним для теоретичних досліджень, однак практичне його використання для побудови 
конкретних розв'язків через необхідність обчислення складних інтегралів не завжди просте. 
Тому побудуємо наближений розв'язок рівняння (3.33) у вигляді скінченного ряду  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,

0 0

ˆ ˆˆ~ ,
N N

N n n n n n n n
n n

x x A P x A P x A Aα β α β α β
κ κϕ ϕ θ+ +

= =
= = =∑ ∑ .  (3.38) 

Невідомі коефіцієнти розвинення (3.38) можна визначити декількома способами [1276, 
1435]. Застосуємо метод Ердогана – Гупти – Кука [1276], який є, за суттю, одним із варіантів 
загального методу Бубнова – Гальоркіна. За ним сталі ˆ

nA  обирають з умови  
( )( ),ˆ, 0N n

P
r P α β− − =  ( )0,n N=   

ортогональності системи функцій ( ) ( ),
îP xα β− − −  та функції  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, ,

0 1

ˆ ˆ ˆ
N

N n n n
n

B dtr x A Aw x P x w t P t F x
t x

α β α β
π= −

⎧ ⎫⎪ ⎪= + −⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∫ ,  (3.39) 

яка визначає нев'язку, утворену внаслідок підставляння (3.38) у (3.33). 
Звідси за допомогою співвідношень (3.22) і (3.23) отримаємо 

( ) ( )( ) ( ),ˆ ˆsin / , 0,n n
P

A A B F P n Nα βπ − −= − = .   (3.40) 

Окрім того, якщо 1κ = , то з умови (3.36) знаходимо 

( )0 ,
0

ˆ QA
α βθ

= .     (3.41) 

Коли ж 1κ = − , то, оскільки  
( ) ( )

( )
,

0 ,
0

1P̂ xα β

α βθ

− −

− −
= ,  

умова (3.37) задовольняється автоматично. 
З іншого боку, внаслідок неперервності шуканої функції ( )xϕ , їй можна поставити у 

відповідність ряд Фур'є 

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,

0

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,n n n n
n

x B P x B Pα β α β
κ κϕ ϕ

∞

+ +
=

= =∑ ,    (3.42) 

причому, якщо 1κ = , то апріорі ( ),
0 0B̂ Q α βθ= . 

Але з використанням (3.23) та наступною зміною порядку інтегрування отримуємо 
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( )( ) ( )( ) ( ), ,ˆ ˆ ˆ, sin , 0...n n n
P P

AB P F P n
B

α β α βπϕ − −⎛ ⎞= = − = ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

.    (3.43) 

Тому на основі (3.40), (3.43) з (3.38) і (3.42) випливає 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),,

1

ˆ ˆsin ,N n n
Pn N

Ax x F P P x
B

α βα β
κ

π
ϕ ϕ

∞
− −

+
= +

⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ .   (3.44) 

Збіжність послідовних розв'язків 

Тепер розглянемо питання збіжності послідовності наближених розв'язків ( ){ }N xϕ  
(3.38) сингулярне інтегральне рівняння (3.33) до точного його розв'язку (3.42). Приймемо 
стандартне позначення для безмежної норми обмеженої в області D  функції ( )N xϕ : 

( )supN N
x D

xϕ ϕ∞
∈

=       (3.45) 

і зазначимо, що якщо розв'язок ( )f x  сингулярного інтегрального рівняння (3.33) задоволь-

няє умову Гельдера з показником густини 0 1μ< ≤ , то сингулярний інтеграл ( )1

1

f d
x

ξ ξ
ξ

−
−∫  у 

(3.33) обмежений у просторі з нормою 

( ) ( ) ( )
1 1 1 1
sup supN NH

x x

x t
x

x t μ
ϕ ϕ

ϕ ϕ
− ≤ ≤ − ≤ ≤

−
= +

−
.        (3.46) 

Тепер доведемо таку основну лему. 

Лема 3.1. Якщо ( ) ( ) ( )1 1,1 , 0rF x C r+∈ − ≤ < ∞ , то 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) { }

, 1/ 2 1
2

1
,

2 3 4 3 40

ˆ, ,

6 6
, , , 1/ 2 max Re , 1.

2

r q r
n

P
r

F P c n F

e
c c c c c c q

r

α β

α β
κθ α β

± ± − − + +±

∞
+

± ±± ± ±

≤

= = = − ≤ ≡ <
+

 (3.47) 

Доведення. Розглянемо внутрішній добуток 
( )( ) ( )( ) ( )( ), , ,

1 1
ˆ ˆ ˆ, , ,n n n n n

P P P
F P P P F P Pα β α β α β± ± ± ± ± ±∗ ∗

− −= + − , 

де ( )1nP x∗
−  – многочлен найкращого рівномірного наближення функції ( )F x . Тоді, беручи 

до відома, що ( )( ),
1

ˆ, 0n n
P

P P α β± ±∗
− = , за допомогою нерівності Шварца [460] і співвідношень 

(3.22), (3.21) отримуємо 
( )( ) ( ), , 1/ 2

1 3 1
ˆ ˆ, q
n n n n

P
F P F P P c n F Pα β α β± ± ± ±∗ ± + ∗

− − ∞
≤ − ⋅ ≤ − . 

Далі, внаслідок п'ятої теореми Джексона теорії апроксимації [1573], виконується оцінка 
( ) ( )1 1

1 4
r r

nF P c n F− + +∗
− ∞ ∞

− ≤ , що завершує доведення.  ■ 

Застосування тотожності Парсеваля [460] до різниці функцій (3.44) дає 

( )( )22 ,

1

ˆ,N n
Pn N

F P α βϕ ϕ
∞

− −

= +
− = ∑ ,    (3.48) 
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звідки, на основі оцінки (3.47) при 0r = , випливає, що lim 0N
N

ϕ ϕ
→∞

− = , тобто послідовність 

частинних сум (3.38) ряду Фур'є (3.42) за многочленами Якобі збігається до цієї функції у 
середньому. 

Наступна теорема підсилює цей результат, накладаючи додаткові умови стосовно глад-
кості правої частини ( )F x . 

Теорема 3.1. Якщо ( ) ( ) ( ) ( )1 1,1 , 2 1rF x C r E q+ ⎡ ⎤∈ − ≥ +⎣ ⎦  ( ( )E A  – ціла частина числа 

A ), { }1/ 2 max Re , 1q α β− ≤ ≡ < , то  
lim 0N

N
ϕ ϕ ∞→∞
− = ,     (3.49) 

причому існує стала 5c  така, що 
( )

( ) ( )
( )
( )

2 1
5

1 1/ 22
5

,

sin / 2 1 ,
,

2 1 1 0; 1 .

r q
N

r q

c N

M A B c c F
c M

r q
κ κ

κ

ϕ ϕ

π κ

κ

− − −
∞

+− +

− ≤

⎧ =⎪= = ⎨− − = −⎪⎩

  (3.50) 

Доведення. На основі оцінки (3.47) із співвідношення (3.44) знаходимо  

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( )

, ,

1
,

1
2 1/ 2

1

ˆ ˆsin / ,

ˆ
sin / .

N n
Pn N

n
r

r q
n N

A B P F P

P
A B c F

n

α β α β

α β
κ

ϕ ϕ π

π

∞
− −

∞ ∞= +

∞ +
+− ∞

− +∞ = +

− ≤ ≤

≤

∑

∑

  (3.51) 

Але згідно з (3.21) ( ) ( ), 1/ 2ˆ q
nP c nα β
κ κ κ +

+ ≤ +  і, крім того, виконується нерівність [1047] 

( ) ( )1/ 2 2 1

1/ 2
1 2 1

q r q

r q
n N

n M N
r qn
κκ + − − −∞

− +
= +

+
≤

− −∑ .    (3.52) 

Тоді з (3.51) та (3.52) випливають (3.49) та (3.50). Теорема доведена.  ■ 
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Р О З Д І Л  II 

ЧИСЛОВЕ РОЗВ'ЯЗУВАННЯ СИСТЕМ                                        
СИНГУЛЯРНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 

§ 4. Загальний підхід до розв’язування ССІР 

Розглянемо застосування методів ортогональних поліномів та колокацій до розв'язу-
вання систем сингулярних інтегральних рівнянь (ССІР) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1

, /

; , 1, ; , 1,

m

I M
mp mp mpm m m

j p j mp j mpij ij ij
j m

mp pm
mp j pj p p ip pij ij

L

p p

A f x B t z C l z

K t z f t dt D s x h x F x

x L i j I p m M

= =

′

⎧⎪ ⎡ + + +⎨ ⎣⎪⎩

⎫⎤⎪⎥+ + =⎬⎥⎪⎦⎭

′∈ = =

∑ ∑

∫   (4.1) 

з додатковими умовами, які мають певний фізичний сенс 
( ) ( )1, ; 1,

m

m
j mj

L
f t dt Q m M j I

′

= = =∫ ,     (4.2) 

де  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
´ ´

1 1 1 1

1 1, ln , ,

exp exp ;

m m p

m x
j pm m m

j j j pj j
L L a

mp m p p m m p p

f t dt
t z l z f t t z dt s x f t dt

t z

z i x iy x iy x i

π π

α α

−

= = − =
−

⎡ ⎤= − + − + +⎣ ⎦

∫ ∫ ∫
 

, , ,mp mp mp mp
ij ij ij ijA B C D  – деякі коефіцієнти або гладкі функції; mp

ijK  – ядра типу Фредголь-

ма; ipF  – задані на pL′  функції, що визначаються зовнішнім навантаженням; mjQ  – сталі; h  – 

гладка функція або стала; mpz  – координати відповідної точки pz L′∈  відрізка pL′  у системі 

координат m m mx O y , зв’язаної з центром відрізка mL′ . Координати центра відрізка mL′  в осно-
вній системі координат 1 1 1x O y  дорівнюють 1 1,m mx y ; mα  – кут, утворений віссю m mO x  
(відрізком mL′ ) з віссю 1x  (рис. 4.1). 
 

 
 

Рис. 4.1. Схема відрізків інтегрування 
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Загальна теорія сингулярних інтегральних рівнянь за відсутності логарифмічних ядер 
подана у відомих монографіях [112, 141, 171, 636, 594, 1509], де викладені методи зведення 
сингулярних інтегральних рівнянь за допомогою їхньої регуляризації до фредгольмових рів-
нянь. Однак такий підхід має радше теоретичне значення, оскільки практичне застосування 
регуляризації є досить громіздким. Тому набули поширення прямі наближені методи розв'я-
зування сингулярних інтегральних рівнянь, загальна теорія яких викладена у [358, 376, 825]. 
Вкажемо тут на методи типу Рітца – Гальоркіна (проекційні) а також на ітеративні методи, 
серед яких слід відзначити методи колокацій, механічних квадратур та полігональний [357, 
1684]. Ґрунтовну бібліографію щодо опрацювання та обґрунтування цих методів можна 
знайти в оглядах [164, 165, 357, 707, 1318, 1319, 1684]. Однією з причин привабливості пря-
мих методів є те, що сингулярність типу Коші породжує числово стійкі алгоритми на відміну 
від нестійкості відповідних сингулярних інтегральних рівнянь 1-го роду з неінтегровними 
особливостями [1294]. 

Випадок логарифмічних ядер досліджений менш детально [1267, 1319, 1320]. 
Надалі основну увагу зосередимо на розв'язуванні рівняння (4.1) за умови 0mp

ijA = , 

тобто коли (4.1) складає системи сингулярних інтегральних рівнянь першого роду ( 0mp
ijA ≠ ). 

Однак окремі результати цього розділу будуть стосуватися і сингулярних інтегральних рів-
нянь другого роду. На основі результатів § 3 (формула (3.9)) розв'язок системи рівнянь (4.1), 
(4.2) шукаємо у вигляді ряду за ортогональними многочленами з виділеною кореневою особ-
ливістю 
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Підставляючи (4.3) у (4.1), з урахуванням співвідношень 
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отримаємо систему рівнянь 
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Тут  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ / / / .nn nmp mpmp
n mp m mp m mp m mp mij ij фG z a B K z a C L z a K z a= + +  (4.9) 

Штрих над символом підсумовування Σ  означає, що підсумовування поширюється на всі 
значення m , окрім m p= . 

Підставляючи (4.3) у (4.2), отримаємо співвідношення 

0 .mjmj Q
A

π
=       (4.10) 

Зазначимо, що функцію m
jϕ  можна шукати і у вигляді скінченного ряду за іншою по-

вною системою функцій, зокрема, й за степенями / mt a . Однак практика роботи з такими ря-
дами [978] засвідчила не лише складність побудови визначальних систем лінійних алгебрич-
них рівнянь, але й дуже повільну збіжність процесу, побудованого за схемою методу ортого-
нальних многочленів: під час розв'язування автором плоскої задачі про концентрацію на-
пружень на тонкому пружному включенні у необмеженому тілі навіть 35 членів степеневого 
ряду не могли дати точності в 1 %, забезпечуваної вже 4-ма членами ряду поліномів Чеби-
шева. Тому застосування ортогональних многочленів до розв'язування сингулярних інтегра-
льних рівнянь отримало найбільшого поширення. На користь їхнього застосування можна 
долучити і те, що у фізичних задачах крайні точки області інтегрування є точками геометри-
чної сингулярності і переважно дослідження поводження шуканої функції в околі цих точок 
є головною метою розв'язування задачі. Основну інформацію про це поводження містить ка-
нонічна функція відповідного характеристичного рівняння, яка є ваговою для деякої системи 
ортогональних многочленів. 
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§ 5. Метод ортогональних многочленів 

Застосування до вивчення складних змішаних задач методу ортогональних многочленів 
(МОМ) набуло великого поширення. Сутність його полягає у здійсненні таких кроків. Виді-
ляють особливу частину ядра інтегрального рівняння, до якого зводиться дана мішана зада-
ча, і знаходять власні функції інтегрального оператора, що відповідає цій частині. Переважно 
власні функції формують певну систему класичних ортогональних многочленів (див. п. 3.1). 
Відому функцію, що входить у праву частину інтегрального рівняння, і його розв'язок пода-
ють у вигляді ряду за цими многочленами. Регулярну частину ядра розвивають у подвійний 
ряд. Після цього інтегральне рівняння легко зводять до безмежної системи лінійних алгебри-
чних рівнянь, яку розв'язують методом редукції. Початок застосуванню та розвитку методу 
ортогональних многочленів поклали праці [407, 837, 806, 803, 804, 808, 805, 626, 17, 24, 379, 
1267, 1274].  

Однак, попри вдале застосування такої методики визначення величини похибки, залеж-
ної від кількості взятих членів згаданих вище рядів, відсутнє навіть у найпростіших випад-
ках. Для кожного з них, як правило, здійснюється дослідження регулярності розв'язуваних 
систем лінійних алгебричних рівнянь [377, 969], що дає можливість лише констатувати збіж-
ність процесу, не торкаючись все ж визначення величини похибки. Для складних за структу-
рою інтегральних рівнянь навіть такі дослідження, як правило, не здійснюють, обмежуючись 
констатацією практичної збіжності (порівнюючи числові значення наступних наближень об-
числюваних характеристик з попередніми). 

Точність методу ортогональних многочленів, хоч і неповно, обговорювалася у публіка-
ціях [290, 1267, 1135, 1469, 33*]. У праці М.Шлейффа [33*] на основі узагальнення методу 
редукції доведена збіжність методу ортогональних многочленів для деякого сингулярного 
інтегрально-диференціального рівняння, близького за формою до рівняння Прандтля. У ро-
боті [1435] S.Krenk довів збіжність наближеного розв'язку, одержаного за допомогою методу 
ортогональних многочленів для сингулярного інтегрального рівняння другого роду з особли-
вим ядром типу Коші. Загальніші результати для таких рівнянь випливають зі статті [290], 
де, зокрема, доводиться збіжність наближеного розв'язку до точного у вагових просторах. 

У цьому параграфі на основі одної модифікації загального методу Бубнова–Гальоркіна 
наводиться і обґрунтовується обчислювальна схема методу ортогональних многочленів. В 
ролі власних функцій беруться многочлени Якобі і Чебишева. Доводиться рівномірна збіж-
ність методу ортогональних многочленів, а збіжність у середньому отримується як наслідок 
рівномірної збіжності. Одержані середньоквадратичні і рівномірні оцінки похибок. Ці ре-
зультати застосовуються до сингулярних інтегральних рівнянь з регулярним ядром певного 
типу, що зустрічається у плоских задачах теорії пружності для тіл з включеннями і наклад-
ками скінченної довжини. 

Результати пп. 5.1, 5.2 отримані сумісно з О.О.Євтушенком та ще не публікувалися. 

5.1. Метод ортогональних многочленів у розв'язуванні                                    
сингулярних інтегральних рівнянь другого роду 

Стійкість 

У п. 3.2. досліджене питання побудови наближеного розв'язку характеристичної час-
тини (3.33) сингулярного інтегрального рівняння (3.27) другого роду у вигляді (3.31), де фу-
нкцію ( )xϕ  апроксимують скінченним рядом (3.38). Тепер вивчимо поводження розв'язку 
сингулярного інтегрального рівняння (3.27) у випадку 0C = , виділивши у ядрі K  множник 
λ . Запишемо це рівняння у вигляді  
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і дослідимо поводження розв'язку за малих збурень функцій ( ),K x t  і ( )F x . 

Теорема 5.1. Нехай ( ){ } ( ){ }, іN NK x t F x  – такі  дві послідовності функцій, що  
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а ( )N xϕ  – розв'язок рівняння ( )N N NFλ ϕS K+ = . Тоді норма похибки  
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де позначено 
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оператор R  визначений співвідношенням (3.35). 
Регуляризуючи рівняння 

( ) ( )N N N NF Fλ ε λ ϕS K K K+ = − − + −    (5.5) 
одним із методів роботи [636], отримаємо інтегральне рівняння Фредгольма другого роду 

( ) .N N NG cλ εE Q− = +      (5.6) 
Тут с  – невизначена дійсна стала 
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( ),q t x  – аналогічне до ( ),Nq t x  ядро, з тою лиш різницею, що замість функції ( ),NK t x  бе-
реться ( ),K t x , а Q  – оператор, що згідно з (5.7) відповідає ядру ( ),q t x . Оскільки ядро 

( ),Nq t x  – фредгольмове і, крім того, на основі припущень теореми lim 0N
N

q q ∞→∞
− = , роз-

в'язок інтегрального рівняння (5.5) за теорією рівнянь Фредгольма [1029] для значень пара-
метра λ , відмінних від власних значень оператора Q , має вигляд 

( ) ( ) .N N NG cε λE Γ= + +      (5.8) 
Тут позначено 
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У випадку, якщо індекс κ  сингулярного інтегрального рівняння (5.1) дорівнює 0  або 
1− , сталу c  у розв'язку (5.8) можна вважати нульовою; якщо ж 1κ = , то для визначення c  

слугує умова (3.36), на основі якої 
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Тому якщо 1κ = , слушна оцінка 
.Nc G ∞≤       (5.11) 

Резольвенту ( ), ,N t x λΓ  ядра ( ),Nq t x  мажоруємо рядом  
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З урахуванням (5.11) і (5.12) з (5.8) знаходимо 
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Ряд, який міститься у правій частині нерівності (5.13), збіжний при 

( )1 2 .Nqλ ∞<         (5.14) 

Залишилося отримати рівномірну оцінку для ядра ( ),Nq x t . Для цього вважатимемо, 
що функція ( ),NK t x  – гельдерівська з показником густини 1 20 , 1μ μ< ≤  за переміщеннями 
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Але згідно з (3.23) 
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Таким чином, достовірність оцінки (5.3) доведена.  ■ 
Зауваження 1. Теорема 5.1 справедлива для значень параметра λ , які відмінні від вла-

сних чисел оператора Q  (див. (5.7)) та задовольняють нерівність (5.14).  ■ 
Зауваження 2. В окремих випадках значень 1μ  і 2μ  (див., наприклад, [1122]), інтегра-

ли, що фігурують у визначенні сталих 8c , 9c  , вдається оцінити.  ■ 
Тепер нехай  

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

, ,

0 0

, , ,

ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ ˆ, , , , , .

N N

N N ij ij i
i j

ij ii j i
P PP

K t x F x P t P x

P K x P F P

α β α β

α β α β α β

α β

α βi

− −

= =

− − − −

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑
  (5.16) 

Нагадаємо, що сингулярне інтегральне рівняння для функцій ( ),NK t x  і ( )NF x  має ви-
гляд (5.4) з додатковими умовами 

( ) ( )
1

1
при 1;Nw x x dx Qϕ κ

−

= =∫     (5.17) 

( ) 0 при 1.N N NF ϕ κK∪ − = = −     (5.18) 

Розв'язком рівняння (5.4) буде сума (3.38), де коефіцієнти розвинення nA  визначаються 
зі системи лінійних алгебричних рівнянь 

( )
0

ˆ
ˆ 0, .

sin

N
n

nj j n
j

BA
A n Nκ λ α β

πα
+

=
− = =∑     (5.19) 

У випадку 1κ =  система (5.19) дає 1N +  рівняння для знаходження 2N +  коефіцієнтів 

0 1
ˆ ˆ... NA A + . Додаткове рівняння дає умова (5.17), на основі якої отримуємо залежність (3.41) 

для 0Â . 

Збіжність 

Збіжність обчислювального процесу методу ортогональних многочленів гарантує 

Теорема 5.2. Якщо ( ) ( ) ( ) ( )1 1
11;1 , 2 1 ,rF x r E q^ + ⎡ ⎤∈ − ≥ +⎣ ⎦  

       ( ) ( ) ( ) ( )2 1
2, 1;1 , 2 1rK t x r E q^ + ⎡ ⎤∈ − ≥ +⎣ ⎦  (за обома змінними), де 

( )1/ 2 Re max , 1q α β− ≤ ≡ < , то 
( ) { }2 1

10 1 2, min , .r q
N c N r r rϕ ϕ − − −− ≤ =    (5.20) 

Доведення. Внаслідок неперервності функції ( ),K t x  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,

1 1 1 1

ˆ ˆ, , , ~ .
N

N ij i j
i j N i N j

K t x K t x P x P tα β α β

σ σ
α i i i

∞ ∞ ∞
− −

= = + = + =
− = +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

Тоді для функції ( )*
NK xΔ  вираз (5.4) можемо записати  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
, ,*

2 2
1

1 1
, , ,

1 1

1 ˆ ˆ; ,

ˆ ˆ ˆ; , sin .

N ij j i

iji i i

K x w t t P t aw x P x
A B

B dw t P dt w t t P x P t dt
x B

α β α β

σ

α β α β α β
κ

σ

ϕ α α β

τ παα β τ ϕ α
π τ

Δ − −

−

− −
+

− −

= − − −
+

⎫⎪− − − = −⎬− ⎪⎭

∑∫

∑∫ ∫
 

Тут враховано, що згідно з [1276] 2 2 2 2/ sinA B B πα+ = .  
Позначимо  

( ) ( ) ( )( ),* ˆ, ,j jx K x P α βψ = .  

На основі леми 3.1 
( ) ( ) ( )2 21/ 2 1

2 .r q r
ij jc i xα ψ− − + +−

∞
≤  

Застосувавши цю ж лему до ( ) ( )2 1r
j xψ + , отримаємо 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21/ 2 1/ 2 1 , 1
2 2

r q r q r r
ij c c i j Kα − − + − − + + ++ −

∞
≤  

і тоді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2

1/ 2 1/ 2
, , 1 , 12

2 2 1/ 2 1/ 2
ˆ ˆ

q q
r r

ij i j r q r q
i j

P P c c c K
i j

α β α β
κκ

σ σ

κ
α

+ +
+ ++ −

+ − + − +∞∞ ∞

+
≤∑ ∑ .  (5.21) 

Розглянемо окремо кожний доданок в кожній частині нерівності (5.21) [1047] 
( ) ( )

( )

( ) ( )

2

2 2

2

2 2 2 2

1/ 2 2 1

21/ 2 2
21 1

1/ 2 2 1

1/ 2 2 2 2 1
21 1

1 12 , ,
2 1

1 1 1 1, 1 ,
2 1 2 2 1

q r q

r q r q
i j n

q r q

r q r q r q r q
i n j

nM r q
r qi j

M n M
r qi j

κ

κ

κ
ζ

κ

+ − − −∞ ∞

− + −
= = +

+ − − −∞ ∞

− + − − − −
= + =

+
≤ − ≤

− −

+
≤ ≤ = + +

− − −

∑ ∑

∑ ∑
  (5.22) 

( )xζ  – дзета-функція Рімана [191]. 
З урахуванням (5.22) маємо 

( )

( ) ( ){ } ( ) ( )

2

2 2

2 1*
11

1 , 12 2 3
11 2

2

,

sin
2 .

2 1

r q
N

r r

K c N

M c c c c
c M r q K

B r q
κ κπα

ζ ϕ

Δ − − −

∞
+ −

+ +
∞∞

≤

= + − ⋅
− −

 (5.23) 

Аналогічно, для ( )*
NF xΔ  знаходимо 

( )1 2 1*
5 .r q

NF c NΔ − − −

∞
≤     (5.24) 

Тепер з (5.2), (5.23) випливає (5.20), причому 10 5 6 11.c c c c=  
Норма збіжності буде тим вищою, чим більший ступінь гладкості регулярного ядра і 

правої частини вихідного сингулярного інтегрального рівняння.  ■ 

5.2. Збіжність методу ортогональних многочленів за розв'язування                         
сингулярного інтегрального рівняння першого роду 

Якщо у рівнянні (3.27) 0, 0A C≡ = , то у рівнянні (5.1) оператор TS H=  і отримуємо 
відповідні результати для сингулярного інтегрального рівняння першого роду. У цьому ви-
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падку 1
2

L
M

α
β

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= − +⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
. Зокрема, якщо зафіксувати 1κ = , то 1

2
α β= = −  і буде справедли-

вим перехід (3.24) від поліномів Якобі до поліномів Чебишева першого роду; якщо ж 1κ = , 

то 1
2

α β= =  і буде справджуватися перехід (3.25) від поліномів Якобі до поліномів Чебише-

ва другого роду з відповідним модифікуванням усіх тверджень та залежностей. 
Вибір параметрів ,α β  характеристичної функції поряд з індексом κ  сингулярного 

інтегрального рівняння (його характеристичної частини) визначає клас ( ) ( ), fα βΠ , у якому 
шукають розв'язок f  рівняння. Визначальними є фізичний зміст функції f  та конкретні 
особливості задачі. Якщо f  має зміст напружень, деформацій чи теплових потоків, то її мо-

жна шукати в класі ( ) ( )1/ 2, 1/ 2 fΠ − − ; якщо ж f  є величиною типу переміщень чи температу-

ри, то вона належатиме до класу ( ) ( )1/ 2,1/ 2 fΠ . У аеро- та гідромеханіці переважно наклада-

ють умову Кутта [55] 
( )

( )
1 1

lim 0
x

f x
→−

=  і тому розв'язок шукають або у класах ( ) ( )1/ 2, 1/ 2 fΠ − , 

або ( ) ( )1/ 2,1/ 2 fΠ − . 
У ролі ядра Фредгольма рівняння (3.27) розглянемо функцію  

( ) ( ) ( )1, sign , ,
2

K t x x t k t x= − +     (5.25) 

де ( ),k t x  – неперервна (за обома змінними) функція. 
Ядра такого типу зустрічаються в задачах плоскої теорії пружності про передачу пла-

стинкам навантаження від накладок і тонкостінних включень скінченної довжини [1505, 626] 
та ін. 

Для визначеності покладемо індекс сингулярного інтегрального рівняння 1κ =  та 
вважатимемо без зменшення загальності, що 1B ≡  (подібний аналіз для випадків 0κ =  і 

1κ = −  можна здійснити аналогічно). Тоді подібно до (5.16) 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( )( )( ) ( )

1

0 0

2
2 2 22

ˆ ˆ, , , ,

4 11ˆ ˆ, sign , cos ,
2 21 1 2

ˆ ˆ ˆ, , , , , .

N N

N N ij ij j i i
i j

ij i j
T U

ij i j i iT UU

K t x F x B T t U x

j i j
B U x T

i j i j

U k x T F U

α β

π

α β

i

i

−

= =

⎧ ⎫⎪ ⎪= +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎛ ⎞ + +⎛ ⎞= − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎝ ⎠⎝ ⎠ + − + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= =

∑ ∑

   (5.26) 

Послідовність сингулярних інтегральних рівнянь для функцій ( ) ( ), ,N NK t x F x  за-
пишеться 

( )
( )

( ) ( ) ( )
1 1

2 2
1 1

,1

1 1
N N N

N
t K t x t

dt dt F x
t x t t

ϕ ϕ
λ

π
− −

+ =
− − −

∫ ∫ ;   (5.1) 

( )1

2
1

.
1
N t

dt Q
t

ϕ

−

=
−

∫      (5.28) 

Розв'язок рівнянь (5.27), (5.28) шукаємо у вигляді 
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( ) ( ) ( )
0 0

ˆ ˆˆ , 2 /
N N

N i i i i i i i
i i

x AT x AT x A Aϕ ε π
= =

= = =∑ ∑ ,   (5.29) 

причому на основі (5.28) 0
ˆ /A Q π= , 0 /A Q π= . Інші коефіцієнти розвинення (5.29) 

{ }1
ˆ ˆ... NA A  чи { }1... NA A  визначаються зі системи лінійних алгебричних рівнянь 

1

ˆ ˆ ,
N

ij j i
j

a A β
=

=∑       (5.30) 

де  

( ) ( ) ( )1, 1, 1 1,0 1,0 0
ˆ ˆ, , 1, .ij ij i j i j i i i ia B B A i j Nδ λ α β β α− − − − −= + + = − + =  (5.31) 

Збіжність процесу доводить 

Теорема 5.3. Якщо ( ) ( ) ( ) ( )1 1
11;1 1rF x C r+∈ − ≥ , ( ) ( ) ( ) ( )2 1

2, 1,1 1rK t x C r+∈ − ≥  
(за обома змінними), то 

( ) ( ) { }1 2
12 13 1 22 1 2 3 , min , .r

N c n c N N r r rϕ ϕ − −−
∞

⎡ ⎤− ≤ + − + + =⎢ ⎥⎣ ⎦
  (5.32) 

Доведення. Оскільки ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ, ,N ij ij i jK t x K t x B U x T t
σ

α− = +∑ , де 

( ) ( ) ( )
0 1 0

~ ,
i j n i n jσ

i i i
∞ ∞ ∞ ∞

= = + = =
+∑ ∑ ∑ ∑∑  то для функції ( )*

NK xΔ  (5.3) при 1/ 2α β= = −  маємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

*
1

1

1 ˆ ˆ .N ij ij j jK x s B T s T x ds
σ

ϕ α
π

Δ +
−

= +∑∫  

Ввівши ( ) ( )( )* ˆ, ,j j
T

x k x Tψ =  і застосувавши лему 3.1, отримаємо 

( ) ( ) ( )22 11
42 .rr

ij jc i xα π ψ +− +

∞
≤  

Повторне використання цієї ж леми дає 
( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 , 1 1 12

4 .r r r r
ij c k i jα π + + − + − +

∞
≤  

і тоді 
214 ,r

ij c n
σ
α π −≤∑      (5.33) 

де 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2

1 , 1 14
14 2

2
1 , 1 1/ 2 1/ 2 1 .r r r rc

c k M r M
r

ζ+ + +

∞
⎡ ⎤= + + = + + −⎣ ⎦  

На основі виразу (5.26) для ijB  неважко показати (див. 1.421.1–1.421.3 [191]), що 

( ) ( ) ( )1 1 20,25 2 1 2 1 2 3 .ijB N N N
σ

π − − −⎡ ⎤≤ − + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦∑    (5.34) 

З урахуванням нерівності (5.33) і (5.34) для функції ( )*
NK xΔ виконується така рівномі-

рна оцінка 

( ) ( ) ( ){ }2 1 1 2*
142 0,25 2 1 2 1 2 3 .r

NK c N N N NϕΔ − − −−−
∞∞

⎡ ⎤≤ + − + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
 (5.35) 
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Подібним чином для ( )*
NF xΔ  отримуємо 

( ) ( )11 1*
15 15 4, .rr

NF x c N c c FΔ +−
∞ ∞
≤ =     (5.36) 

Тому з використанням (5.35), (5.36) нерівність (5.2) дає 

( ) ( ) ( )1 1 2
12 13 2 1 2 1 2 3 ,r

N c N c N N Nϕ ϕ − − −−
∞

⎡ ⎤− ≤ + − + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
  (5.37) 

де 

( )

( ) ( ) ( )

12 6 14 15 13 6

1 2

6 2
0 1

2 , 0,25 ,

, 112 , , .
i N

N N
i

c c c c c c

K s t s ds
c q q t x

s x

ϕ ϕ

λ
π

∞ ∞

∞

∞
= −

= + =

−
= = −

−∑ ∫
 

Безмежний ряд, що фігурує в означенні сталої 6c  , буде збігатися за умови (5.14). При 
цьому легко побачити, що врахування членів, що містять степені λ  до m -ї включно, приво-
дить до похибки, що не перевищує [594] 

( ) 1

0
2

.
1 2

m
N

N

q

q

λ
ε

λ

+

∞

∞

⋅
=

− ⋅
     (5.38) 

Оцінюючи ядра ( ),Nq t x , маємо 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

211 1

12 2
0 0 0 01

ˆ 11 1ˆ ˆ ˆ, .
N N N N

j
N ij ij j ij ij i j

i j i j

T s s
q t x B T t ds B T x T t

s x
α α

π π

− −

+
= = = =−

−
= − + = − +

−∑ ∑ ∑ ∑∫  

Звідси з урахуванням (5.33), (5.34) знаходимо 
( ) ( )2 21 , 12 2

4
2 0,25r r

Nq M c k
π

+ +
∞ ∞

⎡ ⎤≤ +⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Отримані у цьому підпункті результати для одного рівняння (3.27) 
(при 0, 1, 0А В С= = = ) легко узагальнюються на випадок системи рівнянь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

11 1

1 , 1; 1, .
r

i
ij j i

j

f t
dt K x t f t dt F x x i I

t x
λ

π =− −

+ = ≤ =
− ∑∫ ∫          (5.39) 

Зокрема, послідовність наближень (5.28) збігається за малих λ , що задовольняють не-
рівності 

1

1 2 1
max 2 ,

r

ijN
i j

qλ

−

∞≤ ≤ =

⎧ ⎫⎪ ⎪≤ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑      (5.40) 

де 

( )
( ) 21

2
1

, 11, .ij
ijN

K s t s
q t x ds

s xπ −

−
= −

−∫  

5.3. Основна схема методу ортогональних многочленів                                    
для системи сингулярних інтегральних рівнянь першого роду 

Якщо домножити кожне з рівнянь (4.8) на систему функцій 

( ) ( ) ( )2 2 / 0, 1; [ ; ]k p p p k p p p pK x a x U x a k N x a a= − = − ∈ −   (5.41) 
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і зінтегрувати по px  в межах від pa−  до pa , то отримаємо систему лінійних алгебричних 
рівнянь, споріднену з  

( )

{ } ( ) ( ) ( ){ } ( )

1 0 1

2 2

1, ; 1, ; 0, 1 ,

, , / , / , / ,
p

p

I N M
p mppj mj

n n ipknk nk
j n m

a
p mp p mp

ipk n p p n mp m ip p p p k p pnk nk
a

A H A G F i I p M k N

H G F H x a G z a F x a x U x a dt

= = =

−

⎡ ⎤
+ = = = = −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

= −

∑ ∑ ∑

∫
  

(5.42) 
що разом із рівнянням (4.10) реалізує метод ортогональних многочленів [626]. 

У порівнянні з іншими методами розв'язування систем сингулярних інтегральних рів-
нянь (колокацій та механічних квадратур [706]) метод ортогональних многочленів найзруч-
ніший та вимагає найменших витрат машинного часу, однак його незручно або складно за-
стосовувати, коли у рівняння входять складні ядра Фредгольма і функції ipF . 

Розглянемо окремо випадок, коли m p=  (тоді mp pz x= ) і ядро Фредгольма 

( ) ( ), ,pp pp
pp pij ijK t z K t x=  має вигляд 

( ) ( ) ( ) ( )1, , sign ,
2

pp pp
pp p p pij ijK t z K t x x t h x= = −    (5.43) 

де 

( ) ( ) ( )
1/ 22

0 1 / ~ , 1 .ph x h x a x a a
β

β⎡ ⎤= − ≤ ≥⎢ ⎥⎣ ⎦
   (5.44) 

Для такого ядра справедливий зв'язок з ( )pj ps x : 

( ) ( ) ( ) ( )1, .
2

p

pp p
pp pj p pj pij j

L
K t z f t dt s x A h x

′

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦∫   (5.45) 

Тоді 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

arcsin / 0 ,
1/ / sin arccos /

1 ;

p p
np

n p p p pф p pp

x a n

H x a K x a n x ah x n
n

⎧ =
⎪⎪= = ⎨ ⎡ ⎤

⎣ ⎦⎪− ≥⎪⎩

 (5.46) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

0 0,1

sin2
, 1 ,

14

12 1 , 1 .
2

p
m mp pnk

nk nk
m mm

m
m

nH
H H

h n np

n k n

β
β

ν
ππ ν

ν ν

ν
β

Γ
Γ Γ=

= − = −
+ + −

= + − = −

∑
  (5.47) 

Зокрема, 
( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )

2
0

1,22 2 2

22 2 2
0

4 1 sin

2

4 1
парне ,

2 ;
2

0 непарне ,

p
n knk

k n
H B

n k n k

k
k n k nn k n k n

k n

π∞
−

+
= − ≡ − =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎧ +

+ −⎪ +⎪ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + −= − =⎨ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎪

+ −⎪⎩

  (5.48) 
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1 1.
2

p k
nnkH

n
π
δ +=      (5.49) 

Значення β = ∞  відповідає сталому значенню функції ( ) 0ph x h= . 

Для стислості подальшого запису розглянемо одне рівняння ( 1p = , 1 ~a a , ~mjA A , 

~mj
n nA A ) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1, , [ ; ]

a a

a a

f t dt
t x K t x f t dt F x t x x L a a

t xπ
− −

′+ = = ∈ = −
−∫ ∫   (5.50) 

з додатковою умовою 

( ) .
a

a
f t dt Q

−

=∫      (5.51) 

Тоді аналог рівняння (4.8) набуде вигляду 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
0

1/ 22 2

/ / ,

/ , / ,

N
n n n n

n
a

n n
a

A U x a A H x a F x x a

H x a aK t x T t a a t dt

+
=

−

−

⎡ ⎤+ = ≤⎣ ⎦

= −

∑

∫
  (5.52) 

а відповідник системи лінійних алгебричних рівнянь (5.42), (4.10) методу ортогональних 
многочленів – квазірегулярна [969] система 

{ } ( ) ( ){ } ( ) ( )

1 0 0 0
0

2 2

, ,
2

, / , / 0, 1 .

N
k nk n k k

n
a

nk k n
a

QA H A F H A A

H F H x a F x a x U x a dt k N

π
π+

=

−

+ = − =

= − = −

∑

∫
  (5.53) 

Для ядра ( ) ( ) ( )1, sign
2

K t x x t h x= − , де функція ( )h x  визначена формулою (5.44),  

0~ p
nk nkH H hβ− . 

Якщо функцію ( )F x правої частини рівняння (5.52) можна подати у вигляді суперпо-
зиції функцій 

( ) ( ) ( )
3

1 2 1 2 2
1

, , ,r r r r
r

F x J x b J x bα α−
=
⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑     (5.54) 

де 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

3

1 2 32 2 2 2 22 2

2 5 4

4 5 62 3 32 2 2 2 2 2

, , , , , ,

, , , , , ,

b x bJ x b J x b J x b
x b x b x b

xb b xbJ x b J x b J x b
x b x b x b

= = =
+ + +

= = =
+ + +

 

то на основі теорії лишків [635, 112] 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 4 5 6

2 1 2 4 1 3

2 4 6 1 3 5

1 , , , , , , , , , , ,

1 1, , , , , , , , , ,
2 2

3 1 1 1, , , , , , ,
8 2 8 2

dtJ x b J x b J x b J x b J x b J x b
t x

J x b J x b J x b J x b J x b J x b

J x b J x b J x b J x b J x b J x b

π

∞

−∞

=
−

⎧− − − − +⎨
⎩

⎫− − − − + + ⎬
⎭

∫

  (5.55) 

і очевидно, що інтеграл типу Коші від функції ( )F x  теж буде суперпозицією цих же функ-
цій: 

( ) ( ) ( ) ( )
3

1 2 1 2 2
1

1 , ,r r r r
r

F t dt
T x J x b J x b

t x
β β

π

∞

−
=−∞

⎡ ⎤≡ = +⎣ ⎦− ∑∫ .  (5.56) 

Для функцій ( ),rJ x b  на проміжку [ ; ]a a−  слушні одержані на основі формули (3.616.7) 
[191] розвинення 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 1 2
0

2 2 2 1
0

, , / ,

, , / 1, 2,3 ,

l
r r l

l

l
r r l

l

J x b J a b U x a

J x b J a b U x a r

∞

− −
=

∞

+
=

=

= =

∑

∑
     (5.57) 

де 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
23 2

1 3 32

16 sign 1 1 12sign
, , , ,

1

ll
l l B b c l c cb cc

J a b J a b
a a c

+⎡ ⎤− + +− ⎣ ⎦= =
−

 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( )

2 2 2 25 3

5 52

32 sign 1 2 1 1 2 1 1
, ,

1

l
l

B b c c c l c c l c c
J a b

a c

+⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − + + + − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦= −
−

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

2 21
2

2 4 2

24 2 2 2 3
2

2
6 32

8 12, , , , 1 2 1 , 1 2 ,
1

16 2 3 1
, , 1 , / .

1

ll
l l

l

l

B l ccJ a b J a b c B c c B c
a a c

B l c l c c
J a b c B B B b a

a c

++

+

+
= − = − = + − + = −

−

⎡ ⎤
+ − + −⎢ ⎥⎣ ⎦= − = − + − =

−

 

Тому 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

3
2 2

21 21 1 2 1 2 2
1

3
2 2

2 2 1 1 2 1 2 2
1

, , , , ,

, , , , .

a
l l

l r r r r
ra

a
l l

l l l r r r r
ra

T x U x U x a x dx J a b J a b

F F x U x U x a x dx J a b J a b

β β

α α

− −
=−

− −
=−

− =

= − =

∑∫

∑∫
 (5.58) 
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§ 6. Застосування методу ортогональних многочленів до сингулярних                
інтегральних рівнянь з ядрами Фредгольма типу інтегралів Фур'є  

Обмежимося одним проміжком інтегрування та однією функцією стрибка ( 1I M= = ) і 
розглянемо ядра Фредгольма виду [977]  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

sin1, , якщо , 0.
cos

pt x
K t x G d G o e p

t x
ξξ

ξ ξ ξ ξ
ξπ

∞
−⎧ ⎫⎡ ⎤−⎪ ⎪⎣ ⎦= = → ∞ >⎨ ⎬⎡ ⎤−⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∫     (6.1) 

Замінимо безмежну межу інтегрування додатним числом 0R >  і апроксимуємо ядро 
виразом 

( ) ( ) ( )
( )

1

0

sin
,

cos
Ry t xRK t x G Ry dy
Ry t xπ

⎧ ⎫⎡ ⎤−⎪ ⎪⎣ ⎦≅ ⎨ ⎬⎡ ⎤−⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∫ .    

(6.2)
(6.3)

 

Скористаємося розвиненнями [525] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2

2

' '
2 1 2 1 2 2

0 0

'
2 1 1 2 1

1

'
2 2

1

sin 2 1 , cos 2 1 ,

2 2 ,

2 2 ,

N N
i i

i i i i
i i

N

p p i p i i
i

N

p p i p i i
i

t J T t t J T t

J kx J k J k T x

J kx J k J k T x

ξ ξ ξ ξ+ +
= =

+ + + − +
=

+ −
=

≅ − ≅ −

≅

≅

∑ ∑

∑

∑

  (6.4) 

де ( )iT x  – многочлени Чебишева першого роду; ( )iJ x  – функції Бесселя першого роду; 

1 2,N N  – цілі додатні числа; штрих означає, що перший член суми домножується на 1/2. 
Підставимо (6.2) – (6.4) у вирази 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2

,
,

a a
n

nk n k n
a a

K x t T t dt
H H x U x a x dx H x

a t− −

= − =
−

∫ ∫ .  (6.5) 

Змінимо порядок інтегрування та використовуючи формули (4.4), (4.11), одержимо для ядра 
(6.2)  

( )

( )

2 2

2 2

2
2 1,2 2 1 2 1,2 12 12

0 0

2 1
2 ,2 1 2 2 ,222 1

0 0

2 1 , 0,

2 1 , 0

N N
p l j ji

p l p p lil
i j

N N
p l j ji

p l p p lil
i j

H T S G H

H T S G H

π

π

+
+ + + ++

= =

+ +
+ +

= =

≅ − =

≅ − − =

∑∑

∑∑
   (6.6) 

та для ядра (6.3) 

( )

( )

2 2

2 2

2
2 ,2 2 2 ,2 122

0 0

2 1
2 1,2 1 2 1 2 1,22 12 1

0 0

2 1 , 0,

2 1 , 0,

N N
p l j ji

p l p p lil
i j

N N
p l j ji

p l p p lil
i j

H T S G H

H T S G H

π

π

+
+

= =

+ +
+ + + +++

= =

≅ − =

≅ − =

∑∑

∑∑
   (6.7) 

де 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 1 1 2 2 2
1

2
0

, , / 2,

, .

i i
p p i p i p p i p i

j j j j
i jik k k

T J R J R T J R J R R R

S T T G G Ry T y T y dy

+ − + + + −

+

= = =

= + = ∫
  (6.8) 

Для обчислення інтегралів j
iG  використовуємо розвинення 

( ) ( ) ( )
3

3
0

0
N

k k
k

G Ry g T y N
=

≅ >∑      (6.9) 

і тоді 

( ) ( ) ( )

3

0
1

0

,

1 1 11 cos .
8 1 2

N
j

k ijki
k

ijk i j k
i i j j k k

G g g

i j kg T y T y T y dy
i j k

π

=

=± =± =±

≅

⎡ + + + ⎤⎛ ⎞= = − ⎜ ⎟⎢ ⎥+ + + ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑

∑ ∑ ∑∫
 (6.10) 

Попри позірну громіздкість процедури обчислення nkH  вона виявилася простою, ефек-
тивною та легкою щодо програмування на комп'ютері. Коефіцієнти kg  розвинень (6.9) ви-
значають ефективним методом [526],  

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

0
1

0
1

1

1

1 1 ,

1 2 1, cos ,
1 1 2

2 2 1cos 1, ,
1 1 2

N

n n
n

N

l l
l
N

m l
l

G y g T y y

lg G y y
N N

l mg G y m N
N N

π

π

=
+

=
+

=

= − < <

−⎛ ⎞= = ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

−⎛ ⎞= =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∑

∑

∑

   (6.11) 

що використовує ортогональність поліномів Чебишева; у вирази для коефіцієнтів (6.8) вхо-
дять функції Бесселя різних порядків але від одного аргументу, які швидко і легко обчислю-
ються економним методом [525].  

Суть цього методу полягає у тому, що для якогось великого значення цілого порядку 
1M +  (для зручності M  – парне) вважається, що функція Бесселя ( )1 0MJ x+ = , а функція 

порядку M  є дуже малою величиною ε , близькою до машинного нуля ( ( )MJ x ε= ). Далі, 
використовуючи тричленну рекурентну формулу для циліндричних функцій у її зворотному 
поданні ( ) ( ) ( )1 12Z x Z x x Z xν ν νν− += −  (8.471.1) [191] послідовно для , 1,...,1M Mν = − , об-
числюють функції ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0, , ,...,M M MJ x J x J x J xε� � � �

− − −= . Ці значення позначено хвиль-
кою, бо оскільки за число ε  взяте довільне число, то вони є хибними. Однак виявляється, що 
усі ці хибні значення пропорційні до дійсних значень з одним і ти же коефіцієнтом пропор-
ційності: ( ) ( ) ( )0,m mJ x kJ x m M� = = . Для обчислення цього коефіцієнта можна скористати-

ся формулою (8.512.1) [191] ( ) ( )0 2
1

1j
j

J x J x
∞

=
+ =∑ , відповідно до якої  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
/ 2

0 2
1

, 0,
M

m
j m

j

J x
k J x J x J x m M

k

�
� �

=
≈ + = =∑ .   6.12) 
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Потреба у застосуванні цього алгоритму спричинена тим, що застосування прямих рекурент-
них формул внаслідок заникання зі збільшенням порядку функції Бесселя відбувається 
“з’їдання” кількості значущих цифр у обчислених функціях Бесселя, так що починаючи з 
якогось значення порядку в обчислених значеннях вже немає жодної вірної цифри і обчисле-
не таким чином значення є цілком випадковим числом. 

Верхні межі інтегралу (6.1) та сум (6.6), (6.7), (6.9), (6.12) (сталі 2 3, , ,R N N M ) виби-
рають з огляду на необхідність забезпечення певної точності обчислень. На 1N  обмеження 
тут не накладають. 

 

§ 7. Метод колокацій  

Матеріал пп. 7.1–7.4 був отриманий сумісно із Й.З.Піскозубом і ще не публікувався. 

7.1. Загальні передумови  

Вважатимемо 0A =  і розглянемо відповідне до (3.27) сингулярне інтегральне рівняння 
першого роду, у якому без зменшення загальності можна вважати теж 1B = . Тоді у рівнянні 
(5.1) оператор TS H=  і отримуємо відповідні результати для сингулярного інтегрального 

рівняння першого роду. У цьому випадку 1
2

L
M

α
β

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= +⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
. Зокрема, якщо 1κ = − , то 

1
2

α β= = −  і аналогічно до § 5 буде справедливим перехід (3.24) від поліномів Якобі до по-

ліномів Чебишева першого роду. Це означає, що ( ) ( ) ( )f x w x xϕ= , де ( ) ( ) 1/ 221w x t
−

= − ; 

операторне рівняння (3.32) для визначення ( )xϕ  має вигляд 

( ) ( ) ( )1 2 1T F x xϕH K K+ + = ≤ ,      (7.1) 
де 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1
1 1

1 1/ 22
2

1 1

1 , ln ,

, , 1 .

T
Cx dt x x dt

n x n

x K x dt t x dx
ξ

ϕ ε
ϕ ε ϕ ϕ ξ ξ ε

ξ

ϕ ϕ ξ ξ ξ ξ

H K

K

− −

−

− −

= = −
−

= = −

∫ ∫

∫ ∫
  (7.2) 

У цьому випадку оператори TH , 1K , 2K  здійснюють відображення з гільбертового просто-

ру 2
TL  у 2

UL  . Тому вважатимемо, що ( ) 2 [ 1, 1]UF x L∈ − . 
Ідея методу колокацій (МК) полягає у тому, що наближений розв'язок сингулярного ін-

тегрального рівняння (7.1) шукають у вигляді 

( ) ( ) ( ) 2

0
, [ 1; 1]

N

N n n n T
n

x a A x A x Lϕ
=

= ∈ −∑ .     (7.3) 

Означають нев'язку формулою 
( ) ( ) ( ) ( )1 2N T Nr x x F xϕH K K= + + −      (7.4) 
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і обчислюють N  точок колокації ( ){ } [ ]1; 1i
Nx ∈ − . Тоді коефіцієнти { }0

N
na  можна обчислити, 

вимагаючи, щоб у точках колокації нев'язка була нульовою: ( )( ) ( )0 1,i
N Nr x i N= = . Це поро-

джує систему N  лінійних алгебричних рівнянь щодо { }0
N

na . Вважаючи, що матриця 

( ) ( )( )1 2
i

T nA xH K K+ +  ( ), 1,n i N=  несингулярна, отримаємо загальний клас методів ко-

локації для наближення ( )N xϕ . 
Найзручніше в ролі базових елементів ( )nA x  взяти ортонормовану систему функцій 

( )n̂T x  чи ( )nT x . Тоді розв'язок (7.4) можна подати у вигляді 

( ) ( ) ( )
0

ˆ ˆˆ ˆ, , ,n n n n Tn
x a T x a Tϕ ϕ

∞

=
= =∑     (7.5) 

а його наближення – притятим рядом (5.13). 
У ролі точок колокації обиратимемо нулі функції ( )NU x  чи відповідно ( )ˆ

NU x , що 
мають вигляд 

( ) ( ) ( )cos 1 1,i
Nx i N i Nπ⎡ ⎤= + =⎣ ⎦ .     (7.6) 

Такий вибір обґрунтований як за допомогою методу найменших квадратів [358, 1174, 
1267], так і методу Гальоркіна [1295, 1684, 1688], де нулі функції ( )NU x  з'являються як вуз-
ли квадратурних формул типу Ґаусса–Якобі для вагової функції ( )NU x . В результаті маємо 

систему N лінійних алгебричних рівнянь для визначення 1N + -ї сталої { }0
ˆ N
nA  чи { }0

N
nA . 

Додаткове рівняння, якого бракує, 

0Â Q π=   чи  0A Q π=      (7.7) 
дає умова (3.36) чи (5.12). 

Для розглядуваного випадку виконуються залежності (3.221), (3.232), (3.231), (3.232). Зо-
крема з останніх двох маємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1
1
1

1
1

ˆ1ˆ ˆ ˆ 0 ,

ˆ1ˆ ˆ .

n
T n n

n
U n n

T
T x dT U x U x

n x

U
U x dT T x

n x

ε
ε

ξ

ε
ε

ξ

H

H

− −
−

+
−

≡ = ≡
−

≡ = −
−

∫

∫
   (7.8) 

Зазначимо теж, що 

( )
( )

( ) ( )
1

2

ln 2 0 ,
2ˆ

ˆ ˆ ˆ 1 .
2

n

n n n

C n
T x

C CT U U x n
n n

πK

−

⎧ − =⎪⎪= ⎨
⎪ ⎡ ⎤− = − ≥⎣ ⎦⎪⎩

   (7.9) 

7.2. Обґрунтування операторного подання  

Доведемо законність подання сингулярного інтегрального рівняння (3.27) при 1A = , 
1B =  у вигляді (7.1). Для цього розглянемо два комплексні гільбертові простори iH ( )1, 2i =  
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з внутрішнім добутком ( ), i⋅ ⋅  та нормою i⋅ . Розглянемо множину лінійних обмежених 
операторів 

1 2 1 2[ , ] { : , лінійний обмежений оператор}H H H HH H
� � � � � �

= → − . 

Означення 7.1. Нехай 1 2[ , ]H HH
� � �
∈ . Якщо 12 1x x x HH

�
= ∀ ∈ , то H

�
– ізометрія. Якщо до 

того ж H
�

 має обмежений обернений оператор, то H
�

 – унітарний. 

Теорема 7.1 [278]. Нехай 1H
�

 гільбертовий простір з ортонормованим базисом { }0nA ∞ . Необ-

хідною і достатньою  умовою унітарності оператора 1 2[ , ]H HH
� � �
∈  є ортонормованість  

в 2H
�

 базису { }0nAH
�

∞ . 

Означення 7.2. Нехай 1 2[ , ]H HH
� � �
∈ . Спряжений до H

�
 оператор *H

�
 визначається співвід-

ношенням ( ) ( )1 2* , ,x y x yH H
� �

= , де 2x H
�

∈ , 1y H
�

∈ . 

Теорема 7.2 [1295]. Якщо 1 2[ , ]H HH
� � �
∈  – унітарний, то 1*H H

� �
−= . 

Означення 7.3. Нехай 1 2[ , ]H HT
� � �
∈  і { }0nA ∞  ортонормований базис в 1H

�
. Якщо 

2
2

0
n

n
AT
�

∞

=
< ∞∑ , то T

�
 називають оператором Гільберта–Шмідта. 

Теорема 7.3 [278, 1295]. Якщо T
�

 – оператор Гільберта–Шмідта, то T
�

 – компактний. 
Ґрунтуючись на теоремах 7.1–7.3 доведемо теорему 7.4, яка підсумовує основні власти-

вості введених інтегральних операторів (7.2). 
Теорема 7.4. Нехай TH , 1K , 2K  визначають обмежені лінійні оператори з 2

TL  у 2
UL . 

Окрім того, TH – унітарний; 1K , 2K  – компактні. 

Доведення. З використанням співвідношень (7.8), (7.5), де { }0n̂T
∞

 та { }0
ˆ

nU
∞

 визнача-

ються формулами (3.26), TH  як обмежений оператор з 2
TL  у 2

UL  можна єдиним чином пода-
ти у вигляді  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ, ,T n T n n T nT Tn n
x T T x T U xϕ ϕ ϕH H H

∞ ∞

−
= =

= =∑ ∑ .  (7.10) 

Оскільки { }0
ˆ

nU
∞

 – ортонормований базис в 2
UL , то з теореми 7.1 випливає, що TH  – 

унітарний, причому *
T UH H= , який визначений (7.8). 

За першою формулою (7.8) подамо 2 2
1 : T UL LK →  у вигляді 

( ) ( ) ( )1 1
0

ˆ ˆ, n nTn
x T T xϕ ϕK K

∞

=
= ∑ ,     (7.11) 

вважаючи, що сума (7.11) збігається за нормою 2
UL . Щоб у цьому переконатися, зазначимо, 

що 

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2

2 2
1 1 1

2 2

ln 2 4 0 ,

ˆ ˆ ˆ, 4 1 ,

2 1 .
n n nU U

C n

T T T C n

C n n

K K K

⎧ =
⎪
⎪= = =⎨
⎪

>⎪
⎩

   (7.12) 
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Отже сума (7.11) збігається. Окрім того, оскільки 
2

1 n̂ U
TK  має порядок 21 n , то збіга-

ється сума 
2

1
0

n̂ U
n

TK
∞

=
∑  і за теоремою 7.3 маємо, що оператор 1K  – компактний. Далі – вико-

ристання нерівності Буняковського–Шварца дає 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 1 12 22 2

2
1 1 1

, ,x K x dt dt K x dtξ ξ ξ ξ ξ ξ ξϕ ϕ ϕK
− − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥≤ ⋅ ≤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ . (7.13) 

Оскільки функція ( ),K xξ  обмежена, то  

( ) ( ) ( )
1 1

2

1 1
, ;K x dt duξ ξ ξ

− −

< ∞∫ ∫      (7.14) 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 22
2

1 1
,TUx K x dt duπ ξ ξ ξϕ ϕK

− −

≤ ∫ ∫    (7.15) 

і звідси 
( )2 TUx Mϕ ϕK ≤ .      (7.16) 

Отже згідно з означенням оператор 2K  – обмежений. 

Для доведення його компактності покажемо, що 
2

2
0

n̂ U
n

TK
∞

=
< ∞∑ . Зазначимо, що 

( ) ( ) ( )
12 2

2
0 0 1

ˆ ˆ,n nU
n n

T K x T dtξ ξ ξK
∞ ∞

= = −

=∑ ∑ ∫ .   (7.17) 

Але якщо зафіксувати x  та ввести у розгляд функцію ( ) ( ),x K xμ ξ ξ= , то права части-
на (7.17) за теоремою Парсеваля дорівнює 

( ) ( ) ( )
12 22

0 1

ˆ,x n XTn
n T n dtμ μ ξ ξ

∞

= −

=∑ ∫ .    (7.18) 

Домноживши цей вираз на ( )du x  та зінтегрувавши, отримаємо 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 12 2 2

2 2
0 01 1 1

ˆ ˆ ,n n U
n n

T du x n T n K x dt du xξ ξK K
∞ ∞

= =− − −

= =∑ ∑∫ ∫ ∫ . (7.19) 

Тому внаслідок оцінки (7.14) і теореми 7.3 справедливе теж твердження, що 2K  – компакт-
ний оператор. Цим доведення теореми завершене і тому сингулярне інтегральне рівняння 
(3.27) при 0A = , 1B =  можна подати у вигляді (7.1).  ■ 

7.3. Збіжність методу колокацій  

Доведемо збіжність методу колокацій для рівняння (7.1). Для цього розглянемо інтер-
поляційний поліном Лагранжа ( )NL f  степеню 1N −  [1436], який інтерполює функцію f  за 

N  точками ( ){ }
1

Nk
Nx , визначеними формулою (7.6): 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )22
1 1

1 1

ˆ ˆ, 1 1
1

n N
k k k

N k k i iN N N
k i

L f l x f x l x x x U x U x
N
π

− −
= =

= = − −
+∑ ∑ . (7.20) 

Вважаємо також , що 

( ) ( ) ( )
1

2

0 1
lim , , 0
h

K x h K x dTξ ξ ξ
→ −

+ − =∫ .          (7.21) 

З нерівності Буняковського – Шварца випливає, що якщо  
( )1 2, ,N NLϕ ϕK K K K K= + =      (7.22) 

то [ ]2 1; 1ULϕK ∈ −  – неперервний; 2 2:N T UL LK →  – цілком визначений. 
На основі (7.22) метод колокацій для розв'язування (7.1) подамо в операторній формі 

( )( )T N N N N N NF F L Fϕ ϕH K+ = = .    (7.23) 
Лема 7.1. Нехай Nϕ  задовольняє наближеній схемі (7.23).  

Вважатимемо, що { }1NK ∞  – послідовність обмежених операторів і що 0NK K− → . 

Тоді ( ) 1
N T NB H K −= +  існує для досить великого N , NB  – рівномірно обмежена і 

( )N N T N TLϕ ϕ ϕ ϕB H H− ≤ ⋅ − .    (7.24) 
Доведення. Існування і рівномірна обмеженість для загальнішого випадку доведені в 

монографії [278]  
( )

( ) ( ) .

N N N N T N N

N T N N T N T

F F

L F L

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

B B H K

B H K B H K

⎡ ⎤− = − = + − =⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤= + − = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Звідси з використанням нерівності трикутника випливає (7.24). ■ 
Лема 7.2 (теорема 14.3.1 [875]). Нехай для комплекснозначної функції ( )f x  існує інте-

грал ( ) ( )
1

2

1
f x du x

−

< ∞∫ . Тоді 

( )lim 0N
N

f L f
→∞

− = .     (7.25) 

Зазначимо тепер, що T Fϕ ϕH K= − . Оскільки функція ϕK  – неперервна, F  – інтегро-
вна з квадратом, то й TϕH  – така сама. Тому припущення леми 7.1 означають, що 

( ) 0T N T
N

Lϕ ϕH H
→∞

− →  і отже з леми 7.1 випливає, що Nϕ ϕ→  в [ ]2 1; 1UL − , якщо 

0NK K− → . Зазначимо, що за лемою 7.2 2 2 0NK K− →  і доведемо аналогічне твер-
дження для 1NK , узагальнивши лему 7.2 так, щоб її можна було застосовувати до функцій з 
логарифмічною особливістю. ■ 

Означення 7.4. Функція ( ) 2
Uf x L∈  – квадратурно збіжна, якщо 

( ) ( ) ( )
1

1
lim N

N
Q f f x du x

→∞ −

= ∫ , 

де 
( )( ) ( )( )2

1
1

1

N
k k

N N N
k

Q x f x
N
π

=
= −

+ ∑ , 
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вузли ( ){ }
1

Nk
Nx  визначені формулою (7.6). 

Згідно з [1320] твердження леми 7.2 лишається вірним для всіх таких функцій 

( ) [ ]2 1; 1Uf x L∈ − , що ( ) 2f x  – квадратурнозбіжна. Доведемо, що функція ( ) lnf x x=  на-
лежить до цього класу. 

Лема 7.3. Нехай ( ) 2lnx xΦ = . Тоді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

( )2 ( )

1 1
lim lim 1

1

N
k k

N N NN N k
Q x f x x du x

N
π

Φ Φ
→∞ →∞ = −

= − =
+ ∑ ∫ .  (7.26) 

Доведення ґрунтується на інтерпретуванні поданого вище виразу для NQ  як рімановаї 
суми для інтеграла 

( ) ( )2

0
1 cos cos d

π
θ θ θΦ−∫ ,  якщо  ( )1 0Φ = . 

Дійсно, розглянемо розбиття проміжку [0;1]  вузлами 0 0θ = , 1Nθ π+ = , 
1k

k
N
π

θ =
+

 

( )1,k N= . Тоді позначимо ( ) ( ) ( )21 cos cosg θ θ θΦ= −  і розглянемо ріманову суму 

( ) ( ) ( )
1 1 1

N

N k
k

g g g
N N
π πσ θ π

=
= +

+ +∑ . Оскільки ( )1 0Φ = , то ( ) 0g π =  і далі  

( ) ( ) ( ) ( )2

1
1 cos cos

1

N

N k k N
k

g Q
N
π

σ θ θΦ Φ
=

= − =
+ ∑ . 

Тепер зробимо заміну змінних cosx ω=  в інтегралі 

( ) ( )
1

2 2 2

1 0
ln ln cos 1 cosI x du x d

π
ω ω ω

−

≡ = −∫ ∫ . 

Оскільки ( )ln 1 0= , то видно, що ( )NQ Φ  – ріманова сума для наближення інтегралу І. 
Отже  

( ) ( )
1

2

1
lim lnN

N
Q x du xΦ

→∞ −

= ∫ , 

тобто 2ln x  – квадратурнозбіжна, а тому до функції ( ) lnf x x=  можна застосовувати лему 
7.2.  ■ 

Лема 7.4. Нехай ( ) ( ) ( )2,K x L du x dtξ ξ⎡ ⎤∈ ×⎣ ⎦ , ( ) ( ),x K xξμ ξ≡  – квадратурнозбіжна 

ξ∀ . Введемо оператор 2 2: T UL LK →  таким чином, що ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
,x K x dtξ ξ ξϕ ϕK

−

= ∫ . Нехай 

теж ( )N NLϕ ϕK K= , 1N ≥ . 
Тоді : 1N N∀ ≥  оператор NK  – обмежений, компактний і  

lim 0N
N

K K
→∞

− → . 

Доведення. Спочатку покажемо обмеженість. З рівняння (14.2.4) [875] маємо 
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( ) ( ) ( )( )
1 22

11

N k
N k N

k
L f du x f xλ

=−

= ∑∫ , 

де ( )( )21
1

k
k Nx

N
π

λ = −
+

 – ваги квадратурної формули (7.27). Звідси 

( ) ( ) ( )( )
1 222

11

N k
N N k N

k
L du x xλϕ ϕ ϕK K K

=−

= = ∑∫ . 

Але 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
21 1 12 2 2

1 1 1
, ,k k k

N N Nx K x dt K x dt dtξ ξ ξ ξ ξ ξ ξϕ ϕ ϕK
− − −

= ≤ ⋅∫ ∫ ∫ . 

Тому 

( )( ) ( )
1 2

2 2

1 1
, ,

N k
N k k k N

k
K K x dtλ β β ξ ξϕ ϕK

= −

⎛ ⎞
≤ = < ∞⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∫ . 

Отже N Mϕ ϕK ≤ , тобто оператор NK  – обмежений. Компактність NK  випливає з 
того факту, що : 1N N∀ ≥  оператор NK  має скінченний ранг. 

Щоб довести рівномірну збіжність NK  до K  зазначимо, що 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

11
, , , , .

N k
N N N k N

k
R x dt R x K x l x K xξ ξ ξ ξ ξ ξϕ ϕ ϕK K

=−

− = = − ∑∫ . 

Звідси 

( ) ( ) ( )
1 1

22

1 1
,N NR x du x dtξ ξK K

− −

− ≤ ∫ ∫ . 

Нехай тепер 
( ) ( ) ( )( ),N NR x x L xξ ξξ μ μ= − . 

З леми 7.2 маємо, що  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1 22

1 1
lim , lim 0N N

N N
R x du x x L x du xξ ξξ μ μ

→∞ →∞− −

= − =∫ ∫  

для кожного фіксованого ξ . Під час доведення теореми 14.3.1 [875] показано, що  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 12 2

1 1
lim sup 4 ,N N

N
x L x du x R x du xξ ξμ μ ξ

→∞ − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟− ≤
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ ∫ . 

Тепер з формули (7.38) з урахуванням (7.22) випливає, що існує функція ( )ρ ξ  така, що 

( ) ( ) ( )
1

2

1
,NR x du xξ ρ ξ

−

≤∫    і   ( ) ( )
1

2

1
dtρ ξ ξ

−

< ∞∫ , 

причому  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

2 2

1 1 1 1
, lim , 0N N

N
R x du x dt R x du x dtξ ξ ξ ξ

→∞− − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫ . 

Звідси 
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( ) ( ) ( )
1 1

22

1 1
lim lim , 0N N

N N
R x du x dtξ ξK K

→∞ →∞ − −

− ≤ =∫ ∫  

і лема 7.4 доведена. ■ 
Теорема 7.5. Нехай ( ),K xξ  відповідає умовам леми 7.2, умові (7.21), а функція ( )F x  

– квадратурнозбіжна. Тоді 2lim 0N
N

ϕ ϕ
→∞

− = , де ϕ  – єдиний розв'язок (7.1), а Nϕ  – задово-

льняє дискретний аналог (7.23) рівняння (7.1). 
Доведення. Результат теореми безпосередньо випливає з лем 7.1 і 7.4.  ■ 
Зазначимо, що отримані тут результати легко узагальнюються на випадок системи син-

гулярних інтегральних рівнянь 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2
1

1

2
1

1; 1, ,

,

I

ij T ij ij j i
j

ij ij

B C F x x i I

x K x dtξ ξ

ϕ

ϕ ϕ

H K K

K

=

−

+ + = ≤ =

=

∑

∫
   (7.27) 

з додатковими умовами 

( ) ( ) ( )
1

1
1,idt Q i Iξ ξϕ

−

= =∫ ,    (7.28) 

яка відповідає системі сингулярних інтегральних рівнянь (4.1) при 0mn
ijA = , 1M = . Розв'язок 

(7.27), (7.28) тоді шукають у вигляді 

( ) ( ) ( )
0 0

ˆ ˆˆ , 2
N N

j j j j j
n n n n n n nN

n n
A T A T A Aξ ξ ξ ε πϕ

= =
= = =∑ ∑    (7.29) 

і після підставляння в (7.27), (7.28) з урахуванням залежностей (7.8), (7.9) отримують систе-
му лінійних алгебричних рівнянь 

( )( ) ( )( ) ( )1
0

1 0

ˆ ˆ, 1, ; 1,
I N

k k jj j
n n iN N

j n
A J x F x A Q i I k Nπ

= =
= = =∑ ∑ ,  (7.30) 

де  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

1
1 1 1

0 0
1

1 1
1

ln 2
; , ,

2

ˆ ˆ 1 .

k k k kijj ij ij
n ijN N N N

k k k kijj ij
n ij n n nN N N N

C
J x I x I x K x dt

C
J x B U x T x I x n

n

ξ ξ ξ
π

ϕ
−

−

= − + =

= − + ≥

∫
 (7.31) 

Для обчислення ( )( )1 kij
n NI x  можна запропонувати квадратурну формулу 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1
1

1 1
1

ˆ,
1

N
k i k iij

n ij nN NN N
i

I x K x T
N
π

ξ ξ
+

+ +
=

≅
+ ∑ ,    (7.32) 

де вузли ( )
1

i
Nξ +  квадратурної формули визначаються як нулі функції ( )1NT ξ+  чи ( )1N̂T ξ+ : 

( )
( ) ( )1
2 1cos 1, 1

2 1
k

N
k k N
N

ξ π+
−

= = +
+

.      (7.33) 
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Результати цього підпункту можна перенести і на ще загальніший випадок системи си-
нгулярних інтегральних рівнянь (4.1), якщо 0mn

ijA = , 1M ≠ . 

7.4. Зв'язок між методами колокацій і механічних квадратур  

Метод механічних квадратур [706, 860, 707, 1684] полягає в обчисленні наближених 

значень ( )( )1
i

N Nξϕ + функції ( )xϕ  у 1N +  вузлі квадратурної формули. Якщо подати набли-

жений розв'язок у вигляді інтерполяційного поліному [1436] 

( ) ( )( ) ( )( )1

1 1
1 0

ˆ
1

N N
i i

N N nN N
i n

x T
N
π ξ ξϕ ϕ

+

+ +
= =

=
+ ∑ ∑         (7.34) 

і зіставити з (5.13), то знайдемо співвідношення між величинами 1N +  коефіцієнтів ˆ
nA , які 

слід визначити за методом колокацій, та 1N + -ним значенням ( )( )1
i

N Nξϕ + , які шукає метод 

механічних квадратур: 

( ) ( )( ) ( )( )1

1 1
1

ˆ ˆ
1

N
i i

n N nN N
i

A x T
N
π

ξ ξϕ
+

+ +
=

=
+ ∑ .    (7.35) 

З урахуванням цього виразу а також формули [1275] 
( )( )

( ) ( )
( )( ) ( )

1 1
1

1 1

ˆ
1 ˆ 0, ; 1,

1

i
N n N k

n Ni k
i NN

T
U x n N k N

N x

ξ

ξ

+ +
−

= +

= = =
+ −
∑    (7.36) 

з (7.30) можна отримати систему лінійних алгебричних рівнянь, що відповідає схемі розв'я-
зування сингулярного інтегрального рівняння (7.39) методом механічних квадратур 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

1 12 2
1 1 1

1 1 1
, ,

1 1

1, ; 1, ,

I N Ni jj i k k ij j m
m N mN N NN N N

j i i
J x F x Q

N N

i I k N

π πξ ξ ξϕ ϕ
+ +

+ + +
= = =

= =
+ +

= =

∑ ∑ ∑
 (7.37) 

де  
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
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1 1 1

1

1
1

1

, , , ,

ˆ ˆ
ln 2, .
2

i k i k i kijj
ij ijN N NN N Ni k

NN
i k

N n n NNi k
NN

n

B
J x C I x K x

x

T T x
I x

n

ξ ξ ξ
ξ

ξ
ξ

π

+ + +
+

+
+

=

= − +
−

= + ∑

  (7.38) 

7.5. Базова схема методу колокацій  

У тих випадках, коли для обчислення p
nkH , mp

nkG , ipkF  інтегрування у формулах (5.18) 
проводити надто складно, прирівнюють праві та ліві частини рівності (4.8) у вузлах колока-
ції, які згідно з (7.6) оберемо у точках 

( ) ( )( ) ( )cos 1 1,k
pNpx a k N k Nπ= + = ,     (7.39) 

після чого з урахуванням (4.10) приходять до системи лінійних алгебричних рівнянь 
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( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

1 0 1

0

,

1, ; 1, ; 1, ,

I N Mk kkpj pj mj mpj
n n p n n mp m ipNp Np

j n m
mj

mj

A H x a A G z a F x

A Q i I p M k Nπ

= = =

⎧ ⎫⎪ ⎪+ =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

= = = =

∑ ∑ ∑
  (7.40) 

( ( )k
mpz  – значення mpz  при ( )k

p Npx x= ) стосовно шуканих коефіцієнтів mj
nA  розвинення (4.3). 

На відміну від методу ортогональних многочленів метод колокацій можна застосовува-
ти практично у довільному випадку. Числові експерименти розв'язування системи сингуляр-
них інтегральних рівнянь для тонкостінних пружних включень засвідчили [973], що за одна-
кової кількості M  врахованих у розвиненні (4.3) членів методи ортогональних многочленів і 
колокацій за однакового порядку систем лінійних алгебричних рівнянь забезпечують прак-
тично однакову точність. Підтверджений теж тісний зв'язок методу колокацій з методом ме-
ханічних квадратур – також досить зручним і ефективним під час використання комп'ютерів. 

7.6. Тестовий приклад  

Складена на основі схеми (7.39) (7.40) фортран-програма тестувалася [117] під час роз-
в'язування системи сингулярних інтегральних рівнянь четвертого порядку ( 2;I M= =  

1 [ 0,25; 0,25]L′ = − ; 2 [3; 7]L′ = ; 1 0,25a = ; 01 0x = ; 2 2a = ; 02 4x = ), коли 

( )
( )

,
0,

;
mp mp p

mjij ij ij
i j m p

B C D A
i j p m p
⎧ + =

= = = =⎨ + + ≠⎩
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( ) ( ) ( )
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2 2
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1 2
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1 2
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i j m p
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⎧ ⎧ ⎫=⎪ ⎪⎪ + =⎨ ⎬
⎪ =⎪ ⎪⎪ ⎩ ⎭= − ⎨

⎧ ⎫⎪ =⎪ ⎪+ + ≠⎪ ⎨ ⎬
=⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎩

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
2 2 22

2 1
1

1
2 2 22

2 1
1
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2 2 2

12
1 1

10 3,5 7 0,5 5 sign 5 5 5 1, 1 ,

14 4,5 9 0,5 5 sign 5 5 7 1, 2 ,

5 5
18 2,5 9 2 1 sign 5 5
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x x x x a xa p i
a

x x x x a xa p i
a

x x
x x a

a a

−

−

−

=

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤+ − − − − − − = =⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤+ − − − − − − = =⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭=

⎧ ⎫⎡ ⎤+ +⎪ ⎪⎡ ⎤⎢ ⎥+ − − + + −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
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2
1
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2 2 22

1 12
1 1
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22 3,5 11 2 1 sign 5 5 9 5 1, 2 .

x a p i
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x x a x a p i
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−

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪ − + = =
⎪ ⎪
⎪
⎪ ⎧ ⎫⎡ ⎤+ +⎪ ⎪⎪ ⎡ ⎤⎢ ⎥+ − − + + − − + = =⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎪ ⎩ ⎭⎩

 

Підстановкою неважко переконатися, що точний розв'язок цієї системи має вигляд 
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( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

21 2
1 2 01 1 1 01

22 2
2 1 02 2 2 02

,

0,5 1, 2 .

j

j

f x a T x x a a x x

f x a T x x a a x x j

= − − −

= − − − =
 

У табл. 7.1 містяться наближені ( 30N = ) з точністю до трьох значущих цифр значення 
трьох перших коефіцієнтів розвинення (4.3). 

 
Таблиця 7.1. Коефіцієнти розвинення (4.3) mj

nA  розв'язку  
системи сингулярних інтегральних рівнянь (4.1), (4.2), (7.53) 

 
 точно наближено  точно наближено 
11
0A  0 –4,72 10–6 21

0A  0 1,40 10–6 
11
1A  0 1,36 10–2 21

1A  0,5 0,501 
11
2A  1 1,00 21

2A  0 3,44 10–5 
12
0A  0 2,90 10–6 22

0A  0 1,05 10–7 
12
1A  0 –2,00 10–3 22

1A  0,5 0,498 
12
2A  1 1,00 22

2A  0 –2,36 10–4 

 

 

§ 8. Лінійна періодичність  

8.1. Загальний підхід  

У випадку лінійної періодичності вважають, що кожна з ліній mL′  повторюється у пло-

щині 0 0 0x O y  безмежну кількість разів з періодом 1 1 1
x yd d id= +  (рис. 8.1) і розв'язок задачі 

повинен давати на кожній із цих ліній однакові значення функцій m
jf . З урахуванням цієї 

обставини і формул (1.421.3) [191] або (5.1.3.4) [834] можна здійснити підсумовування і 
отримати дещо змінений запис інтегральних рівнянь. Наприклад, ядро Коші перетвориться у 
ядро Гільберта [706, 860] 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( )
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1 1
1
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ctg ,
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j mp j
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mp mp mpm m q m
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L L

t zf t f t f t
dt dt dt f t dt

t z t z t z d d

t z
f t t z dt f t dt

d

K t z f t dt K t z f t dt K t z f t

ππ

π

±∞

=±′ ′ ′ ′

′ ′

′ ′

⎛ ⎞−
⎜ ⎟→ + =
⎜ ⎟− − − ⎝ ⎠

⎛ ⎞−
⎜ ⎟− →
⎜ ⎟
⎝ ⎠

→ +

∑∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∑∫ ∫

( ) ( )
1

1 1 1 1 1

,

, exp , .

mq L

q k k q
mp mp m m m x y pp p p

dt

z z qd d d i d d id z x qdα

±∞

=± ′

= − = − = + = −

∑ ∫

(8.1) 
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Рис. 8.1. Схема періодичної задачі 
 

8.2. Метод ортогональних многочленів  

Під час застосування методу ортогональних многочленів до розв'язування сингулярно-
го інтегрального рівняння 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ctg ,
2 2

a a

a a

t xf t dt K t x f x dt F x x a π
π

− −

−⎛ ⎞ + = ≤ <⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫   (8.2) 

з додатковою умовою (5.51), яке є частковим випадком рівнянь (4.1), (4.2), (8.1), розв'язок 
доцільно шукати у вигляді [627, 237] 

( ) ( )
( )

( )π<≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
= ∑

=

axaxTA
ax

xaxf
N

n
nn

0 2
ctg

2
tg

coscos2
2/sec .   (8.3) 

Підставляючи (8.3) у (8.2), з урахуванням залежності 

( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

1,

1,

2

1,0 1, 1

,
ctg tg ctg

1 2 2 2 sign tg ctg
2 22 ,cot 2 cos cos

2 cot 2 cos cos
2

sec tg , csc sec tg ctg 1, 2, ... ,
2 2 2 2 2 2 2 2

n
a n

n
a n

n n

J x x a
t x x aa T x aa x Tdtt J x a xt a t t a

a a x a a x x aJ x J U n

π

π π−

−

⎧ ≤ <
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎪ ⎛ ⎞⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟= ⎨ ⎝ ⎠− < ≤⎪−
⎪ −⎪⎩

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫
(8.4) 

отримаємо аналог рівняння (5.52), який набуде вигляду  

( ) ( ) ( ) ( )1,
0

N

n n n
n

J x H x A F x x a π
=

⎡ ⎤+ = ≤ <⎣ ⎦∑ .    (8.5) 

Домножуючи (8.5) на систему функцій 

( ) ( ) ( )sec 2 cos cos tg ctg 0, 1, 2, ...
2 2 2k k
x x aK x x a U k⎛ ⎞= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (8.6) 

та інтегруючи по x  у межах від a−  до a , отримаємо аналог системи лінійних алгебричних 
рівнянь (5.53) 

1 0 0
0

, cos
2 2

N

k nk n k k
n

Q aA H A F C A Aπ
π+

=
+ = − =∑ ,    (8.7) 

де  
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( ) ( )
( )2
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2 21

2arctg tg 1
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2 2 2 1 tg
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nk n k
a

aH U d
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∫ ∫ , 
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( )2
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2 21
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2 2 2 1 tg
2

a k

k k
a

aF U d
a aF F x K x dx

a

ξ ξ ξ ξ

ξ− −

⎡ ⎤⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦= =
⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ,           (8.8) 

  ( )1 2
2 1

0
2 21

1
, tg sin tg , tg ctg

2 2 4 2 21 tg
2
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U da k a x aC H c c
a
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ξ

+

−

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ .  

Для фредгольмового ядра ( ) ( ) 0
1, sign
2

K t x x t h= −  отримуємо [627] 

            ( )0
0

arcsin tg ctg
2 2 ,
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H x
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⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=  

            ( )
( ) 1
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x x aa x a U
H x
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            ( )
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,nk n k
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H B
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2 1 2

1, 2 22 20

1 2 1 tg sin
4 2

8 1 ctg
2 2 2 2

i i

n k
i

n kai
aB k

n i k n i k

π+
∞

−
=

⎛ ⎞+⎛ ⎞− + ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑ .  (8.9) 

У граничному випадку, коли 0a → , подання (8.3) функції ( )f x  набуває вигляду (4.3) 
(коли ~px x ) (див. теж (5.29)), система лінійних алгебричних рівнянь (8.7) перетворюється 

на (5.53), а вираз (8.9) для 1,n kH −  трансформується у відповідну залежність (5.48). 

8.3. Застосування методу ортогональних многочленів                                
до сингулярного інтегрального рівняння з ядром Гільберта                                

та ядрами Фредгольма типу інтегралів Фур'є  

У § 6 викладений спосіб застосування методу ортогональних многочленів до сингуляр-
ного інтегрального рівняння з ядром Коші та ядрами Фредгольма типу інтегралів Фур'є. По-
дібним чином [979] розв'язується сингулярне інтегральне рівняння з ядром Гільберта та яд-
рами Фредгольма 
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⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + −⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∑∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos 2 ,
k

k p

i k
G G i G o e ξξ ξ πξ ξ −

=−
= =∑ ,  якщо  , 0pξ → ∞ > .  (8.10) 
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Замінюється безмежна межа інтегрування на деяке додатне число R , після чого 

( ) ( )
( )
( )

1

0

sin
,

cos

Ry t xRK x t G Ry dy
Ry t xπ

∞
⎧ ⎫⎡ ⎤−⎪ ⎣ ⎦ ⎪≅ ⎨ ⎬

⎡ ⎤−⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∫ .    

(8.11)
(8.12)

 

Спочатку розглянемо (8.11). Скориставшись розвиненнями (6.4) 
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після застосування (4.4) одержимо  
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Тепер з використанням (8.13), виразів  
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з (8.15) одержимо 
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Беручи до відома два останні вирази у (6.4) та підставляючи у них aR R′= , з (8.17) ос-
таточно знайдемо  
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де 
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Цілком подібно для ядра (8.12)  
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 (8.17) 

Інтеграли ijG∞ , що визначені формулою (8.16) наближено дорівнюють 

3

1
0

N
k

ij ij ijl
l

G G g g∞

=
≅ ≅ ∑ ,      (8.18) 

де коефіцієнти розвинення функції 

( ) ( )
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1 1
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N
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l
G Ry g T y

=
≅ ∑      (8.19) 
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разом з коефіцієнтами розвинень (8.13), (8.14) визначають згаданим вище числовим методом 
(6.11); ijlg  – формулою (6.10). Значення 1N , 2N , 5N , k , R  обирають залежно від потреби 
досягнення певної точності обчислень. 

8.4. Метод колокацій  

Під час використання методу колокацій можна використати трансформовані за форму-
лами (8.1) вирази і користуватися загальною схемою (7.40). Однак виявляється, що у більшо-
сті випадків зручніше відмовитися від урахування безмежної повторюваності ліній інтегру-
вання і у кожному такому безмежно повторюваному ряді обмежитися лише 2Q  першими 
найближчими до mL′  відрізками, додаючи таким чином до лівої частини рівнянь (7.40) член 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

1 1 0

1, 2, ... , ,

I M N
nn q k n q k q kmp mpmj

n mp m mp m mp mij ij
j m n q

A B K z a C L z a K z a

q Q

Φ
= = =

⎡ ⎤+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

= ± ± ±

∑ ∑ ∑∑
 (8.20) 

де ( )q k
mpz  значення q

mpz  коли ( )k
p px x= , 0py = . 

 

§ 9. Циклічна періодичність  

За циклічної періодичності з періодом 2 Pα π=  кожна з ліній mL′  переміщується P  
разів уздовж кола з центром в 0O  на кут α , повертаючись одночасно кожний раз на цей кут 
(рис. 9.1).  
 

 
 

Рис. 9.1. Циклічна періодичність 
 
При цьому вимагається, щоб розв'язок системи сингулярних інтегральних рівнянь на 

кожному з періодично повторених відрізків був однаковий. Координати центру кожної з по-
вторених ліній q

mL′  –  

( ) ( )
( ) ( )
0 00 0

0 0

exp 2

exp ,

q q
m mm m

m m

x iy x iy iq P

x iy i q

π

α

+ = + =

= +
              (9.1) 

а її кут з віссю 0 0O x  дорівнює q
m m qα α α= + . Тому у цьому випадку у рівняннях (4.1) слід 

зробити заміну  
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 (9.2) 

і тоді під час застосування методу колокацій до лівої частини системи лінійних алгебричних 
рівнянь (7.40) слід додати вираз 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1

1 1 0 0
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I M N P
nn q k n q k q kmp mpmj
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§ 10. Підсумовування ядер Коші за подвійної періодичності  

Під час застосування апарату сингулярних інтегральних рівнянь до розв'язування бага-
тьох класів задач з подвійною періодичністю розв'язку [199, 860] необхідно заступити ядро 
Коші 1 u  подвійною сумою 

( ) 1 21 , , ,
l q

S u u t z P qd ld
u P

∞ ∞

=−∞ =−∞
= = − = +

−∑ ∑                                      (10.1) 

де 1d , 2d  – періоди повторюваності комірки періодичності вздовж першої та другої осей пе-
ріодичності відповідно. Для визначеності  

( ) 2 1Im 0, .D D d d> =                                                      (10.2) 
Використання формули (1.421.3) [191] 

( )1 ctg
q

u
u q

π π
∞

=−∞
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+∑                                                    (10.3) 

дає спершу 
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2 1 1 1
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l q l
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S u

u ld qd d d

ππ∞ ∞ ∞

=−∞ =−∞ =−∞

⎛ ⎞ −
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

а наступне застосування виразу (8.174) [191]  

( ) ( )
2

1
1 1 1 12 ctg , 2i

i
l

u u du l d
d d d d
δ π πζ π δ ζ

∞

=−∞

⎛ ⎞
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⎝ ⎠
∑  

дає можливість записати 

( ) ( ) 1
1

2 .uS u u
d
δ

ζ= −  
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Тут ( )uζ  – еліптична дзета-функція Вейєрштрасса; 1d , 2d  – періоди цієї функції, які у [191, 
325, 833] позначають 12ω , 22ω , а у [42, 199, 273, 860] – 1ω , 2ω . 

Змінивши порядок підсумовування у формулі (10.1), отримуємо 

( ) ( ) 2
2

2 .uS u u
d
δ

ζ= −                                                    (10.4) 

Оскільки повинно справджуватися співвідношення Лежандра 

( )1 2 1 2
1 2 ,d d A A i d dδ δ π− = = ,                                    (10.5) 

то формули (10.3), (10.4) можуть бути вірними лише за умови 0A = . 
Причина протиріччя полягає у розбіжності ряду (10.1), через що результат підсумову-

вання залежить від способу його організації. Під час одержання виразу (10.3) спершу підсу-
мовувалося за q , а потім за l , а вираз (10.4) отриманий після підсумовування спочатку за l , 
а вже потім за q . 

Розглянемо вираз  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 2 1 22 2I u u u d d u u d uA u u d uAζ δ δ ζ δ ζ δ≡ − + = − + = − − ,         (10.6) 

що залежить лише від u  та періодів функції ( )zζ  і не залежить від способу підсумовування 
рядів. Якщо підставити сюди розвинення дзета-функції (8.172.1) [191] 

( ) '
2

1 1 1 uu
u u P P P

ζ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑ ,                                            (10.7) 

де штрих біля символу Σ  означає, що у сумі відсутній член, який відповідає одночасній рів-
ності нулю q  та l , то звідси з урахуванням (10.5) дістаємо 
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Залежно від способу підсумовування величини iI� , 12I�  можуть набувати різних значень. 
Вважатимемо 
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Якщо врахувати, що  
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то 
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1 1,

1 2 1 1 2 1

QL
LQ LQ

l L q Q
I I

Q D L D
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=− =−
= =
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Тоді  
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             (10.10) 

У випадку прямокутної ґратки D id=  (для визначеності 1d > , Q L> ), коли d  ціле, а 
R Q L d≡ =  (відповідні точки u P−  лежать всередині квадрату) 
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Зокрема, якщо 1d =  (квадратна ґратка) і при цьому 1R = , то 

( )1212 , , 0.LQI I L L i� �= =                                                      (10.12) 
У загальнішому випадку ( )12 , , 0I L dL id� ≠ , але ( )12lim , , 0

L
I L dL id�

→∞
→  і у цьому випад-

ку теж, як і для квадратної ґратки, 
( ) ( )S u I u= .                                                        (10.13) 

Хоча на основі (1.421.3) [191] формула ( )1lim ctg
L

L l L
u

u lπ→∞ =−
=

+∑  залишається вірною, 

але оскільки вона справджується для кожного фіксованого u , то попри залежність (10.9) за 
фіксованого відношення constR =  
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і спроба записати 
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не має підстав. Це підтверджують і числові експерименти. Причому, чим менше відношення 
R  (чим менше значення Q  у порівнянні з межами підсумовування L ), тим менша різниця 
між границею суми і правою частиною виразу (10.13). 

Якщо ж R k= → ∞ , то 
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На відміну від (10.14) тут можна перейти до границі з огляду на те, що k →∞ . 

Оскільки ( )ctg
iz iz
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e e
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→ . Тому  



Розділ ІІ 

 

70

( ) ( )
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і на основі (10.15) при k →∞  
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i D
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З огляду на умову (10.2) на основі (10.8) та (10.6) ( ) ( ) 1
12S u u u dζ δ= − , що збігається 

з виразом (10.3), одержаним на основі первісного підсумовування у напрямку періоду 1d . 
Коли 1 R L Q k≡ = → ∞ , то подібним чином отримуємо 

( )
( )12

при Im 0,
lim ( , , )

при Im 0Q

i D
I kQ L D

i D
π
π

�
→∞

⎧ >
= ⎨− <⎩

                                (10.17) 

і тоді ( ) ( ) 2
22S u u u dζ δ= − . Це збігається з виразом (10.4), отриманим за початкового під-

сумовування в напрямі періоду 2d . 
 

Таблиця 10.1 
 

a  1I  2I  12I  
1 1,5708 –1,5708 0 
2 1,1071 –0,46365 0,64350 
3 0,83270 –0,21450 0,61820 
4 0,66291 –0,12249 0,54042 
5 0,54936 –0,078958 0,47040 

10 0,29423 –0,019934 0,27420 
100 0,031216 –0,000200 0,031216 

1000 0,0031514 –0,000002 0,0031494 
 

Використання в [860] під час розв'язування сингулярного інтегрального рівняння для 
подвійно-періодичних задач теорії тріщин асимптотичного розвинення ядра інтегрального 
рівняння (головна функція ( )zζ ) за великих значень параметра 1d  можливо рівнозначне на-

данню переваги підсумовуванню в напрямі періоду 1d  і тому одержані результати дуже бли-
зькі до розв'язку відповідної періодичної задачі для співвісних тріщин. 

 

 
Рис. 10.1. Залежність 12 12 ( )I I id�=  для прямокутної ґратки від d  

 

У табл. 10.1 поміщені окремі значення сум 1 2
i iI I d d�= , 1 2

12 12I I d d�=  для прямокут-

ної ґратки ( D id= , 1 1d = ), обчислені для різних значень від параметра d  при 1R = . Збіж-
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ність числових результатів досить хороша, оскільки вже при 2L =  забезпечується точність 
до 1% , а при 1000L =  – до п'яти значущих цифр.  

Рис. 10.1 дає відповідне графічне зображення залежності 12I . Підтверджується, що для 

прямокутної ґратки ( ) ( )12 12, , , ,I L Q id I Q L i a� �= . 
 

Таблиця 10.2 
 

12I iπ�  L Q  
1d =  2d =  3d =  4d =  10d =  

0,01 –0,986 –0,975 –0,961 –0,949 –0,873 
0,02 –0,971 –0,950 –0,923 –0,898 –0,748 
0,04 –0,949 –0,898 –0,848 –0,798 –0,515 

0,1 –0,873 –0,748 –0,629 –0,515 0 
0,2 –0,749 –0,515 –0,312 –0,141 0,410 

0,25 –0,688 –0,410 –0,180 0 0,516 
1/3 –0,590 –0,251 0 0,181 0,629 
0,5 –0,410 0 0,251 0,410 0,749 

1 0 0,410 0,550 0,688 0,873 
2 0,410 0,688 0,790 0,842 0,936 
3 0,590 0,790 0,859 0,894 0,958 
4 0,688 0,842 0,894 0,920 0,968 
5 0,749 0,873 0,915 0,936 0,975 

10 0,873 0,936 0,957 0,968 0,987 
25 0,949 0,974 0,983 0,987 0,995 
50 0,971 0,987 0,991 0,994 0,997 

100 0,986 0,993 0,996 0,997 0,999 
 
Табл. 10.2 містить дані визначення величини 12I iπ�  для прямокутної ґратки при деяких 

відношеннях L Q . Вона підтверджує залежності (10.18) та (10.19). Те ж саме (табл. 10.3) ві-

рне і в розрахунках для трикутної ґратки, коли кут θ  між векторами 1d  та 2d  становить 60°  

( ( )1 3 2D i= + ) та 30°  ( ( )3 2D i= + ). Для таких ґраток ( ) ( )12 12, , , ,I L Q D I L Q D� �= . 
 

Таблиця 10.3  
 

Q L  60θ = °  30θ = °  
1 –0,350і –0,838і 
2 –0,454–0,270і –0,625–0,544і 
3 –0,633–0,197і –0,772–0,367і 
4 –0,724–0,153і –0,834–0,276і 
5 –0,779–0,124і –0,869–0,221і 

10 –0,890–0,633і –0,936–0,110і 
25 –0,956–0,025і –0,974–0,044і 
50 –0,978–0,013і –0,987–0,022і 
100 –0,989–0,006і –0,993–0,011і 

 
Таким чином, під час підсумовування ядер Коші (10.1) в процесі побудови сингулярно-

го інтегрального рівняння двоперіодичних задач слід користуватися залежністю (10.8), де 
сталу C  (чи 12I� ) визначають, використовуючи окрему умову, якій повинен задовольняти 
розв'язок задачі, чи з якихось інших міркувань. 
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§ 11. Подвійна періодичність  

У випадку подвійної періодичності вважається, що лінії mL′  ( )1,m M=  поширені без-

межну кількість разів уздовж одної осі з періодом 1 1 1
x yd d id= + , а потім кожна із ліній отри-

маної системи повторена безмежну кількість разів вздовж другої осі з періодом 2 2 2
x yd d id= +  

(рис. 11.1). Розв'язок системи сингулярних інтегральних рівнянь на кожній з репродукованих 
з подвійним періодом ліній збігається з розв'язком на mL′ . З урахуванням формул (10.1) і 
(10.10)  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 1
12 2 ,

m m

m

m
j m

j
mp l q mp m mL L

m
j mp m mp m mp

L

f t dt dtf t
t z t z qd ld

f t t z d t z d t z C dtζ ζ

∞ ∞

=−∞ =−∞′ ′

′

→ →
− − + +

⎡ ⎤→ − − − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑∫ ∫

∫
                    (11.1) 

де 1C  – стала, яку визначають з додаткової умови, яку повинен задовольняти розв'язок дво-
періодичної задачі. 
 

 
 

Рис. 11.1. Схема двоперіодичної задачі 
 

Використовуючи формулу (1.17.5.9) [832], тобто залежність  
( ) ( )lnu du uζ σ⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫ ,  

де ( )uσ  – сігма-функція Вейерштрасса, з (11.1) отримаємо  
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( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1
1

ln

ln 2 2 ln .

m

m

m
j mp

L

m
j mp m mp m mp

L

f t t z dt

f t t z d t z d t z C dtσ ζ

′

′

− →

⎡ ⎤→ − − − + −⎣ ⎦

∫

∫
            (11.2) 

Для ядер Фредгольма  

( ) ( ) ( ) ( ) 1 2

0, 1
, , ; .

m m

mp mpm ql m ql
mp j mp j mp mp m mij ij

lL L
K t z f t dt K t z f t dt z z qd ld

±∞

= ±′ ′

→ = − −∑∫ ∫     (11.3) 

Якщо в безмежних сумах обмежитися найближчими 2Q  членами по першому періоду і 
2L  рядами образів mL′  по другому періоду, то при наближеному розв'язуванні системи син-
гулярних інтегральних рівнянь можна розв'язувати систему лінійних алгебричних рівнянь 
(7.40), додавши до її лівої частини члени 

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

11 0 0
1 1

0 ,

1 2

1 2
2

' ,

.

I M
kmp mj mj mp mj

mpij ij
j m

N nn ql k n ql k ql kmp mpmj
n mp m mp m mp mij ij

n q l

ql k k
mp mp m m

B A z A C A C

A B K z a C L z a K z a

z z qd ld

Φ

= =

=

⎧⎡ ⎤− + +⎨⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

⎫⎤⎡+ + + ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎭

= − −

∑ ∑

∑∑      (11.4) 

Штрих у сумі означає, що індекси q , l  перебігають цілі значення q Q Q…= − ; l L L…= −  
крім пари 0q l= =  (член, що відповідає 0q l= = міститься у лівій частині рівняння (7.40)). 

Відзначимо, що дещо подібний до використаного тут спосіб побудови сингулярного ін-
тегрального рівняння двоперіодичної задачі для прямокутної ґратки використаний у праці 
[1237]. Однак метод розв'язування сингулярного інтегрального рівняння був іншим, зокрема, 
використовувалося явне підсумовування ядер Коші "по вертикалі" (по всіх проміжках у на-
прямку, перпендикулярному до площини розрізів), а потім приймалася до відома обмежена 
кількість членів "по горизонталі", тобто враховувалася безмежна кількість рядів і скінченна 
кількість стовпців тріщин. 

Другий метод побудови сингулярних інтегральних рівнянь двоперіодичних задач теорії 
тріщин був вжитий у [706, 860, 1373, 1589], коли використовувалася пряма побудова ком-
плексних потенціалів для представницького елементу з використанням двоперіодичних еліп-
тичних функцій Вейерштрасса. 

 

§ 12. Екстраполяція за Річардсоном [114]  

Теоретичні дослідження свідчать, що зі збільшенням кількості N  врахованих у розви-
неннях шуканих функцій членів (методи ортогональних многочленів чи колокацій) або вуз-
лових точок у методі механічних квадратур наближений розв'язок повинен збігатися до точ-
ного. Однак на практиці існує межа [1347], коли подальше підвищення N  не покращувати-
ме, а, навпаки, породжуватиме пришвидшене зменшення точності обчислень. Спричинене це 
тим, що розрядна сітка комп'ютера обмежена і через це під час тривалих обчислень відбува-
ється накопичення похибок, а поряд з цим отримані системи лінійних алгебричних рівнянь 
внаслідок погіршення обумовленості набувають все гіршої структури. З другого боку, розв'я-
зування систем лінійних алгебричних рівнянь великого розміру не завжди можливе через 
обмеженість ресурсів пам'яті чи машинного часу, особливо коли це стосується розв’язування 
задач оптимізації. Адже для розв'язування систем лінійних алгебричних рівнянь порядку N  
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слід виконати приблизно ( )3O N  операцій за використання прямих методів (методом обер-

нення матриці Ґаусса – Жордано – ( )3 2N O N+ , методом факторизації Ґаусса – Дуліттла – 

( )3 21
3

N O N+  та приблизно ( )2O N  операцій під час використання ефективних ітераційних 

методів. 
Зменшити кількість обчислень та одночасно підвищити точність обчислень частково 

може допомогти екстраполяція за Річардсоном [579, 1347, 114]. Нехай деяка величина σ  об-
числена при R  різних значеннях числа { }pN N∈ ( )1,p R= , яким відповідають різні рівно-

мірні або нерівномірні розбиття { }ph  (за нерівномірного вважатимемо, що 

( ) ( ){ }1max
i i

i

k k
i N NN

h x x+= −  або середньому значенню кроку). Позначимо такі значення { }pσ . Зі 

збільшенням N  (зменшенням h ) ( )Nσ  прямує до свого точного значення: 
( ) ( )

0 0
lim lim
h R

h Rσ σ σ
→ →

= = .                                                      (12.1) 

Для найкращого наближення до точного значення апроксимуємо ( )hσ  поліномом 
( )P h  степеню 1R −  від R  пар значень ih , ( )ihσ . Екстрапольоване значення ( )0P  розташо-

ване ближче до точної величини σ , ніж найкраще з наближених значень ( )ihσ  [1347]. 
Якщо похибку наближеного розв'язку можна подати як многочлен 

( ) ,n
i n i

n
h b hσ σ− = ∑                                                               (12.2) 

то екстрапольоване значення ( )0P σ≅  збігатиметься зі значенням лінійної форми 

( ) ( ) ( ) ( )1
1

0 , ,
R

R i i
i

P L h h d hσ σ σ…
=

⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ∑ ,                                     (12.3) 

де { }1
R

id  визначаються з умови 

( ) 1
10 0 0 m m

M M M MP g h g hσ … +
+= + + + + + ,                                    (12.4) 

яка породжує систему лінійних алгебричних рівнянь 

( )0
1

0 1 .
R

n
i i n

i
d h n Rσ …

=
= = −∑                                              (12.5) 

Як показано в [579] екстраполяція (12.3), (12.4) теоретично гарантує похибку не меншу 
від 

( ) ( )0 2 .RP hσ σ σ− ≤ −                                                      (12.6) 

Тобто, маючи набір наближених значень ( ) ( )1 , , Rh hσ σ…  екстраполюванням можна досяг-
ти точності, теоретично гарантованої удвоє більшою від R  кількістю точок колокацій. 

Теоретичне обґрунтування екстраполяції за Річардсоном зроблене для рівномірного 
кроку розбиття. Використання методів колокацій чи механічних квадратур до розв'язування 
системи сингулярних інтегральних рівнянь ґрунтується на нерівномірних розбиттях проміж-
ку інтегрування L . Однак і у цьому випадку, коли в ролі ih  вибране середнє значення 

( )1iL N +  кроку розбиття, екстраполяція за Річардсоном виявляється ефективною. Покаже-
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мо це емпірично, обчислюючи суму ( )
0

N

n
i

N Aσ
=

= ∑  коефіцієнтів наближеного розв'язку 

(5.29). 
 

Таблиця 12.1. Числова реалізація процедури методу колокацій для (12.7) 
 

p  pN  ( )pNσ  ( ) ( )1
c pσ  

1 1 1,7500 1,7500 
2 2 3,0000 3,4167 
3 3 3,8083 4,5847 
4 4 4,0262 4,2350 
5 5 4,1140 4,2490 
6 10 4,2184 4,2500 
7 15 4,2361 4,2500 
8 20 4,2422 4,2500 
9 30 4,2465 4,2502 

10 40 4,2480 4,2499 
11 50 4,2487 4,2499 
12 60 4,2491 4,2499 
13 70 4,2493 4,2499 
14 80 4,2495 4,2499 

 
Для сингулярного інтегрального рівняння  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2

1 1
0,75 1 1,75 2,5 1 , 0t x x t f t dt x x f t dt

− −

+ − = + ≤ =∫ ∫                (12.7) 

з умовою (5.28) при 0Q =  точний розв'язок відповідає 1 1,75A = , 2 2,5A =  (інші коефіцієнти 

дорівнюють нулю) і 4, 25σ = . У табл. 12.1 подані значення ( )pNσ  1 ,p M= , обчислені на 

основі схеми (7.51), (7.72) та ( )(1)
c Mσ  – екстрапольовані за M  значеннями. Помітно, що вже 

при 10N =  екстраполяція за шістьома значеннями ( )pNσ  дає розв'язок задачі з точністю до 

п'яти знаків, хоча прямим методом це недосяжне навіть і при 80N = . 
 

Таблиця 12.2. Порівняння значень σ(N)  
і двочленних екстраполяцій σc

(1)(2) 
 

N  ( )Nσ  ( ) ( )1 2cσ  
2 3,0000 3,4165 
4 4,0262 4,3683 

10 4,2184 4,2824 
20 4,2422 4,2501 
30 4,2465 4,2500 
40 4,2480 4,2500 
60 4,2491 4,2500 
80 4,2495 4,2500 

 
Екстраполяцію за Річардсоном зручно здійснювати за двома значеннями ( )Nσ  та 

( )2Nσ . У цьому випадку 1 1 3d = − , 2 4 3d = . Вона менш точна (табл. 12.2) порівняно з ба-
гаточленною, однак її ефективність доволі висока, особливо за великих значень N . Причо-
му, як видно зі зіставлення з табл. 12.1, збільшення кількості членів ряду (12.3) вносить свої 
похибки у результат екстраполяції. 



Розділ ІІ 

 

76

Як другий приклад розглянемо результати розв'язування сингулярного інтегрального 
рівняння 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2
1 1 1

1 1 , 0.
10 1

x
t x S x t f t dt f t dt F x x f t dt

x − − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ − − = ≤ =
⎜ ⎟− ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫        (12.8) 

Перший інтеграл у дужках, який містить сходинкову функцію ( )S x t− , з точністю до 
знаку дорівнює другому інтегралу Прандтля і, таким чином, вираз у дужках дорівнює нулю. 
Тим не менше, оскільки у числовій процедурі під час обчислення інтегралу Прандтля вико-
ристовується аналітичне значення інтегралу, а до ядра Фредгольма застосовуються методи 
числового інтегрування, то у даному прикладі спостерігається відносно повільна збіжність. 
Зокрема, при ( ) 5,5F x =  точний розв'язок (12.8) дає 1 5,5A σ= = ; відповідні наближені й ек-
страпольовані значення поміщені у табл. 12.3.  

 
Таблиця 12.3. Наближені і екстрапольовані результати розв'язування (12.8) 

 
p  pN  ( )pNσ  ( ) ( )1

c pσ  
1 1 0,917 0,917 
2 2 –13,3 –16,1 
3 3 14,1 42,9 
4 4 9,21 –11,6 
5 5 10,4 24,5 
6 10 7,76 3,58 
7 15 6,91 6,29 
8 20 6,54 5,98 
9 30 6,17 7,19 

10 40 6,00 5,63 
 

Таблиця 12.4. Значення ( ) ( )1
c pσ , визначені на вибіркових наближених значеннях 

 
p  pN  ( ) ( )1

c pσ  
1 10 7,76 
2 15 6,23 
3 20 6,00 
4 30 5,80 
5 40 5,72 
6 50 5,66 

 
Таблиця 12.5. Екстраполювання розв'язку рівняння (12.8) для ( ) 5,5F x =  

 
p  pN  ( )pNσ  ( ) ( )1

c pσ  
1 3 8,14 8,14 
2 4 8,47 8,91 
3 5 6,93 1,51 
4 10 6,54 7,37 
5 15 6,24 5,81 
6 20 6,00 5,54 
7 30 5,83 5,69 
8 40 5,74 5,61 
9 50 5,69 5,63 

10 60 5,66 5,65 
11 70 5,64 5,69 
12 80 5,62 5,58 
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Таблиця 12.6. Дослідження рівняння (12.8) для ( ) ( )1,75 2,5 3F x x σ= + =  

 
p  pN  ( )pNσ  ( ) ( )1

c pσ  pN  ( ) ( )1
c pσ  

1 1 2,91 2,91 4 4,35 
2 2 –3,88 –5,27 5 6,49 
3 3 9,98 24,4 10 2,86 
4 4 4,35 –13,2 15 3,19 
5 5 5,12 17,3 20 3,32 
6 10 3,96 1,23 30 3,05 
7 15 3,49 3,27 40 3,11 
8 20 3,40 3,32 50 3,11 
9 30 3,25 5,11 60 3,11 

10 40 3,19 2,93 70 4,43 
11 50 3,15 3,08 80 2,95 
12 60 3,13 3,04   
13 70 3,10 3,09   
14 80 3,09 3,24   

 
Таблиця 12.7. Двочленні екстраполяції 1–4 порядків на основі  даних табл.12.5 

 

N  ( ) ( )1 2cσ  ( ) ( )2 2cσ  ( ) ( )3 2cσ  ( ) ( )4 2cσ  
10 6,42    
20 5,82 5,62   
30 5,69    
40 5,66 5,61 5,61  
60 5,61 5,58   
80 5,58 5,55 5,54 5,1 

 
Таблиця 12.8. Двочленні екстраполяції 1–4 порядків на основі  даних табл.12.6 

 

N  ( ) ( )1 2cσ  ( ) ( )2 2cσ  ( ) ( )3 2cσ  ( ) ( )4 2cσ  
10 2,55    
20 3,24 3,47   
30 3,17    
40 3,12 3,08 2,95  
60 3,08 3,05   
80 3,06 3,04 3,03 3,05 

 
Зазначимо, що якщо зі зміною N  наближений розв'язок не змінюється монотонно чи 

досить правильно, то екстрапольованим значенням властивий збільшений розкид, тобто вони 

не згладжують розв'язку. У табл. 12.4 містяться екстрапольовані значення ( ) ( )1
c pσ , визначе-

ні на тих наближених значеннях, які відзначаються монотонним прямуванням до точного ре-
зультату. За таких обставин екстраполяція істотно надійніша. 

Розв'язок рівняння (12.8) для ( ) 5,5F x =  з урахуванням лише непарних значень n  у 
розвиненні шуканої функції у ряд за многочленами Чебишева еквівалентний збільшенню 
удвоє значення параметра N . Екстраполяція у даному випадку (табл. 12.5) теж значно кра-
ща. 

Подібні результати отримані під час дослідження рівняння (12.8) для 
( ) 1,75 2,5F x x= + , коли 1 1,75A = ; 2 1,25A = ; 3σ =  (табл. 12.6). 

Можливе застосування екстраполяції за Річардсоном до вже екстрапольованих значень 
(екстраполяції другого та вищих порядків). Табл. 12.7, 12.8 містять результати двочленної 
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екстраполяції 1–4-го порядків, побудовані на основі даних таблиць 12.5 і 12.6 відповідно. 

Якщо порівняти 12-членну ( ) ( )1 12 5,58cσ =  (табл. 12.5) з відповідною значенню 80N =  дво-
членною екстраполяцією четвертого порядку 5,51 (табл. 12.6), то побачимо, що остання – то-
чніша, хоча й отримана дуже просто, а обчислення ( )(1) 12cσ  потребує додаткового розв'язу-
вання системи лінійних алгебричних рівнянь 12-го порядку та побудови відповідного много-

члена. Хоча двочленне наближення першого порядку для 80N =  дещо гірше від ( ) ( )1 12cσ , то 
вже екстраполяція другого порядку (5,55), яка враховує фактично ( )20σ , ( )40σ  та ( )80σ , 

виявляється кращою від ( ) ( )1 12cσ . Оскільки екстраполяції першого порядку в табл. 12.8 не 
змінюються монотонно зі збільшенням N , то це негативно впливає на поводження одержа-
них результатів. 
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Р О З Д І Л  ІІІ 

УМОВИ ВЗАЄМОДІЇ 

§ 13. Основні співвідношення двовимірної стаціонарної теорії                      
теплопровідності, пружності та термопружності 

13.1. Теплопровідність 

Залежність між температурним полем ( ), ,T x y z  і вектором теплового потоку 

( ), ,x y zq q qq  у тілі дає закон Фур'є [380, 486, 778] 

gradTλq = −   або  ,   ,   x y z
T T Tq q q
x y z

λ λ λ∂ ∂ ∂
= − = − = −

∂ ∂ ∂
.  (13.1) 

Якщо записати умову теплового балансу для елементарного об'єму середовища, то 
отримане рівняння теплопровідності у декартовій системі координат Oxyz  за незалежного 
від температури і координат коефіцієнту теплопровідності λ  має вигляд 

( ) ( )3 , , , ,T x y z Q x y zλΔ = − ,     (13.2) 

де 2 2 2 2 2 2
3 / / /x y zΔ = ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂  – тривимірний оператор Лапласа; ( ), ,Q x y z  – інтенсив-

ність об'ємних джерел тепла. 
Зведення до двовимірної задачі теплопровідності можливе, коли: 

1) відсутнє теплоперенесення уздовж однієї з осей координат, зокрема, 

0T
z

λ
∂

=
∂

;       (13.3) 

2) тіло є тонкою пластиною, на бічних поверхнях z δ= ±  якої симетрично відносно середин-
ної поверхні 0z =  здійснюється теплообмін з довкіллям, зокрема, конвективний 

( )C
T T T
z

λ α∓∂
= −

∂
 на z δ= ± .     (13.4) 

Тут α  – коефіцієнт тепловіддачі; CT  – температура довкілля; δ  – півтовщина пластинки. 
Для першого випадку рівняння (13.1) набуває вигляду 

( ) ( ), ,T x y q x yλΔ = − .      (13.5) 

Тут 2 2 2 2
2 / /x yΔ = Δ = ∂ ∂ + ∂ ∂  – двовимірний оператор Лапласа; ( ),q x y  – інтенсивність 

об'ємних джерел тепла. Температурне поле тоді називають плоским [778] і визначають за 
формулами [396, 635, 835] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
exp

, Re , ln k
T T k k kk T

kk

i
T x y z z m z z m z

z z
θ

Φ Φ Φ∗
∗

⎡ ⎤
= = − − +⎢ ⎥−⎣ ⎦

∑ ,  (13.6) 

де z x iy= +  – комплексна змінна (очевидна різниця у вживанні однакових традиційних по-

значень z  для комплексної змінної та декартової координати); ,
2

k
k

q
m

πλ
=  ,

2
kk

kk
q

m
πλ

=  kq , 

kkq  – потужність джерел і диполів тепла у точках kz∗  області S ; kθ  – кут орієнтації диполя; 
( )0T zΦ  – голоморфна у S  функція.  
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Загалом загальний розв'язок рівняння (13.5) можна розглядати як суму загального роз-
в'язку однорідного рівняння ( , ) 0T x yΔ =  та часткового розв'язку неоднорідного рівняння 
(13.5). Тому через те, що температура (як загальний розв'язок) є гармонічною функцією, її 
відповідно до теорії аналітичних функцій можна подати дійсною частиною аналітичної фун-
кції (потенціалу температурного поля ( )T zΦ ): ( , ) Re ( )TT x y zΦ= . У зв’язку з цим, оскільки  

( ) Re ( ) Re ( ),

( ) Im ( ) Im ( ),   ( ) ( ),

T T

T T T T

T z z z
x

T z z z z z
y

Φ

Φ Φ

∂ ′= = ℑ
∂

∂ ′ ′= − = − ℑ ℑ =
∂

 

то вирази для густин потоків тепла мають вигляд 
( ) ( ) ( ) ( ), ,

Re , Imx T y T
T x y T x y

q z q z
x y

λ λ λ λ
∂ ∂

′ ′= − = − ℑ = − = ℑ
∂ ∂

.  (13.7) 

Відповідно до цього виразу вектор потоку тепла через довільну дугу pAB  з лівого її бо-
ку стосовно напряму руху від A  до B  дорівнює 

( ) ( ){ }, ,~AB AB x AB y AB T B T Aq q iq z zλq ′ ′≡ + = − ℑ − ℑ .   (13.8) 

Якщо дуга pAB  є відрізком прямої, що йде вертикально вгору від A  до B , то величина пото-
ку тепла з лівого боку правобіч дорівнює 

( ) ( ){ }ImAB T B T Aq z zλ ′ ′= − ℑ − ℑ .    (13.81) 
Якщо область S  необмежена, то з урахуванням потоку тепла на нескінченності 

x yq q iq∞ ∞ ∞= +  отримаємо вираз для потенціалу 

( ) ( ) ( ) ( )0
exp

ln k
T k k kk T

kk

iqz z m z z m z
z z

θ
λ

Φ Φ
∞

∗
∗

⎡ ⎤
= − + − − +⎢ ⎥−⎣ ⎦

∑ .   (13.9) 

У другому випадку, якщо температурне поле у пластинці симетричне відносно сере-
динної площини, говорять про узагальнене плоске температурне поле і рівняння (13.1) 
зводиться до [778] 

( ) ( ) ( ),
, ,

2C
Q x y

T x y T x y Tαλ
δ δ
⎡ ⎤Δ − − = −⎣ ⎦ .            (13.10) 

Якщо бічні поверхні пластини теплоізольовані ( )0α = , то (13.10) збігається з (13.5). 
Згідно з аналогією Г.С.Кіта [393] задача поздовжнього зсуву еквівалентна у математич-

ному сенсі двовимірній задачі теплопровідності без урахування тепловіддачі з бічних повер-
хонь. У цьому випадку зміщенню w  відповідає температура T , модулю зсуву G  – коефіці-
єнт теплопровідності λ , компонентам ,  w x w y∂ ∂ ∂ ∂  градієнта переміщення – компоненти 
градієнтів температури ,  T x T y∂ ∂ ∂ ∂ , напруженням ,  xz yzσ σ  – компоненти вектора потоку 

тепла з протилежним знаком ,  x yq q− − , інтенсивностям kQ  зосереджених сил – інтенсивно-

сті джерел тепла з протилежним знаком kq−  тощо. З урахуванням цієї аналогії всі аналітичні 
та числові результати можна переносити з одного типу задач на другий, даючи їм відповідне 
фізико-механічне трактування. 

Тому у випадку анізотропії теплофізичних властивостей матеріалу градієнт температу-
ри і вектор теплового потоку вже не будуть протилежно напрямленими, а будуть (див. п. 
13.3) пов'язані між собою співвідношеннями 

44 45 45 55,   y x
T T T Tq K K q K K
y x y x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= − + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,   (13.11) 
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або в оберненій формі 

( ) ( )44 45 45 55,   y x y x
T Tk q k q k q k q
y x

∂ ∂
= − + = − +

∂ ∂
.    (13.12) 

Тут 44 45 55,  ,  K K K  – коефіцієнти теплопровідності. Залежність між сталими у формулах 
(13.11), (13.12) дають вирази 

( ) ( )

55 45 55 4544 44
44 45 55 44 45 552 2 2 2 2 2

2 22 2
44 55 45 44 55 45

,   ,   ,   ,   , ,

,   ,   1.

k k K Kk KK K K k k k
k k k K K K

k k k k K K K K k K

− −
= = = = = =

= − = − ⋅ =

       (13.13) 

Замінюючи коефіцієнти 44 45 55,  ,  A A A  п. 13.3 відповідно на 44 45 55,  ,  K K K  чи 

44 45 55,  ,  a a a  на 44 45 55,  ,  k k k , а потенціали * *( ),  ( )z zΦ Φ  – на потенціали * *( ),  ( )T Tz zΦ Φ , 
можна отримати усі потрібні вирази для характеристичного рівняння, його коренів, темпера-
турних потенціалів тощо. 

13.2. Плоска пружність і термопружність для ізотропних матеріалів 

За відсутності об'ємних сил [112, 396, 635, 835] рівняння рівноваги пружного тіла у ви-
падку плоскої задачі мають вигляд 

0, 0xy xy yyxx
x y x y

σ σ σσ ∂ ∂ ∂∂
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂
.    (13.14) 

Залежність між переміщеннями ,x yu u  і напруженнями xxσ , yyσ , xyσ  та температурою 
T  у пружному ізотропному тілі дає вираз 

( )2 1
, , 2 ,

, , 2 ,

xx yy yy xx xy
xx T yy T xy xy

y yx x
xx yy xy xy

T T
E E E

u uu u
x y y x

σ ν σ σ ν σ ν σ
ε α ε α γ ε

ε ε γ ε

∗ ∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗

− − +
= + = + ≡ =

∂ ∂∂ ∂
= = ≡ = +

∂ ∂ ∂ ∂

  (13.15) 

де ( )21E E ν∼∗ − , ( )1ν ν ν∼∗ − , ( )1T Tα ν α∼∗ +  для плоскої деформації (ПД); E E∼∗ , 

ν ν∼∗ , T Tα α∼∗  для узагальненого плоского напруженого стану (УПНС); E , ν , Tα  – мо-
дуль пружності, коефіцієнти Пуассона та коефіцієнт термічного розширення матеріалу від-
повідно. 

Єдине у цьому випадку рівняння сумісності деформацій у деформаціях чи відповідно 
напруженнях (інші виконуються автоматично) має вигляд 

2 22

2 2 0yy xyxx
x yy x

ε εε ∂ ∂∂
+ − =

∂ ∂∂ ∂
   чи   ( ) 0xx yy T E Tσ σ α ∗ ∗Δ + + Δ = .        (13.16) 

Рівняння рівноваги (13.14) задовольняються тотожно, якщо ввести у розгляд функцію 
Ейрі ( ),x yℑ  

{ } ( )
2 2 2

2 2, , , , , ,xx yy xy x y
x yy x

σ σ σ
⎧ ⎫∂ ∂ ∂⎪ ⎪= − ℑ⎨ ⎬∂ ∂∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

,             (13.17) 

що згідно з (13.16) задовольняє рівняння 
( ) ( ), , 0Tx y E T x yα ∗ ∗ΔΔℑ + Δ = .           (13.18) 

Якщо температура є гармонічною функцією, то з (13.5), (13.18) випливає бігармоніч-
ність функції ( ),x yℑ . У цьому випадку  
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( )
( )

4 Re ( ) 2 ( ) ( ) ,

2 ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ),

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ,

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ),   ( ) ( ),   

xx yy

yy xx xy

yy xy

x y T T

x y T T

z z z

i z z z

i z z z z z

G u iu x z z z z dz

G u iu z z z z z z
x

z z z z

σ σ

σ σ σ

σ σ

κϕ ψ β

κ β

ϕ ψ

Φ Φ Φ

Φ Ψ

Φ Φ Φ Ψ

Φ Φ

Φ Φ Φ Ψ Φ

Φ Ψ Φ

⎡ ⎤+ = = +⎣ ⎦
⎡ ⎤′− + = +⎣ ⎦

′− = + + +

+ = − − +

∂ ′+ = − − − +
∂

′ ′ ′= =

∫

( ) ( ).z zϕ′′=

  (13.19) 

Тут ( ) ( ) ( ) ( ), , 3 1z z κ ν νΦ Ψ ∗ ∗= − +  – пружні потенціали і стала Мусхелішвілі [112, 635]; 

( )T zΦ  – потенціал температурного поля; 2 ,T T Gβ α ∗=  ( )0,5 1G E ν= +  – модуль зсуву. 

Нехай xxσ∞ , yyσ∞ , xyσ∞  – значення напружень на нескінченності; 0 00, , ,x yP P iP M q q= +  – 

відповідно зосереджені сила та момент, потужності джерела тепла та диполя у точці z∗ ; 0θ  – 
кут орієнтації диполя. Тоді 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )

0
0 00 0

02 2

0 0
00 02

exp
ln ,

2

exp exp
,

11 1, , ;
4 2 8

T T

T

T

yy xx yy xx xy

iPz q z z q z
z z z z

zP zP iMz q
z z z zz z z z

i z i
q z

z z z z

i

θβ η β ηη
λ λ

β ηκη
λπ

θ θβ η
λ

νσ σ σ σ σ η
π

Φ Γ Φ

Ψ Γ

Ψ

Γ Γ

∗
∗ ∗

∗

∗ ∗∗ ∗

∗

∗ ∗

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∗

= − + − − +
− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥′= + − − − +

− −⎢ ⎥− −⎣ ⎦
⎤⎡ −
⎥+ + +⎢ − ⎥−⎣ ⎦

+′= + = − + =

,         (13.20) 

( ) ( )0 0,z zΦ Ψ – голоморфні в S  функції, що заникають на нескінченності. 
 

 
 

Рис. 13.1. Повертання системи координат 
 
Якщо система координат x O y′ ′ ′  повернута стосовно системи xOy  на кут α (рис. 13.1), 

то в новій системі координат компоненти тензора напружень і вектора переміщень визнача-
ються зі співвідношень 

( )
( )

2

,

2 2 ,

.

x x y y xx yy
i

y y x x x y yy xx xy

i
x y x y

i i e

u iu u iu e
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σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′ ′

−
′ ′

′ ′+ = +

′ ′ ′− + = − +

′ ′+ = +

   (13.21) 
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Зокрема, у полярній системі координат iz x iy re θ≡ + =  

( )

2

2

4Re ( ) 2 ( ) ( ) ,

2 2 ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,

2 ( ) ( ) ( ) ( ) .

rr

i
rr r

i
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i
r T T

z z z

i z z z e

i z z z z z e

G u iu x z z z z dz e

θθ

θ
θθ θ

θ
θθ θ

θ
θ

σ σ

σ σ σ

σ σ

κϕ ϕ ψ β

Φ Φ Φ

Φ Ψ

Φ Φ Φ Ψ

Φ −

⎡ ⎤+ = = +⎣ ⎦
⎡ ⎤′− + = +⎣ ⎦

⎡ ⎤′− = + − +⎣ ⎦
⎡ ⎤′+ = − − +⎣ ⎦∫

  (13.22) 

13.3. Антиплоска анізотропія 

Для поздовжнього зсуву у напрямі осі z анізотропного (ортотропного) середовища у ви-
гляді циліндричного тіла, коли зовнішні навантаження прикладені уздовж прямих ліній, що 
паралельні до твірної області тіла, і не змінюються уздовж цих прямих (рис. 13.2) 

0,  0,  ~ ( , )x y xu u u w w x y= = = .  
 

 
 

Рис. 13.2. Схема навантажування за поздовжнього зсуву 
 
Ненульовими тоді будуть дві компоненти ,  xz yzγ γ  деформації зсуву та згідно із зако-

ном Гука [534, 535, 1092, 103] дві компоненти напружень ,  xz yzσ σ  Для поздовжнього зсуву 

анізотропного середовища з властивостями, відзначеними номером k  у напрямі осі z  спів-
відношення закону Гука у прямій та оберненій формах і рівняння рівноваги мають відповід-
но вигляд [534, 535, 103] 

( )

44 45 45 55

44 45

45 55

,   ;

2 ,

2 ~ ;

yz k yz k xz xz k yz k xz

yz yz k yz k xz

xz xz k yz k xz z

A A A A

w a a
y
w a a u w
x

σ γ γ σ γ γ

γ ε σ σ

γ ε σ σ

= + = +

∂
≡ ≡ = +

∂
∂

≡ ≡ = +
∂

   (13.23) 

0yzxz
x y

σσ ∂∂
+ =

∂ ∂
.      (13.24) 

У формулах (13.23) пружні властивості матеріалів характеризують модулі пружності 
44 45 55,  ,  k k kA A A  та модулі податності 44 45 55,  ,  k k ka a a , між якими існує залежність 
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( ) ( )

55 45 44
44 45 552 2 2

55 45 44
44 45 552 2 2

2 22 2
44 55 45 44 55 45

,    ,    ,

,   , ,

,   ,   1.

k k k
k k k

k k k
k k k

k k k k k k

a a a
A A A

a a a
A A A

a a a
A A A

a a a a A A A A a A

−
= = =

−
= = =

= − = − ⋅ =

 (13.25) 

Якщо тіло має у кожній точці три взаємно перпендикулярні площини пружної симетрії 
і осі x, y є головними осями пружної симетрії, то сталі пружності з різними індексами дорів-
нюють нулю ( )45 450,  0k kA a= = . Тоді співвідношення закону Гука (13.23) спрощуються: 

44 44 55 55

44 55

44 55 44 44
44 55 44 55

,   ,

,   ,

1 1 1 1,   ,   ,   .

yz k yz k xz k xz k

yz k yz xz k xz

k k k k
k k k k

w wA A A A
y x

w wa a
y x

A A a a
a a A a

σ γ σ γ

γ σ γ σ

∂ ∂
= = = =

∂ ∂
∂ ∂

= = = =
∂ ∂

= = = =

  (13.26) 

Напружено-деформований стан у кожному з перерізів S тіла площиною, перпендикуля-
рною до осі циліндра, однаковий, і можна обмежитися аналізом одного з них, зокрема, у 
площині xOy .  

Увівши функцію напружень ( ) ( ), ~x y zℑ ℑ , яка виразами  

xz y
σ ∂ℑ

=
∂

, yz x
σ ∂ℑ

= −
∂

,  

характеризує напруження та здиференціювавши за x  перше з рівнянь (13.23), друге – за y  і 
утворивши різницю, маємо рівняння для визначення функції напружень 

2 2 2

55 45 442 22 0k k ka a a
x yy x

∂ ℑ ∂ ℑ ∂ ℑ
− + =

∂ ∂∂ ∂
.   (13.27) 

 

 
 

Рис. 13.3. Фізична і математична площини у задачі поздовжнього зсуву 
 
Введемо узагальнену комплексну змінну  

k k k kz x iy x s y≡ + = +  ( ,  k k k kx x y y yα β= + = ), 

що змінюється у так званій математичній області *S , отриманій з області S відповідним 
афінним перетворенням (рис. 13.3). Комплексне число k k ks iα β= +  – корінь характеристи-
чного рівняння 
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2
55 45 442 0k k ka s a s a− + =  

з додатною характеристичною частиною; 45 55 ,k
k ka aα =  55 ,k k

kr aβ =  

2
45 44 55

k
k k kr a a a= −  – суто уявне число. Зазначимо, що корені характеристичного рівняння 

будуть дійсними лише, якщо 44 0ka =  або 55 0ka = . 

Тоді, увівши таку функцію ( )* kzℑ , що ( )*( ) kz zℑ = ℑ , з урахуванням залежностей для 

похідних функції напружень 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* * *

2 * 2 * 2 *2 2
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k k k
k k k k
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∂ℑ ∂ℑ ∂ℑ∂ℑ ∂ℑ
= = +

∂ ∂∂ ∂ ∂

∂ ℑ ∂ ℑ ∂ ℑ∂ ℑ ∂ ℑ
= = +

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ℑ ∂ ℑ ∂ ℑ∂ ℑ
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  (13.28) 

рівняння (13.27) у перетвореній математичній площині можна переписати у вигляді 

( )
2 2

* * * *
2 2 20,   

( ) ( )
k

k kz
x y

Δ Δ Δ
∂ ∂

ℑ = = = +
∂ ∂

  чи  
2 2

0k k k ky y x x

∗ ∗∂ ℑ ∂ ℑ
+ =

∂ ∂ ∂ ∂
.  (13.29) 

Тепер 

( )
( ) ( ) ( )

,
k k

k
xz k k

z zw z
z ir

xx y
σ

∗ ∗∂ℑ ∂ℑ∂
= − = −

∂∂ ∂
.           (13.30) 

Оскільки функція ( )* kzℑ  є гармонічною в області *S , то її можна шукати у вигляді 

дійсної частини деякої аналітичної функції ( ) ( ) ( ) ( )* * *2k k k k
kz z z iQ zω Ψ≡ = ℑ + . Викори-

ставши при цьому умови Коші–Рімана  

,k k k k
Q Q

x y y x

∗ ∗ ∗ ∗∂ℑ ∂ ∂ℑ ∂
= = −

∂ ∂ ∂ ∂
, ,  

(13.30) перепишемо так: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*1 2 ,k k k k
yz k k k kk

w z
z z z z z z S

xr
σ ω ψ ψ Ψ

∂ ′ ′− + = = = ∈
∂

.       (13.31) 

Якщо перше співвідношення (13.23) здиференцівати за y , друге – за x  і підставити у 
рівняння рівноваги (13.24), то отримаємо рівняння 

2 2 2

55 45 442 22 0k k k
w w wA A A

x yx y
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂∂ ∂

, 

яке після ділення на 2A  з урахуванням залежності (13.25) між сталими ijkA  та mnka  зве-
деться до рівняння  

2 2 2

55 45 442 22 0k k k
w w wa a a

x yy x
∂ ∂ ∂

− + =
∂ ∂∂ ∂

,  
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що збігається з (13.27). Увівши ту ж узагальнену комплексну змінну k k k kz x iy x s y≡ + = +  

та функцію *( )kw z , що числово дорівнює *( ) ( )kw z w z= , з урахуванням вищезгаданих зале-
жностей (13.28) для похідних функції напружень матимемо  

( )* * 0kzΔ ℑ = .  

Тепер з огляду на вираз (13.23) запишемо два співвідношення 

( ) ( )* **( ) ( ) 1,   ( )
k kk

yzk k k

w z w zw z w z z A
x ax y y

σ
∂ ∂∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂ ∂

, 

які після введення аналітичної функції * * *( ) ( ) ( )k k kz w z iq zΦ = +  на основі умов Коші–
Рімана можна подати у вигляді 

( ) ( )*1 ( ) 1( )   k
yz k k

w zz z z S
xr r

σ Φ
∂ ′− = − ∈
∂

.   (13.32) 

Зіставивши цей вираз з (13.31), матимемо 

( ) ( ) ( ) ( )* * * *,   k k k k k kz r z z r zω ωΦ Φ′′ = = .   (13.33) 

Для ізотропного випадку  
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

45 44 55 45 44 55

* * *

2 110,   ;   0,   ,   ~ ,

,   ,   ~ ,   ~ ,   ~ ,
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iA A A G a a a r r
G E G

s i z z z z z z z z r z

ν

ω ω ωΦ Φ

+
= = = = = = = =

= = ℑ ℑ =
 

тобто комплексна зміна kz  збігається зі звичайною z , а бігармонічна функція ∗ℑ  – з ℑ . 
Отже рівняння (13.27) та закон Гука у цьому випадку мають вигляд 

( ) 0,   ( ) 0z w zΔ Δℑ = = ;      (13.34) 

,k yz k xz
w wG G
y x

σ σ∂ ∂
= =

∂ ∂
.      (13.35) 

Умови (13.31) набувають для ізотропного тіла вигляду 
( ) ( ) ( )( ) ( )   yz xzz i z z iG z z Sσ σ ω Φ′ ′+ = − = − ∈ .   (13.36) 

У випадку дії однорідного поля напружень xz yziτ σ σ∞ ∞ ∞= +  на нескінченності, зосере-
джених сил та їх диполів пружний потенціал має структуру 

( ) ( )
* 0

*

exp
( ) ( ) ln ( )k

k k kk
kk

iiz z z M z z M z
G G z z

θτωΦ Φ
∞ ⎡ ⎤

= = − − − +⎢ ⎥−⎣ ⎦
∑ . (13.37) 

Тут z x iy= +  – комплексна змінна (не повинна виникнути двозначність у вживанні тради-
ційних позначень z  для комплексної змінної та декартової координати напряму зсуву);  

гв гв
,   ,

2 2
k k kk k

k kk
Q iGb Q iGB

M M
G Gπ π

+ +
= =  

гв гв,  , ,  k k kk kQ b Q B  – інтенсивність зосереджених сил та гвинтових дислокацій, силових та 
дислокаційних диполів у точках *kz  області S  відповідно; kθ  – кут орієнтації осі диполів 
стосовно осі x; 0 ( )zΦ  – голоморфна у області S  функція. 

Якщо система координат x O y′ ′ ′  повернута відносно системи xOy  на кут α  (див. рис. 
13.1), то 

( ) i
yz xz yz xzi i e ασ σ σ σ −′ ′+ = + .     (13.38) 
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Пружні сталі матеріалу у новій системі координат також змінюються. Зокрема, 

( )

2 2
44 44 45 55

45 44 55 45

2 2
55 44 45 55

cos sin 2 sin ,
1 sin 2 cos 2 ,
2

sin sin 2 cos .

k k k k

k k k k

k k k k

a a a a

a a a a

a a a a

α α α

α α

α α α

′ = − +

′ = − +

′ = + +

    (13.39) 

Для часткового випадку вибору за осі первісної системи координат головних напрямів 
пружності ( )45 0ka =  мають 

2 2 2 2

44 55 45
23 13 23 13 23 13

cos sin sin cos 1 1 1,   , , sin 2 .
2k k ka a a

G G G G G G
α α α α α

⎛ ⎞
′ ′ ′= + = + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (13.40) 

Тут 13 23~ ,  ~xz yzG G G G  – модулі зсуву, що характеризують зміну кутів між головними на-
прямами ,x z  та ,y z . 

На основі формули (13.39) легко переконатися у тому, що 

( ) ( )2 2
45 44 55 45 44 55 ,   ,   k k

k k k k k kr a a a a a a r a a A A′ ′ ′ ′ ′ ′= − = − = = = ,     (13.41) 

тобто під час повертання системи координат параметри ,  ,  kr a A  матеріалу не змінюють-
ся. 

З урахуванням залежності між модулями пружності та податності характеристичне рів-
няння можна також записати у вигляді 

2
44 45 552 0A s A s A+ + = .    (13.42) 

13.4. Плоска анізотропія 

Пружні сталі матеріалів з властивостями k  позначимо ijka . Для плоского напруженого 

стану (ПНС) ijka  визначають податності матеріалу [534, 535, 1092, 103] (у роботі [1021] їм 

відповідають ijs ), а за плоскої деформації (ПД) їх слід замінити на 3 3 33ijk ijk i k j k ka a a aβ = −  

(у роботі [1021] KMS  відповідає ijβ ). Співвідношення закону Гука та рівняння рівноваги 
мають вигляд [535] 
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ε σ σ σ
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∂
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∂

∂⎛ ⎞∂
≡ ≡ + = + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

          (13.43) 

0, 0xy xy yyxx
x y x y

σ σ σσ ∂ ∂ ∂∂
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂
.            (13.44) 

Для того, щоб побудувати диференціальне рівняння стосовно переміщень, здиференці-
юємо у (13.43) перший вираз за y , третій – за x  та віднімемо: 

2

16 26 66 12 16 112
y yy xy yy xyxx xx

k k k k k k
u

a a a a a a
x x x y y yx

σ σ σ σσ σ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
= + + − − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
. 

З урахуванням рівнянь рівноваги (13.44) це співвідношення можна подати у простішому ви-
гляді 
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( )
2

16 26 12 11 12 662 2y yy yy xyxx xx
k k k k k k

u
a a a a a a

x x y y xx

σ σ σσ σ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
= + − − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
. 

Після того, як здиференціювати перший та останній вирази з (13.43) двічі за x , будуть 
отримані шукані диференціальні рівняння 

( )

2 23 2

11 12 163 2 2 2

4 3 3 33 3

16 26 12 11 12 664 3 3 2 2 3
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∂ ∂∂ ∂
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∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (13.45) 

У випадку ПНС за відсутності масових сил компоненти тензора напружень визнача-
ються формулами [534, 535, 103] 

2 2 2

2 2, ,
k k k

xx yy xy x yy x
σ σ σ∂ ℑ ∂ ℑ ∂ ℑ

= = = −
∂ ∂∂ ∂

,            (13.46) 

де функція напружень ( ) ( ), ~k kx y zℑ ℑ  задовольняє рівняння 

( )
4 4 4 4 4

22 26 12 66 16 114 3 2 2 3 42 2 2 0
k k k k k

k k k k k ka a a a a a
x x y x y x y y

∂ ℑ ∂ ℑ ∂ ℑ ∂ ℑ ∂ ℑ
− + + − + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
.  (13.47) 

Нехай ( )1 1,2k k k
m m mi mμ α β= + =  – корені (з додатною уявною частиною 0k

mβ > ) відпо-
відного для нього характеристичного рівняння [534, 535, 103] 

( )4 3 2
11 16 12 66 26 222 2 2 0k k k k k ka a a a a aμ μ μ μ− + + − + = ,  (13.48) 

що мають додатну уявну частину. 
У випадку неоднакових коренів k

mμ  цього рівняння ( )1 2
k kμ μ≠  можна вважати, що фу-

нкція напружень ( )k zℑ  визначається двома комплексними функціями ( ) ( )1, 2k k
m mF z m = : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 22Re , , .k k k k k k k
mk m mk m

d dF z F z z F z z z
dz dz

ϕΦ Φ⎡ ⎤ℑ = + = =⎢ ⎥⎣ ⎦
 (13.49) 

Тут ( )1,2k k k k
m m m mz x iy x y mμ≡ + = + =  – узагальнені комплексні змінні, що змінюються у ма-

тематичних областях mS , отриманих з області S  відповідними афінними перетвореннями 
(рис. 13.4). 

Тоді за формулами (26.9), (26.10) [535] напруження та переміщення у пластині можна 
подати у вигляді залежності від двох комплексних потенціалів ( ) ( )1 1 2 2,  k k

k kz zϕ ϕ : 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2

2 2
1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2 3 0

1 1 1 2 2 2 3 0

2Re ,

2Re ,

2Re ,

2Re ,

2Re ,

k k
yy k k

k k k k
xx k k

k k k k
xy k k

k k k k
x k k x

k k k k
y k k y

z z

z z

z z

u p z p z y u

u q z q z x u

σ ϕ ϕ

σ μ ϕ μ ϕ

σ μ ϕ μ ϕ

ω

ω

Φ Φ

Φ Φ

⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

   (13.50) 
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де ,mk mkϕΦ  – комплексні потенціали; 3ω  – характеризує малий жорсткий поворот; 0 0,x yu u  
– поступальне переміщення (трансляційні складові переміщення); 

( ) ( )
2 22

11 16 12 12 26,     1, 2 .k k k k k k
m k m k m k m k m k k

m

a
p a a a q a a mμ μ μ

μ
= − + = − + =  (13.51) 

 

 
 

Рис. 13.4. Дві математичні площини у плоскій задачі 
 

Для ортотропної пластинки з головними напрямами пружності, паралельними до осей 
координат x, y, коефіцієнти ija  мають таку залежність від головних "технічних" сталих мате-
ріалу: 

1 2
16 26 11 22 66 12

1 2 1 2

1 1 10,   0,   ,   ,   ,   k k
k k k k k k

k k k k
a a a a a a

E E Gk E E
ν ν

= = = = = = − = − . (13.52) 

Тут 1 2,  k xk k ykE E E E= =  – модулі пружності для розтягу-стиску уздовж головних напрямів 

пружності x, y; 1 12k k xykν ν ν= =  – коефіцієнт Пуассона, що означає стиск пластинки у напря-

мі осі y під час розтягу уздовж напряму x; 2 21k k yxkν ν ν= =  – коефіцієнт Пуассона, що озна-
чає стиск пластинки у напрямі осі x під час розтягу уздовж напряму y; 

12 21k k xyk k yxkG G G G G= = = =  – модуль зсуву (незалежна стала), що характеризує зміну ку-
тів між головними напрямами. 

Для ізотропного матеріалу пластини 

( )1 2 1 2,   ,   
2 1

k
k k k k k k k

k

E
E E E Gν ν ν

ν
= = = = =

+
.    (13.53) 

Рівняння (13.47) для функції напружень в головних напрямах ортотропної пластинки запису-
ємо у вигляді 

4 4 4
1

4 2 2 4
2 1 1

21 1 1 0
k k k

k

k k k kE G E Ex x y y
ν⎛ ⎞∂ ℑ ∂ ℑ ∂ ℑ

+ − + =⎜ ⎟
∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

,    (13.54) 

а відповідне характеристичне рівняння (13.48) (після віднесення до головних напрямів пруж-
ності) набуває вигляду 

4 2 11
1

2
2 0k

k
k k

EE
G E

μ ν μ
⎛ ⎞

+ − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.    (13.55) 
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Для ізотропного матеріалу рівняння (13.47) зводиться до бігармонічного 
4 4 4

4 2 2 42 0
k k k

x x y y
∂ ℑ ∂ ℑ ∂ ℑ

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

, 

для якого характеристичне рівняння записуємо так: 

( )4 2 22 1 0  або  1 0μ μ μ+ + = + = .    (13.56) 

Воно має два кратні суто уявні корені ( )1 2  k k k
m i iμ μ μ= ± = = , і залежність напружень та 

компонент вектора переміщення від комплексних потенціалів має вигляд (13.19). 
Диференціальні рівняння (13.45) стосовно переміщень в ізотропному випадку мають 

вигляд 

( )
2 4 33 2 3

3 2 2 4 3 2
1 1,   2 .yy y xyx xx xx

k k
k k

uu
E Ex x x x x x y

σ σσ σ
ν ν

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − = + −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (13.57) 

Для більшості ортотропних матеріалів корені характеристичного рівняння (13.55) суто 
уявні k k

m miμ β= . У цьому випадку формули (13.51) мають вигляд 

( )
2 2

1 2

1 2

( ) 1 ( )
,   ,     1, 2

k k
k k k km k k m
m m m mk

k m k
p q i i m

E E
β ν ν β

μ β
β

+ +
= − = − = = . (13.58) 

Розв'язок першої основної задачі на межі L  області S  зводиться до пошуку аналітич-
них в областях mS  функцій ( )k

m mzϕ  за крайовою умовою 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2 10

1 1 1 2 2 2 20

2Re ,

2Re ,

sk k
k k n

sk k k k
k k n

z z Y ds C

z z X ds Cμ μ

Φ Φ

Φ Φ

⎡ ⎤+ = − +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ = +⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
   (13.59) 

де ,  n nX Y  – складові у напрямі осей Ox  та Oy  зовнішніх зусиль, заданих на L ; 1 2,  C C  – до-
вільні дійсні сталі. 

Друга основна задача на межі L  області S  полягає у пошуку аналітичних в областях 

mS  функцій ( )k
m mzϕ  за крайовою умовою 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2 2 2 0 1

1 1 1 2 2 2 0 2

2Re ,   

2Re ,

k k k k
k x

k k k k
k k y

p z p z y u g

q z q z x u g

ω

ω

Φ Φ

Φ Φ

⎡ ⎤+ − + =⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ + + =⎢ ⎥⎣ ⎦

   (13.60) 

де 1 2,  g g  – задані на межі L значення компонент переміщень ,  x yu u . 
Для основної змішаної задачі слід комбінувати крайові умови (13.59) та (13.60) і в зага-

льному випадку буде отримана гранична задача з розривними коефіцієнтами. 
У випадку багатозв’язних областей S , обмежених контурами ( 1, 1)jL j M= + , з яких 

лінія 1ML +  охоплює усі інші, аналітичні функції ( )k
mk mzϕ , що фігурують в узагальнених 

комплексних поданнях розв'язків плоскої задачі (13.50), повинні задовольняти деякі умови, 
що забезпечують однозначність зміщень точок пружного середовища [103]. Вони виплива-
ють з умови нерозривності переміщень, а також з виразів для головного вектора і головного 
моменту зусиль, прикладених до контуру jL . 
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Для отримання цих умов у термінах функцій ( )k
mk mzϕ  подамо за Т.Л.Мартиновичем та 

І.О.Ніщенком [103] головний вектор і головний момент зусиль ,  n nX Y , що діють на дуговий 
елемент ds  контуру jL , а також диференціал переміщень середовища за допомогою формул 
(13.59), (13.60): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ){ }

1,2

1,2

1,2

1 1 ,

,

Re 1 1

Re .

k k k k
m mk m m mk m n n

m

k k k k k k
m m mk m m m mk m x y

m

k k k k
m mk m m mk m

m

n n j

d i z i z i X iY ds

d p iq z p iq z d u iu

td i z i z

it X iY ds dM

μ μ

μ μ

Φ Φ

Φ Φ

Φ Φ

=

=

=

⎡ ⎤+ + + = +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + + = +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤+ + + =⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

= + = −

∑

∑

∑

  (13.61) 

Зінтегрувавши рівності (13.61) уздовж замкнутих контурів ( )m
jL , які є образами контура jL  у 

математичній площині mS , отримаємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1,2

1,2

1 1 ,

0;

m m
j j

m m
j j

k k k k k k
m mk m m m mk m m j jL L

m

k k k k k k k k
m m mk m m m m mk m mL L

m

i z dz i z d z i X iY

p iq z dz p iq z d z

μ ϕ μ ϕ

ϕ ϕ

=

=

⎡ ⎤
+ + + = +⎢ ⎥⎣ ⎦

+ + + =

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫
  (13.62) 

( ) ( )( ) ( )
1,2

Re Re ( 1... 1),m m
j j

k k k
m mk m m n n jL L

m
z z dz i t X iY ds M j Mϕ

=

⎡ ⎤
= + = − = +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∫ ∫   (13.63) 

де ( ) ( )k k
mk m mk mz zϕ Φ′= ; ,  ,  j j j jzX Y M M=  – компоненти головного вектора і головного 

моменту зовнішніх зусиль, прикладених до контуру jL . 
До рівностей (13.62) можна долучити комплексно спряжені до них рівності і, розв'яза-

вши отриману систему рівнянь, отримати умови, які повинні задовольняти комплексні поте-
нціали ( )k

mk mzϕ : 

( ) ( )( )

( ) ( )
1 2  1, 2;  j 1... 1m

j

m m
j jk k

mk m mL

D Y D X
z dz m M

D
ϕ

+
= − = = +∫ .  (13.64) 

Тут введені позначення 
2211 22 1 2

2 1 2 12 2
1 2

4
,

k k
k k k kk k

k k

a a
D

β β
μ μ μ μ

μ μ
= − −  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 3 3 2 2 32 3(1) 11 22
1 2 2 1 2 1 2 1 2 11 2

1 2

12 22
11 16 2 1 2 1 2 22

1 2

,

             ,

k k k k k k k k k kk k
k

k k k k k kk k
k k

k k

a a
D

s

a a
a a

μ μ μ μ μ μ μ μ μ μ
μ

μ μ μ μ μ μ
μ μ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − − − − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟− + − − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 3 33(1) 11 22
1 2 2 1 2 1 2 1 2 12 2

1 2

26 22
11 12 2 1 2 2 2 12

1 2

(2) (1) (2) (1)
1 2 2 1 1 2 2 11 1 2 2

,

             ,

, , ,   , , .

k k k k k k k k kk k
k k

k k k k k kk k
k k

k k

k k k k

a a
D s

a a
a a

D s D s D s D s

μ μ μ μ μ μ μ μ μ
μ μ

μ μ μ μ μ μ
μ μ

μ μ μ μ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − − − − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞
⎜ ⎟

− + − − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

         (13.65) 

Виконання умов (13.64) забезпечує однозначність переміщень у багатозв'язній області S. 
Підсумувавши рівності за j  від 1 до 1M + , з урахуванням рівнянь рівноваги пластинки 

як твердого цілого 

( )1 1 1
1 1

0,   0
M M

M M j j M j
j j

X iY X iY M M+ + +
= =

+ + + = + =∑ ∑ ,   (13.66) 

матимемо 

( ) ( )(1) (2)1 1 1 2 2 20,    0k k k k
k kL L

t dt t dtϕ ϕ= =∫ ∫ ;   (13.67) 

( )( )

2

1
Re 0m

k k k
m mk m mL

m
t t dtϕ

=
=∑ ∫ ,    (13.68) 

причому 
1

( )( )

1

M
mm
j

j
L L

+

=
= ∑ ; k

mt  – афікси точок відповідних контурів ( )mL , що обмежують обла-

сті mS  зміни змінних k k
m mz x yμ= + . 

У формулах (13.64), (13.67), (13.68) додатним напрямом обходу контуру jL  вважається 
той, за якого область S залишається ліворуч. 

За виконання умови (13.67) згідно з теоремою Коші для багатозв’язної області функції 

( )k
mk mtϕ  будуть голоморфними в областях mS  зміни k

mz . 

З умов (13.64) та (13.67) випливає, що функції ( )k
mk mzΦ  з обходом замкнених контурів 

( ) ( ),  m m
jL L  у додатному напрямі (області ,  mS S  залишаються ліворуч) отримують додатні 

прирости: 

( )

( )
( )

( )

( ) ( )
1 2 ( 1, 1),

0.

m
j

m

m m
j jk

mk m
L

k
mk m

L

D Y D X
z j M

D

z

Φ

Φ

+⎡ ⎤ = − = +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ =⎢ ⎥⎣ ⎦

  (13.69) 

З урахуванням (13.66) звідси випливає, що функції ( )k
mk mzΦ  у багатозв'язних областях 

mS , обмежених контурами ( )mL , повинні мати вигляд 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
1 2 *

1
ln

2

m mM
j jk k k k

mk m m mj mk m
j

D Y D X
z z z z

iDπ
Φ Φ

=

+
= − − +∑ ,  (13.70) 
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де ( )* k
mk mzΦ  – однозначні аналітичні функції в областях mS ; k

mjz  – точки всередині контурів 

( )m
jL . 

Для необмеженої багатозв'язної області S , коли контур 1ML +  відсутній, а поле напру-

жень у безмежно віддалених точках пластинки скінченне, подання (13.70) функцій ( )k
mk mzΦ  

поблизу безмежно віддаленої точки набувають вигляду 

( ) ( )
( ) ( )

0 01 2

1 1
ln , ,  ,

2

m m M M
k k k k

mk m m mk m m m j j
j j

D Y D X
z z z A z X X Y Y

iDπ
Φ Φ

= =

+
= − + + = =∑ ∑  (13.71) 

де ( )0 k
mk mzΦ – функції, голоморфні в околі точки k

mz = ∞ . 

Комплексні сталі 0
mA  визначають напруження та малі повороти пластинки на нескін-

ченності. Вектор переміщень на нескінченності обмежений за умови 0 0,  0,  0mA X Y= = = . 
Якщо система координат x O y′ ′ ′  повернута стосовно системи xOy  на кут α (див. 

рис. 13.1), то в новій системі координат компоненти тензора напружень і вектора переміщень 
визначаються зі співвідношень (13.21). Пружні сталі (індекс k  на означення матеріалу для 
скорочення виразів упускаємо) змінюються при цьому за законом 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

4 2 2 4 2 2
11 11 12 66 22 16 26

4 2 2 4 2 2
22 11 12 66 22 16 26

2 2
12 11 22 12 66 12 26 16

cos 2 sin cos sin cos sin sin 2 ,

sin 2 sin cos cos sin cos sin 2 ,

12 sin cos sin 2 cos 2 ,
2

a a a a a a a

a a a a a a a

a a a a a a a a

α α α α α α α

α α α α α α α

α α α α

′ = + + + + +

′ = + + + − +

′ = + − − + + −

 

( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

2 2
66 11 22 12 66 66 26 16

2 2
16 22 11 12 66

2 2 2 2 2 2
16 26

2 2
26 22 11 12 66

4 2 sin cos 2 sin 2 cos 2 ,

1sin cos 2 cos 2 sin 2
2

       cos cos 3sin sin 3cos sin ,

1cos sin 2 cos 2
2

a a a a a a a a

a a a a a

a a

a a a a a

α α α α

α α α α

α α α α α α

α α α

′ = + − − + + −

⎡ ⎤′ = − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

+ − + −

⎡ ⎤′ = − − +⎢ ⎥⎣ ⎦

( ) ( )2 2 2 2 2 2
16 26

sin 2

       sin 3cos sin cos cos 3sin .a a

α

α α α α α α

+

+ − + −

        (13.72) 

При цьому слід зазначити інваріантність таких комбінацій сталих: 
11 22 12 11 22 12 66 12 66 122 2 ,   4 4a a a a a a a a a a′ ′ ′ ′ ′+ + = + + − = − .  (13.73) 

Для ортотропної пластинки у якої головні напрями пружності збігаються з первісною 
системою координат xOy, вирази (13.71) з використанням "технічних" модулів пружності 
мають вигляд 

4 4
2 21

11
1 1 2
4 4

2 22
22

1 2 2

2cos 1 sinsin cos ,

2sin 1 cossin cos ,

a
E G E E

a
E G E E

να α
α α

να αα α

⎛ ⎞
′ = + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
′ = + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
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                    21 2 1
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1 2 1

1 11 1 sin 2 ,
4

a
E E G E
ν ν ν

α
⎛ ⎞+ +′ = + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

21 2
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1 2
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1
16

2 1 1
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2sin cos 1 1 cos 2 sin 2  ,
2

2cos sin 1 1 cos 2 sin 2 .
2

a
E E G G

a
E E G E

a
E E G E

ν ν
α

να α α α

να α α α

⎛ ⎞+ +′ = + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞

′ = − + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞

′ = − + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

   (13.74) 

Зважимо на існування таких інваріантних співвідношень: 
1 1 1 1

1 2 1 1 2 1 1 1 1 1

2 2 4 41 1 1 1 1 1,   
E E E E E E G E G E

ν ν ν ν′ ′
+ − = + − + = +
′ ′ ′ ′ ′

   (13.75) 

та залежності між сталими 
1 2 2 1E Eν ν= .      (13.76) 

13.5. Інтегральні перетворення Фур’є у двовимірній теорії пружності 

Плоска задача для ізотропного матеріалу 

Функція напружень Ейрі ( ),x yΦ  задовольняє бігармонічне рівняння 
( ), 0x yΔΔΦ = .     (13.77) 

Вважатимемо, що коли x →∞ , то ( ),x yΦ , 0zΦ∂ ∂ →  (тут і надалі z x iy= + ). У декартовій 
системі координат напруження і деформації в ізотропному середовищі зі сталими ,E ν  
( ),G κ  згідно зі законом Гука залежать від Φ  таким чином: 

2 2 2

1 22 2

1 2 1 2

, , , ,

1 1 3, , , .
2 2 8 8

x
xx yy xy xx xx yy

y y xyx
yy yy xx xy

u
k k

y y xy x
u uu

k k k k
y y x G G G

σ σ σ ε σ σ

σ κ κ
ε σ σ ε

Φ Φ Φ ∂∂ ∂ ∂
= = = − = = −

∂ ∂ ∂∂ ∂

∂ ∂⎛ ⎞∂ + −
= = − = + = = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

      (13.78) 

Звідси 
2 2

1 2 1 22 2

2 2 3

1 2 2 1 3
0

2 3

3 1 3 23

,

1
2

1 5, .
8

x
xx yy

x
y xy yyxx

u
k k k k

x y x

u
k dx k dx k k dx

x G y y G x y x y y

k k dx k k
x y G Gy

σ σ

σ σσ

κ

Φ Φ

Φ Φ Φ

Φ Φ

∂ ∂ ∂
= − = −

∂ ∂ ∂

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
= − + = − + − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ +
= − − = − =

∂ ∂ ∂

∫ ∫ ∫

∫

               (13.79) 

Інтегральне перетворення Фур'є [593, 896] дає зв'язок між функцією двох змінних 
( ),x yΦ  та її трансформантою ( ),F yξΦ  за змінною x  у вигляді 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , , , .
2

F i x F i xy F x e dx x y e dξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ
π

Φ Φ Φ Φ Φ
∞ ∞

−

−∞ −∞

≡ = =∫ ∫          (13.80) 

З урахуванням обмежень, накладених на функцію Φ , фур'є-перетворення ( ),F yξΦ′  

( ),F yξΦ′′  першої та другої похідних за x  функції ( ),x yΦ  дорівнюють  

( ) ( ) ( ) ( )2, , , , , .F F F Fy i y y yξ ξ ξ ξ ξ ξΦ Φ Φ Φ′′ ′′= − = −                                (13.81) 
Тому фур'є-перетворення напружень і похідних переміщень (13.78) матимуть вигляд 

( ) ( ) ( ){ } ( )
2

2
2, , , , , , , , ,F F F F

xx yy xyy y y i y
yy

σ ξ σ ξ σ ξ ξ ξ ξΦ
⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪= −⎨ ⎬∂∂⎪ ⎪⎩ ⎭

                       (13.82) 

( ) ( ){ } ( )
2 3

2 2
1 2 3 12 3, , , , , ,F F F

x y
iu y u y k k k k y

yy y
ξ ξ ξ ξ ξ

ξ
Φ

⎧ ⎫⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎪ ⎪′ = + −⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟∂∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
              (13.83) 

а розв'язок рівняння (13.77), яке у просторі зображень набуває вигляду 

( ) ( ) ( )
4 2

2 4
4 2, 2 , , 0F F Fy y y

y y
ξ ξ ξ ξ ξΦ Φ Φ

∂ ∂
− + =

∂ ∂
, 

можна подати у формі 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 2 4,F y yy B yB e B yB eξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξΦ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ,                 (13.84) 

або з огляду на те, що ξ  повинно змінюватися від −∞  до ∞ , у зручнішому вигляді  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 2 4, y yF y A yA e A yA eξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξΦ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ,                   (13.85) 

де ( ) ( ),i iA Bξ ξ  – довільні комплексні функції, причому 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 , 0 ,
, 1...4; , 1 .

0 ; 0
i i

i i
j j

A B
A B i j i j i j

A B

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

⎧ ⎧≥ ≥⎪ ⎪= = = ≠ − =⎨ ⎨
< <⎪ ⎪⎩ ⎩

  (13.86) 

Тут враховано, що для кожного фіксованого значення аргументу y  функція ( ),F yξΦ  обме-
жена за довільних значень ξ . 

Подамо основні формули, які будуть використовуватися у подальших перетвореннях. 
Спочатку звернемося до інтегралів 

              

( )

( )

( ) ( )

1 2 2

2 2 2

2 2

3 22 2

2 2

4 2 5 22 2

sign ,

sign ,

,

sign 1 ,

yi x

yi x

yi x

yi x

yI e dx y e
x y

xI e dx i e
x y

x yI y e dx ye
x y

x yI I I x e dx i y e
x y

ξξ

ξξ

ξξ

ξξ

π

π ξ

π ξ

π ξ ξ

∞
−

−∞
∞

−

−∞
∞

−

−∞

∞
−

−∞

≡ =
+

≡ =
+

−
≡ = −

⎡ ⎤+⎣ ⎦

−
= − ≡ = −

⎡ ⎤+⎣ ⎦

∫

∫

∫

∫
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( ) ( )

( )

2

5 22 2

2

6 1 3 22 2

2 2
2

7 32 2

2 2

8 32 2

2 ,

2 sign ,

32 sign ,

32 .

yi x

yi x

yi x

yi x

xyI y e dx i y e
x y

x yI I I e dx y y e
x y

x yI y e dx y e
x y

x yI x e dx i e
x y

ξξ

ξξ

ξξ

ξξ

πξ

π ξ

π ξ

πξ ξ

∞
−

−∞

∞
−

−∞

∞
−

−∞

∞
−

−∞

≡ =
⎡ ⎤+⎣ ⎦

= + ≡ = −
⎡ ⎤+⎣ ⎦

−
≡ = −

⎡ ⎤+⎣ ⎦

−
≡ = −

⎡ ⎤+⎣ ⎦

∫

∫

∫

∫

                         (13.87) 

Перші два випливають з (3.2.3), (3.2.4) [52]; вирази для 3 5 7 8, , ,I I I I  –  внаслідок диферен-
ціювання за y  інтегралів 1 2 3 5, , ,I I I I  відповідно. 

З інтегралів 1 2,I I  отримується: 

( )[sign( ) sign( )] yi x dxe i y e z x iy
z

ξξ π ξ
∞

−

−∞

= − = +∫ , 

а також (після заміни z x iy= +  на ( )t z t x iy− = − − ) – 

[sign( ) sign( )] yi x i tdxe i y e e
t z

ξξ ξπ ξ
∞

−

−∞

= −
−∫ .                                    (13.88) 

Таким чином, якщо f iα β= +  – деяке комплексне число чи незалежна від x  функція, 
то на підставі (13.88) 

[ ]Im Re sign( ) sign( ) yi x i x i tf ife dx e dx y i e e
t z t z

ξξ ξ ξπ α ξ β
∞ ∞

−

−∞ −∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤≡ − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ .      (13.89) 

Звідси з урахуванням (13.80) можна одержати залежність  

[ ]

( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

| |

0

0

1Im Re sign( ) sign( )
2

sign( ) cos ( ) sin ( )

sign( ) cos ( ) sin ( ) .

y i t i x

y

y

f if y i e e e d
t z t z

y x t x t e

y x t x t e

ξ ξ ξ

ξ

ξ

α ξ β ξ

α ξ β ξ

α ξ β ξ

∞
− −

−∞
∞

−

∞
−

≡ − = − =
− −

⎡ ⎤= − − − =⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦

∫

∫

∫

  (13.90) 

Урахування формул (13.88) дає можливість також записати 

( ) ( )4 3 6 52

2

sign sign 2 2 ,

2 2 .

yi x

yi x

z e dx I iI iI I i y y y e
z

z z e dx i y y e
z

ξξ

ξξ

π ξ ξ ξ

π ξ ξ

∞
−

−∞
∞

−

−∞

⎡ ⎤= − − − = − − +⎣ ⎦

−
= ⎡ − ⎤⎣ ⎦

∫

∫
 

Розділяючи в останньому виразі дійсну та уявну частини, отримаємо 
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{ } 2 22 , Re , Imy i xz z z zi y y e e dx
z z

ξ ξπ ξ ξ
∞

−

−∞

⎧ ⎫− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
∫ , 

звідки  

( ) 2 22 Re Imy i xz z z zi a y b y e a ib e dx
z z

ξ ξπ ξ ξ
∞

−

−∞

⎧ ⎫− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + = +⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
∫ , 

а якщо замінити z  на t z− , то 

( )
( ) ( )2 22 Re Im .y i t i xz z z zi a y b y e e a ib e dx
t z t z

ξ ξ ξπ ξ ξ
∞

−

−∞

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ = +⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

∫               (13.91) 

Це дає 

( )
( )

( )
( )

( )2 2Re Im 2 .y i tA z z iA z z
dx dx i a y b y e e

t z t z
ξ ξπ ξ ξ

∞ ∞
−

−∞ −∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫                 (13.92) 

Здійснюючи обернення перетворення Фур'є на основі (13.80) та (13.87) 

      

( ) ( )

( )

( ) ( )

1 2 2

2 2 2

3 2 2 22 2

2 2

4 22 2

2 12sign Re 2sign Im ,

2 1sign 2 Re 2 Im ,

4 12 sign Re 2 sign Im ,

2

y i x

y i x

y i x

y i x

y ii e e d y y
z zx y

ix ii e e d i i
z zx y

ix y ii e e d i y i y
z zx y

x yi e e d
x y

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

∞
− −

−∞
∞

− −

−∞
∞

− −

−∞

∞
− −

−∞

≡ = = = −
+

−
≡ = = − = −

+

−
≡ = = − =

⎡ ⎤+⎣ ⎦

−
≡ = −

⎡ ⎤+⎣ ⎦

∫

∫

∫

∫ 2 2
12 Re 2 Im ,i
z z

= − =

 

   

( ) ( ) ( )

( )

( )

5 3 2 2 22 2

2 2

6 4 2 2 22 2

2 2
2 2

7 3 3 32 2

8

4
sign Re sign Im ,

2 Re 2Im ,

34 2 Im 2Re ,

y i x

y i x

y i x

i z zixy y z zi ye e d yi i y i y
z zx y

i z zx y z zi ye e d yi y
z zx y

i z zx y z zi ye e d y
z zx y

i

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

∞
− −

−∞

∞
− −

−∞

∞
− −

−∞

−− −
≡ = = = − =

⎡ ⎤+⎣ ⎦

−− −
≡ = = − = − =

⎡ ⎤+⎣ ⎦

−− −
≡ = − = = −

⎡ ⎤+⎣ ⎦

∫

∫

∫

( )2 2

3 3 32 2

34 2 Re 2 Im ( ).y i x i z zx y z zye e d ixy i i z x iy
z zx y

ξ ξξ ξ ξ
∞

− −

−∞

−− −
≡ = = = = +

⎡ ⎤+⎣ ⎦
∫

(13.93) 

Звідси, зокрема, 

( ) ( )
( )2 2Re Im y i t i xz z z za ib i a y by e e e d

t z t z
ξ ξ ξξ ξ ξ

∞
− −

−∞

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ = +⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ .               (13.94) 

Згідно властивостей дельта-функції Дірака 
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

0 , ,
0 0 ,

1; 0,5 , ,
0 ;

.

b

a

x a x b
x

x x dx f x x t dx f x x a x b
x

f x a x b
δ δ δ

∞

−∞

⎧ < >
⎧ ≠ ⎪= = − = = =⎨ ⎨∞ =⎩ ⎪ < <⎩

∫ ∫   (13.95) 

Відповідно до цього 

( ) , ( ) 1i x i t i xx t e dx e x e dxξ ξ ξδ δ
∞ ∞

− −

−∞ −∞

− = =∫ ∫ .    (13.96) 

Обернене перетворення Фур’є дає 

1 1( ) , ( ) ,
2 2

i t i x i xx t e e d x e dξ ξ ξδ ξ δ ξ
π π

∞ ∞
− −

−∞ −∞

− = =∫ ∫    (13.97) 

а оскільки ( ) ( )x xδ δ= − , то також і 

1( )
2

i xx e dξδ ξ
π

∞

−∞

= ∫ .     (13.98) 

Перший вираз (13.99) можна також подати у вигляді інтегралу 

( )
0

1( )
2

i t i x i t i xx t e e e e dξ ξ ξ ξδ ξ
π

∞
− −− = +∫ .    (13.99) 

На основі залежності (13.99) легко записати  

( )1( , ) ( ) ( , ) ( , )
2

i t xx y t x t y dt t y e d dtξϕ δ ϕ ϕ ξ
π

∞ ∞ ∞
−

−∞ −∞ −∞

= − =∫ ∫ ∫ .   (13.100) 

Розглянемо функцію  

( ) ( )2 2
, yY x y

y xπ
=

+
.  

Для додатних значень 0y >  обчислення інтегралу від цієї функції дає незалежний від y  ви-
раз  

( ), 1Y x y dx
∞

−∞

=∫ . 

Якщо врахувати разом з цією властивістю також і те, що граничне значення цієї функ-
ції при ( )0 0y y→ >  дорівнює 

( ) ( )
( )0

0 0 ,
lim ,

0 ,y

x
Y x y

x→+

⎧ ≠
= ⎨∞ =⎩

 

та зіставити останні дві залежності з першою та другою ознаками дельта-функції (13.95), 
можна зробити висновок, що 

( ) ( ) ( )2 20 0
lim , lim

y y

yY x y x
y x

δ
π→+ →+

≡ =
+

.   (13.101) 

Залежності (1.4.1), (2.4.1) [52] дають вирази 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 0

1 1cos , sin 0y yy xe x d e x d y
y x y x

ξ ξξ ξ ξ ξ
π ππ π

∞ ∞
− −= = >

+ +
∫ ∫ , 
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звідки після граничного переходу з урахуванням (13.104) 

( ) ( ) ( )
0 00 0

0 0

1 1 1lim cos , lim sin ,

1lim ( )

y y
y y

y i x
y

e x d x e x d
x

ie e d x
x

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ δ ξ ξ
π π π

ξ δ
π π

∓

∞ ∞
− −

→± →±

∞

→±

= =

= +

∫ ∫

∫
 

або після заміни x  на t x−  

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 00 0

( )
0 0

1 1 1lim cos , lim sin ,

1lim ( ) .

y y
y y

y i t x
y

e t x d x e t x d
t x

ie e d t x
t x

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ δ ξ ξ
π π π

ξ δ
π π

∓

∞ ∞
− −

→± →±

∞
−

→±

− = − =
−

= − +
−

∫ ∫

∫
 (13.102) 

Антиплоска задача 

В умовах поздовжнього зсуву в напрямі осі t  переміщення w  задовольняє гармонічно-
му рівнянню  

( , ) 0w x yΔ = .      (13.103) 

Вважатимемо, що коли x →∞ , то ( , ), 0ww x y
z

∂
→

∂
 (тут і далі z x iy= + ). У декартовій 

системі координат напруження згідно із законом Гука залежать від w  так: 

,yt xt
w w
y x

σ μ σ μ∂ ∂
= =

∂ ∂
.         (13.104) 

Інтегральне перетворення Фур'є дає зв’язок між функцією ( , )w x y  та її трансформан-

тою ( , )Fw yξ  за змінною x  у такому вигляді: 

1( , ) ( ; ) ( , ) , ( , ) ( , ) .
2

F i x F i xw y F w w x y e dx w x y w y e dξ ξξ ξ ξ ξ
π

∞ ∞
−

−∞ −∞

≡ = =∫ ∫   (13.105) 

З урахуванням обмежень, накладених на функцію w , фур’є-перетворення ( , )Fw yξ′  похідної 
за x  переміщення та напружень (13.104) матимуть вигляд  

( , ) ( , )F Fw y i w yξ ξ ξ′ = − ;     (13.106) 

( , ) ( , )F F
xt y i w yσ ξ μ ξ ξ= − ;     (13.107) 

( , ) ( , )F F
yt y w y

y
σ ξ μ ξ∂

= −
∂

.     (13.108) 

Розв’язок рівняння (13.103), яке у просторі зображень запишеться  
2

2
2 ( , ) ( , ) 0F Fw y w y

y
ξ ξ ξ∂

− =
∂

,  

має структуру  

1 2( ) ( )y yFw A e A eξ ξξ ξ−= + .       (13.109) 
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§ 14. Температурна взаємодія тонкого теплоактивного включення з матрицею 

Розглянемо симетричне відносно серединної лінії включення малої ширини (товщини) 
( ) ( )( )2 1h x h x �′ , розташоване уздовж лінії [ ; ]L a b′ =  на осі абсцис (рис. 14.1). Приймемо 

для загальності товщину включення 2δ  (для плоского температурного поля δ → ∞ ). Вважа-
тимемо теж, що температурне поле ( )B , ,t x y z  у ньому симетричне відносно серединної 
площини включення xOy . Усі величини, які стосуються включення, позначатимемо нижнім 
індексом B" " . 

 

 
 

Рис. 14.1. Тонке міжфазне включення 
 
Рівняння теплового балансу для елементарного об‘єму, виділеного з включення, має 

вигляд 
( )B BB B , ,

0
2

yx nq q x y zq q
x y δ δ

∂∂
+ + + =

∂ ∂
,    (14.1) 

де B B B, ,x y nq q q  – теплові потоки у напрямах , ,x y n ; n  – зовнішня нормаль до бічних повер-

хонь включення; ( )B , ,q x y z  – питома густина джерел тепла. 
Нехай теплообмін на бічних поверхнях відповідає закону 

( )B B, , , ,...n Cq f t T α β=  при z δ= ± ,    (14.2) 
де B, , , ,...Ct T α β  – температура включення і температура й теплофізичні параметри довкілля 
відповідно. Тоді з урахуванням закону Фур'є (13.1) маємо 

( ) ( ) ( )B B B B, , , , ,... , 0CT x y f T T Q x yλ α β δΔ − − = .   (14.3) 
Тут B B,T Q  – середня за товщиною температура та інтегральна характеристика внутрішніх 
джерел тепла: 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }B B B B
1, , , , , , , ,

2
T x y Q x y t x y z q x y z dz

δ

δ
δ
−

= ∫ . 

Зокрема, для теплообміну за Ньютоном 
( ) ( )B B B B, ,C Cf T T T Tα α= −  при z δ= ±     (14.4) 

і рівняння (14.3) збігається з рівнянням (13.10). 
Для плоского температурного поля ( ) ( ) ( )B B, , ,t x y z T x yδ ∼→∞  і з (14.1), (13.1) ви-

пливає рівняння теплопровідності (13.5). 
Розглянемо (14.3) як загальніше з математичного погляду (рівняння (13.5) – частинний 

випадок (14.3) при 0f = ). Усереднюючи (14.3) за шириною y  та інтегруючи по x  в межах 
[ ; ]a x , матимемо  
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

B B B
B B

B

, , ,

2 2 0.

h x

x
h a

x x
C C

a a

T x y T h T h
dy Q a d

x y y

h f d h Q d

ξ ξ
λ λ ξ

ξ ξ ξ ξ
δ

−

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ −
− + − −⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

− + =

∫ ∫

∫ ∫
   (14.5) 

Тут  

( ) ( )
( )

( )
{ } ( ) ( )B

, 1, , , ,
2

h w h
B C

x
h w h

T w y
Q w dy w a b x x y dy

x h
λ ϕ ϕ

− −

∂
= = =

∂∫ ∫ .  (14.6) 

Розглянемо два розвинення деякої функції у ряди Тейлора за y  в околі точок ( ),x h±  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, ,
, , ,

! !

n nn n

n n
n n

y h x h y h x h
x y x y

n ny y
ϕ ϕ

ϕ ϕ
∞ ∞

= =

− ∂ + ∂ −
= =

∂ ∂
∑ ∑ .  (14.7) 

Звідси неважко отримати  

( )
2 2 3 3

2 3

2 2 3 3 4

2 3 4

2 , ...
2! 3!

... ...;
2! 3!

h
h h h

h h h h

h hx y h
y y y

h hy h
y y y y

ϕ ϕ ϕϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= + + + + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪+ + + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

  (14.8) 

( ) ( ) ( )

( )
( )

3 42 3
2

2 3

1

2 2
, ...

2 3! 2 4!

2
... .

2 1 !

h

h
hh h h

m m

m
h

h h
x y dy h h

y y y

h
m y

ϕ ϕ ϕϕ ϕ

ϕ

−
+

⎡ ⎤⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= + + + + +⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ⋅ ⋅∂ ∂⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫∂⎪ ⎪+ +⎨ ⎬⋅ + ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

∫
  (14.9) 

Тут використане значення інтегралу та позначення суми та стрибка функції 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) [ ] ( ) ( )

11
2 ,

! 1 !

, , , , , .

m mh
m

h

h h

y h
dy h

m m

x h x h x h x hϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

∓ ∓ +

−

=
+

= − + = − −

∫  

На основі (14.7) температура ( )B ,T x y  має розвинення  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22

B B 3
B B 2

, ,
,0 ,

2
T x h T x hhT x T x h h O h

y y
∓

∂ ± ∂ ±
= ± + +

∂ ∂
.          (14.10) 

Тому після деяких перетворень отримаємо 

( )
2 22

3B B
B B B B 2 0

2h
h h

T ThT h O h
y y

λ λ λ
⎡ ⎤∂ ∂

+ + + =⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
.           (14.11) 

Відповідно 
( ) ( )

2
B 2 3B B

B B B
,h

hh h

T x y T Tdy h h O h
x x x y

λ λ λ
−

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= + +⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ .           (14.12) 

Зберігаючи в (14.11) і (14.5) з (14.12) члени порядку мализни не вищої від 2h , з ураху-
ванням (14.3) отримаємо рівняння математичної моделі включення  
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[ ]

( )

( ) ( )

2 2
B

B B B B B B2

2B B B
B B B

B

0,
2

2

2 0.

h
h h h

h

x x
C

h h ha a
x

C
x

a

fT hT h T Q
y x

T T T hh h d f d
x x y y

h Q d Q a

λ λ λ
δ

λ λ λ ξ ξ ξ
δ

ξ ξ

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪+ + − + + =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂∂
+ − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ − =

∫ ∫

∫

         (14.13) 

Тут доданки порядку 2h  підкреслені. Цей варіант рівнянь математичної моделі включення 
відрізняється від рівнянь моделі "проміжного шару" [775, 777] лише коефіцієнтами та додан-
ками, що враховують теплоактивність включення. 

Можна врахувати і члени порядку 3h  та інші й одержати ще точніші, однак, істотно 
складніші моделі включення. 

Припустимо тепер, що між включенням та матрицею уздовж усієї товщини існує неіде-
альний тепловий контакт 

( ) ( ) ( ){ }B
B B

,
, , 0yk

T x y
T x h T x h

y
λ α

∂
± ± − ± =

∂
;           (14.14) 

( ) ( )B
B

2, ,
, ,

1k
T x y T x h

k x L
y y

λ λ
∂ ∂ ± ⎧ ⎫ ′= = ∈⎨ ⎬∂ ∂ ⎩ ⎭

,           (14.15) 

де ( ),T x y  – температура матриці; ( )1,2k kλ =  – коефіцієнти теплопровідності матеріалів 
матриці; ( )1,2yk kα =  – коефіцієнти тепловіддачі (для плинного чи газового включення) або 
величини, обернені до коефіцієнтів термоопору (для включення кристалічної структури). 
Вважаючи в (14.14) 0ykα = , отримаємо частковий випадок теплоізольованого включення 

(тріщини). Якщо ykα → ∞ , то умови (14.14), (14.15) описують ідеальний тепловий контакт. 

Для побудови точнішої моделі температурне поле ( ),T x y  подамо у вигляді суми осно-

вного температурного поля ( )0 ,t x y , що відповідає відсутності включень у матриці, та збу-
реного температурного поля ( )ˆ ,t x y , спричиненого присутністю включень: 

( ) ( ) ( )0 ˆ, , ,T x y t x y t x y= + .             (14.16) 
Збурене поле знесемо на вісь включення, а основне – ні, оскільки знесення на вісь та-

кож і основного поля призводить до невиконання у подальшому умов для часткового випад-
ку абсолютно теплопровідного включення (це питання обговорене у [734] під час аналізу ре-
зультатів роботи [1423]). Тобто, беручи до відома мализну ширини включення 
( ),h b a x L� ′− ∈ , припустимо, що 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ,ˆ ˆ, , .
t x h t x

t x y t x
y y

±
± ∂ ± ∂

≅ ≅
∂ ∂

           (14.17) 

Тут і надалі граничні значення функцій з прямуванням аргументу до L′  зверху і знизу по-
значаємо верхніми індексами " "+  та " "−  відповідно. 

Використання умов контакту (14.14), (14.15) з урахуванням (14.16), (14.17) у рівняннях 
(14.12) або (14.13) математичної моделі включення породжує умови теплової взаємодії тон-
кого теплоактивного включення з матрицею 
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[ ] ( )
2 2

B
52

......................

2
B

......................

ˆ ˆˆ1 ,
2 2

ˆ ˆ ˆˆ

LL y LL

x

L y L aL L

h t t ht f F x
h y yx

t t th t h
x y x y y

λ λ λ
α δ

λλ λ λ
α

′′
′′

′
′′ ′

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎡ ⎤− + + + =⎜ ⎟ ⎨ ⎬⎣ ⎦⎜ ⎟ ∂ ∂∂ ⎪ ⎪⎝ ⎠
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪+ + −⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ( ) ( )

( )

6
2

,

x
C

a

hd f d F x

x L

ξ ξ ξ
δ

− =

∈

∫  (14.18) 

де 

( )

( ) ( )

2 2 0 0
0B

5 B2

..........................

0 0
0 2

6 B

........................

1 ,
2 2 hh y hh

x h y h

h t t hF x t Q
h y yx

t tF x Q a h t h
x y x y

λ λ λ
α δ

λλ λ
α

− − − − −

− − − −

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎪ ⎪⎡ ⎤= − + − − ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎨ ⎬ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎜ ⎟ ∂ ∂∂ ⎪ ⎪⎝ ⎠
⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫
⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡∂ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪= − + −⎢ ⎥ ⎢⎨ ⎬∂ ∂ ∂ ∂⎢⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎣⎣ ⎦
⎪ ⎪⎩ ⎭

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

B 1 2 1 22 , , .

x

ah h

x
C

LL
a

t d
y

h Q d x x x x x L

λ ξ

ξ ξ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− + − +
′′

⎤ ⎡ ⎤∂
+ −⎥ ⎢ ⎥

∂⎥ ⎢ ⎥⎦ ⎣ ⎦

′− = − = + ∈

∫

∫

 

Суцільними лініями у (14.18) підкреслені члени, які враховують в умовах взаємодії величини 
порядку 2h ; пунктиром – відкидувані за ідеального контакту з включенням ( )ykα = ∞ ; 

штриховими лініями – відкидувані на основі наближеної формули 

( ) ( ) ( ) ( )x
x ih x h x

y
ψ

ψ ψ
±

± ∂
± ≅ ±

∂
  або  ( ) ( )x ih xψ ψ ±± ≅ .    (14.19) 

Прийнявши в (14.5) x b= , з використанням (14.14), (14.15) отримаємо інтегральну умо-
ву балансу тепла в області включення  

( ) ( ) ( ) ( )2 2C C
x x B

hL L L

T hd Q b Q a f d h Q d
y

λ ξ ξ ξ ξ ξ
δ′ ′ ′

⎡ ⎤∂
= − − +⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ .         (14.20) 

Необхідною є також умова нерозривності температурного поля 

0
hL

T d
y

ξ
′

⎡ ⎤∂
=⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫ .            (14.21) 

У частковому випадку, якщо теплообмін з довкіллям на бічних поверхнях включення 
здійснюється за законом Ньютона (14.4), умова (14.20) з урахуванням (14.16) набуває вигля-
ду 

( ) ( )

{ } ( )

0
B

0B
B

ˆ ˆ

2 2 .

x xL
hL L L h

C
Ch

L L

ht td t d Q b Q a d
y y

h t T d h Q d

α
λ ξ ξ λ ξ

δ

α
ξ ξ ξ

δ

′
′ ′ ′

′ ′

⎡ ⎤⎡ ⎤∂ ∂
+ = − − −⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

− − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫
         (14.22) 
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Питання визначення величин ( )xQ w  – торцьових потоків тепла (ТПТ) – можна вирі-
шити [734, 955] апріорним припущенням 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )B B
B

B B
2 min , , ; , 0

max , max ,x
TQ w h w w a b
x

ϕ ψ
λ λλ ϕ ψ
λ λ λ λ

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ∂⎪ ⎪= = >⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
,   (14.23) 

яке дає можливість точно задовольнити усім граничним частковим випадкам (теплоізольова-
не; абсолютно теплопровідне включення; теплофізична еквівалентність матеріалів включен-
ня та матриці). У п. 18.4 буде запропонований ще один підхід до наближеного визначення 
торцьових потоків тепла у всьому діапазоні зміни теплофізичних параметрів включення. 

Можна побудувати простіший варіант другої умови взаємодії (14.18), вважаючи вклю-
чення термічно ортотропним ( )B 0xλ = , тобто, нехтуючи поширенням тепла у поперечному 
напрямку, яке може спостерігатися за існування у включенні ізолюючих перегородок (на-
приклад, рідкий теплоносій рухається всередині включення численними практично теплоізо-
льованими каналами). У цьому випадку 2 2

B B 0x xq x T xλ∂ ∂ = − ∂ ∂ =  і рівняння (14.3) набу-
ває вигляду 

( ) ( )2
B BB

2
B B

, , , ,... ,
0Cf t T Q x yT

y

α β
δλ λ

∂
− − =

∂
.           (14.31) 

Усереднюючи цей вираз по y  та враховуючи члени не вище першого порядку від h , 
отримаємо спрощений варіант другої умови (14.18) взаємодії середовища з тонким лінійчас-
тим включенням-тепловідводом 

( ) ( )B2 0
C

C

h

f xT h Q x
y

λ
δ

⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ⎪ ⎪− − =⎨ ⎬⎢ ⎥∂⎣ ⎦ ⎪ ⎪⎩ ⎭
      (14.24) 

або ще простіший 

( ) ( )B
ˆ

2 0
C

C

L

f xt h Q x
y

λ
δ′

⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ⎪ ⎪− − =⎨ ⎬⎢ ⎥∂⎣ ⎦ ⎪ ⎪⎩ ⎭
.    (14.25) 

Отримані умови можуть формувати певні свої комбінації. Скажімо, у випадку ідеаль-
ного контакту з включенням і з урахуванням членів до першого порядку h  та інших можли-
вих спрощень залежності (14.18) дають [734] 

( )5
ˆ ˆB

L
L

t t F x
y h

λ
λ ′

′

∂
⎡ ⎤+ =⎣ ⎦∂

;                      (14.26) 

( )
0

0
5

B
h

h

tF x t
y h

λ
λ ∂ ⎡ ⎤= − − ⎣ ⎦∂

;             (14.27) 

( ) ( ) 0
1 2

5
1 2

1
2

B

h

tF x
y

λ λ λ
λ

λ λ
⎧ ⎫+ ∂⎪ ⎪= − −⎨ ⎬ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

;            (14.28) 

( )
0

5
h

tF x
y

λ ∂= −
∂

;                          (14.29) 
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′

⎡ ⎤∂ ∂
− − =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ∂
= − + −⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫
         (14.30) 

Зазначимо, що суми і різниці виразів, що містять однорідну складову 0t  температури 
на лініях y h= ± , які позначені виразами [ ] , hh , можна для спрощення обчислень знести 

на лінію 0y =  і замінити виразами [ ] , LL ′′ . 
У [734] досліджені шість варіантів умов взаємодії стосовно однорідної матриці 

( )1 2λ λ λ= = : перший (найповніший і найточніший) – (14.26), (14.27), (14.30); другий – 
(14.26), (14.27), (14,25); третій – (14.26), (14.28), (14.30); четвертий – (14.26), (14.28), (14.25); 
п'ятий – (14.26), (14.29), (14.30); шостий – (14.26), (14.29), (14.25). 

Лише перший та третій забезпечують найповнішу точну реалізацію усіх граничних ви-
падків; другий і четвертий варіанти добре задовольняють граничні випадки B 0; ;λ λ= ∞  при 
цьому варіант 2 забезпечує точніші результати при Bλ → ∞ , а варіант 4 – при Bλ λ≅ . Різни-
ця у результатах використання варіантів 2 і 4 не перевищувала 1…3 %. Застосування варіан-
ту 6 доцільне лише у випадку B 0λ ≅ , оскільки при B 0,5λ λ>  помилка у порівнянні з вико-
ристанням точніших варіантів 2 і 4 перевищує 100%. Якщо B 0λ ≅ , вибір моделі не має зна-
чення: усі вони дають практично однакові результати. 

 

§ 15. Умови взаємодії для включення в умовах поздовжнього зсуву 

За відомою аналогією Г.С.Кіта [393] поздовжній зсув еквівалентний до двовимірної за-
дачі теплопровідності без урахування тепловіддачі з бічних поверхонь. У цьому випадку 
зміщенню w  відповідає температура T , модулю зсуву G  – коефіцієнт теплопровідності λ  
тощо. Зрозуміло, що умови взаємодії, які відповідають антиплоскій деформації, можна оде-
ржати з відповідної інтерпретації (14.18)–(14.21), (14.24). Однак це питання розглядається 
окремо у зв'язку з можливістю ширшого механічного аналізу питання. 

15.1. Пружне ізотропне включення 

Використовуючи рівняння рівноваги (13.24) та інтегруючи його спочатку по y  від h−  
до h , а потім по x  від a  до x , отримаємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
B B B

1 1
2 2

h x
c c c
xz xz xz yz yz

h a
x dy a dt

h x h x
σ σ σ σ σ

−

≡ = − −∫ ∫ , 

де нижній індекс “В” означає величини, які стосуються включення; індекси 1, 2k =  – зна-
чення відповідних функцій на нижньому та верхньому берегах лінії L′ . З іншого боку, вра-
ховуючи малу товщину включення та співвідношення закону Гука (13.23), які в ізотропному 
випадку набувають вигляду B B B B B B,yz xzG w y G w yσ σ= ∂ ∂ = ∂ ∂ , отримаємо на основі при-
пущення, що 1h�  таку наближену рівність 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 1
B B B B B

B B B B
B B

1 1
2 2

1 .
2 2

c
yz yz yzx G w w

y

w x ih w x ih w x ih w x ih
G G

y y h

σ σ σ
∂

≈ + = + =
∂

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ + ∂ − + − −
= + ≈⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Умови ідеального механічного контакту включення з матрицею можна подати у вигля-
ді 

( )B
B B B, 1, 2yz k yz

www w G G k
y y

σ σ
∂∂

= ≡ = ≡ =
∂ ∂

 

на верхньому ( 2k = ) та нижньому ( 1k = ) берегах включення. Тут w  – поле переміщень у 
матриці, яке дорівнює сумі збуреного розв’язку ŵ  та однорідного розв’язку задачі (поле пе-
реміщень за відсутності у тілі включень) 0w , який задовольняє умови ідеального механічно-
го контакту на межі півплощин 

( ) ( )0 00 0
0 0

2 1 2 1,
w x ih w x ihw ww w G G G G

y y y y

+ −
+ − ∂ + ∂ −∂ ∂
= = → ≈

∂ ∂ ∂ ∂
. 

Тому  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )B B
B B

2

.

c
yz yz yz yz yzx x ih x ih

w x ih w x ih w x ih w x ih
G G

h h

σ σ σ σ σ+ −≈ + + − ≈ − ≈

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − − + − −
≈ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

На основі наближеної рівності для переміщень у матриці на межі контакту з включен-
ням 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
0 0ŵ w w x ihww x ih w x h w x h w x h

y y y
± ± ±

∂ + ∂ ±∂
± ≈ ± ≈ ± ≈ ±

∂ ∂ ∂
 

(не враховується похідна ŵ y∂ ∂ ) та з урахуванням закону Гука для однорідного розв’язку 
попередній вираз зведеться до такого: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

B

0 0

B
2 1

.

yz yz yz yz

yz yz

w x ih w x ihw wx ih x ih G
h y y

x ih x ihw wG
h G G

σ σ σ σ

σ σ

+ −
+ −

+ −

⎡ ⎤∂ + ∂ −−
+ ≈ + + − ≈ + + =⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ −−⎢ ⎥= + +
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Таким чином остаточно отримаємо основну математичну модель тонкостінного вклю-
чення 

( ) ( )
( ) ( )

( )

0 0

B
2 1

* *

2 1

,

const .

yz yz
yz yz yz yz

x
xz xz

a

x ih x ihw wx ih x ih G
h G G

w w dt w w
G G

σ σ
σ σ σ σ

σ σ

+ −
+ −

+ −
+ −

− −

⎡ ⎤+ −−⎢ ⎥+ ≈ + + − = + +
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞
− = − + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

 

Якщо вважати, що ( ) ( )w x ih w x±± ≈ , то перший вираз у математичній моделі набуде 
набагато простішого вигляду 

Byz yz
w wG

h
σ σ

+ −
+ − −
+ = . 
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Це співвідношення разом з другою залежністю основної моделі дає так звану плівкову мо-
дель тонкого включення. 

З урахуванням у двох передостанніх залежностях основної математичної моделі пер-
шого подання цього підпункту та умов записаного вище ідеального механічного контакту 
основну модель (ОМ) [951] умов взаємодії подамо у вигляді двох залежностей 

( )B

0B B
B

1 2 ,

,

x
C

yz xz
L a L

x

yz xz yzL L
a L

wG d a
x h

G GG d w G G
h h

σ ξ σ

σ σ ξ σ

′ ′

∗
−′ ′

′

∂ ⎡ ⎤− =⎣ ⎦∂

+ = +⎡ ⎤⎣ ⎦

∫

∫
   (15.1) 

де 0
yzσ , 0

xzσ  – значення напружень у відповідному середовищі без включень (однорідний 

розв’язок); ( )C
xz aσ  – значення дотичного напруження на лівому торці включення; w∗

−  – від-
носне зміщення верхнього краю лівого торця прошарку відносно нижнього. 

Так само будується і плівкова модель (ПМ) умов взаємодії, яку можна також отримати 
з основної (15.1), якщо знехтувати у ній підкресленим членом: 

( )B

B B

1 2 ,

.

x
C

yz xz
L a L

x

yz xzL
a L

wG d a
x h

G GG d w
h h

σ ξ σ

σ σ ξ

′ ′

∗
−′

′

∂ ⎡ ⎤− =⎣ ⎦∂

+ =⎡ ⎤⎣ ⎦

∫

∫
    (15.2) 

З неї при BG →∞  випливають співвідношення для абсолютно жорсткої плівки (АЖП) ну-
льової товщини (з основної моделі (15.1) такі результати можна отримати лише якщо одно-
часно 0h →  і BG h →∞ ). 

Для сталих ( )C
xz aσ , w∗

−  можна побудувати апріорні залежності, аналогічні (14.23). Зок-
рема, якщо матеріали прилеглих до включення матеріалів однакові ( )1 2G G G= = , то 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

0 0

B
2

B

, 2 ,

min ,
, .

max ,

C
xz xz z yz

z

b b w h b b w

G GG w
G G G

σ σ τ σ

τ

∗ ∗
−

∗

= =

= =
   (15.3) 

Можливий інший вибір залежностей для сталих ( )C
xz bσ , w∗

− , однак аналіз багатьох по-
дібних виразів засвідчив [999], що цей є у певному сенсі оптимальним. 

Умови (15.3) дають можливість отримати з (15.1) та (15.2) коректні співвідношення для 
розрізів із заданими на їхніх берегах напруженнями, для ідентичних матеріалів 
( )1 2 BG G G G= = =  та для абсолютно жорсткого включення (АЖВ) нульової чи ненульо-
вої товщини (залежності (15.1) основної моделі) і абсолютно жорсткої плівки (залежності 
(15.2) плівкової моделі).  

Якщо включення моделює щілину, на берегах якої задані напруження ( )xτ ± , то умови 
взаємодії мають вигляд 

( ) ( )1 2,yz yzx xσ τ σ τ− += =   або   ,yz yzL L
σ τ τ σ τ τ− + − +

′ ′
⎡ ⎤= + = −⎣ ⎦ ;  (15.4) 

якщо ж абсолютно жорстка плівка впроваджена у масив з натягом ( )w x±  на кожному з бе-
регів, то умови взаємодії набудуть вигляду 
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( ) ( )1 2,w w x w w x− += =    або   [ ],L Lw w w w w w− + − +
′ ′= + = − .  (15.5) 

Додаткові умови однозначності зміщень під час обходу навколо неоднорідності та гло-
бальної рівноваги включення, яким повинен задовольняти розв'язок, зводяться до виразів  

[ ] 0,xz yz
L L L

w d G d d Qξ σ ξ σ ξ
ξ′ ′ ′

∂ ⎡ ⎤≡ = =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂∫ ∫ ∫ ,   (15.6) 

де Q  – головний вектор зусиль, прикладених до включення. 

15.2. Анізотропне включення 

Скористаємося законом Гука (13.23), приймаючи Bk = . Тоді 
2B B

44B 45B B B

B
44B B 45B B

,xz

yz xz

w wa a r
x y

wa a
y

σ

σ σ

∂ ∂
= +

∂ ∂
∂

= −
∂

.    (15.7) 

Подібно до того, як це було зроблено у випадку ізотропії матеріалів, з урахуванням ма-
лої товщини включення середнє значення B

c
xzσ  напруження Bxzσ  у прошарку дорівнює 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )B B B B
1

2

x
c c
xz xz yz yz

a
x a ih ih d x L

h x
σ σ σ ξ σ ξ ξ⎡ ⎤ ′= − + − − ∈⎣ ⎦∫ ,  (15.8) 

а середнє значення величини ( )B ,w x y
y

∂
∂

 дорівнюватиме ( ) ( ) ( )B B B
2

cw x w x ih w x ih
y h

∂ + − −
=

∂
. 

Контакт включення з матрицею вважатимемо ідеальним: 

( ) ( ) ( ) ( )B B
2

, ,
1k yzk yzw x ih w x ih x ih x ih kσ σ
⎧ ⎫

± = ± ± = ± = ⎨ ⎬
⎩ ⎭

,  (15.9) 

де ( ) ( ) ( ) ( )0

k
w x ih

w x ih w x h x
y

± ∂ ±
± ≈ ±

∂
, ( ) ( )yzk yzx ih xσ σ ±± ≈  – значення відповідних ве-

личин у матриці. Тоді 
( ) ( ) ( ) ( )62

C
Bw x w x w x

Q x
y h

+ −∂ −
= +

∂
,           (15.10) 

де 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0
0 0

6 442 441

0 0
452 451

2

, .

yz yz

x

xz xz
a

w x ih w x ih
Q x a x ih a x ih

y y

w wa x ih a x ih w x w x w dt
x x

σ σ

σ σ
+ −

+ − ∗
−

∂ + ∂ −
= + = + + − +

∂ ∂

⎛ ⎞∂ ∂
+ + + − − = + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫
      (15.11) 

Усереднимо (15.7) по товщині включення та підставимо у отримані вирази залежності 
(15.8) і (15.9) для ( )B

c
xz xσ  і ( )B

cw x y∂ ∂ ; врахуємо наближені залежності 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2
B

B 1 2

1 1 ,
2 2

1 1
2 2

c

c
yz yz yz yz yz

w x ih w x ih w x w x
w x x

x x x x

x x ih x ih x xσ σ σ σ σ

+ −

+ −

⎡ ⎤⎡ ⎤∂ − ∂ + ∂ ∂
∂ ∂ = + ≈ +⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + ≈ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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для вектора стану ( ) ( ),yz z w z xσσ = ∂ ∂  і внаслідок цього отримаємо умови взаємодії 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

45B B
6

44 45B

12 , 0,

1, , .
2 1

x

yz L La

C
xz

B

wx x
h x

w a ra Q a
h a a a

σ

σ

σ σ N Λ

N Λ

+ −
′ ′

∗
−

⎛ ⎞∂⎡ ⎤⎡ ⎤⎜ ⎟+ − + =⎢ ⎥⎣ ⎦⎜ ⎟∂⎣ ⎦⎝ ⎠

⎡ ⎤ −= − + =⎢ ⎥
− −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
          (15.12) 

Торцьові сталі ( )c
xz aσ  та w∗

−  визначаються апріорними залежностями типу (15.3) або з 
інших міркувань, аналогічних наведеним у п. 18.4. 

Співвідношення (15.12) відповідають основній моделі умов взаємодії пружного анізо-
тропного включення. Якщо вважати, що ( )6 0Q x =  (це еквівалентне наближенню 

( ) ( )kw x ih w x±± ≈ ), то отримаємо простішу плівкову модель умов взаємодії. Для ізотроп-
ного включення, якщо 45B 44B 55B B0, 1a a a G= = = , залежність (15.12) зводиться до (15.1). 

15.3. Нелінійні моделі 

Допущення повного чи часткового (уздовж довжини) переходу включення до пластич-
ного стану дає можливість з використанням умови Губера – Мізеса записати умови взаємодії 
у кусково-однорідному вигляді: для пружної ділянки – умови (15.1) чи (15.2), а для пластич-
ної – 

( )( )22
00, 2 2 c

yz xz xzLL
c k aσ σ σ′′

⎡ ⎤ = = = −⎣ ⎦ .           (15.13) 

Для включення рідкого або в'язкого умови взаємодії подамо у вигляді залежностей 

[ ]0,yz xz G wσ σ
ξ

⎛ ⎞∂⎡ ⎤ = = ⎜ ⎟⎣ ⎦ ∂⎝ ⎠
,            (15.14) 

де G  – певна функція. 
Для викривлених включень умови взаємодії слід будувати у вигляді 

( ) ( ), 0 1, 2j nz z jτσ σΨ ± ± = = ,            (15.15) 

де n , τ  – напрями нормалі та дотичної до осьової лінії L′  включення.  
 

§ 16. Термопружна взаємодія тонкого теплоактивного включення                    
з матрицею (плоска задача) 

16.1. Ізотропія матеріалу включення 

Методики побудови плоских умов термопружної чи температурної або антиплоскої 
взаємодії принципово не різняться. Усереднюючи рівняння рівноваги включення (13.14) по 
ширині (висоті) та інтегруючи по x  в межах від a  до x , одержимо 

( ) ( )B B B, , 0
h h x

xx xx xy h
h h a

x y dy a y dy dσ σ σ ξ
− −

⎡ ⎤− − =⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ;          (16.1) 

( ) ( )B B B, , 0
h h x

xy xy yy h
h h a

x y dy a y dy dσ σ σ ξ
− −

⎡ ⎤− − =⎣ ⎦∫ ∫ ∫ .          (16.2) 
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Використовуючи рівняння закону Гука (13.15) і співвідношення 

( )
( ) ( )

( ) ( )

B B
B B

B B B

,
, , ,

, ,

h x
y y

y y
hh a

h x
x x x

hh a

u x y u
dy d u a h u a h

y x

u x y u a y u
dy d

y y x

ξ

ξ

−

−

∂ ∂⎡ ⎤
= − + − −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

⎧ ⎫∂ ∂ ∂⎡ ⎤− = −⎨ ⎬ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫

∫ ∫
                (16.3) 

після деяких перетворень отримаємо чотири рівняння математичної моделі тонкого пружно-
го теплопровідного включення у випадку плоскої задачі 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

BB
B B B B

B B

B
B B B

B

1 , ,

, , , 0;

x x h h
y

xy yy Th
ha a h h

h

xx y y
h

u
d d x y dy T x y dy

E x E

a y dy u a h u a h
E

ν
σ ξ ξ σ α

ν
σ

− −

−

∂⎡ ⎤
⎡ ⎤− + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂⎣ ⎦

− + − − =

∫ ∫ ∫ ∫

∫
          (16.4) 

( )
( ) ( )

( )

B B
B B B B

B B

B
B

,1 , ,

1 , 0;

x h h h
y

xy yy Th
a h h h

h

xx
h

u x y
d dy x y dy T x y dy

E dx E

a y dy
E

ν
σ ξ σ α

σ

− − −

−

∂
⎡ ⎤− + + − −⎣ ⎦

− =

∫ ∫ ∫ ∫

∫
     (16.5) 

( ) ( )B B B
B B B

B B B B

BB
B B

B B

1 , ,

1 1 0;

x x h h
x

yy xy xyhha a h h
x x

y
T h

ha a

u
d d x y dy a y dy

x E E E

u
T d d

y

ν ν
ξ σ ξ σ σ

ν

ν
α ξ ξ

ν ν

− −

∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − + +⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂⎣ ⎦

∂⎡ ⎤+
+ − =⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
       (16.6) 

( ) ( )B BB
B

B

, ,1 0
x x h h

y yx
yy hha a h h

u x y u a yu
d d dy dy

x G x x
ξ σ ξ

− −

∂ ∂∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + − =⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂ ∂ ∂⎣ ⎦∫ ∫ ∫ ∫ .        (16.7) 

Скориставшись наближеним співвідношенням (14.8) та зберігши члени порядку мализ-

ни не вище від 2h , отримаємо такий варіант математичної моделі включення 

( ) ( )

2
BB

B B B B B
B B B

2
B B B

B
B B

0,

x x
y

xy yy T xyhh h h
ha a

T
x

h

u h hd d h T
E x E E x

h T
N a V a

y E

ν
σ ξ ξ σ α σ

α ν
λ

λ

∂⎡ ⎤ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + + + − +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂⎣ ⎦

⎡ ⎤∂
+ − + =⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∫ ∫
 

( )

B2B B
B B B B

B B

2
2B B B

B B
B B B

1

2 1 0,

x
yx

xy yy T hh hh ha

T
xy xh

h

uu
d h h h T h

E x E x x

h Th N a
E x y E

ν
σ ξ σ α

ν α
σ λ

λ

∂⎡ ⎤∂ ∂⎡ ⎤− + + − − +⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

⎡ ⎤+ ∂∂ ⎡ ⎤+ − − =⎢ ⎥⎣ ⎦∂ ∂⎣ ⎦

∫
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( )

2
B B B

B B B B
B B B B B

B B2 2B
B B B

B B

11

1 0,

x x
x

yy xy yy Th h hha a
x x

y y
T xyh h

h ha a

u hd d h
x E E E x

u u
T d h T N a d h

x E y x y

ν ν
ξ σ ξ σ σ α

ν ν

ν
ξ α ξ

ν

∂ +∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − + + ×⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂⎣ ⎦

∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
× + + − − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫
 

( ) ( )B B2B
B

B

1 0 .
x x

y yx
yy h

h ha ah

u uu
d d h h V a x L

x G x x y
ξ σ ξ

∂ ∂⎡ ⎤∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ′ ′− − + + − = ∈⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫   (16.8) 

Тут підкреслені члени, які були би відсутні за збереження лише членів порядку мализни не 
вище h . 

Диференціюючи (16.8) за x , з урахуванням того, що ( ) 1h x �′ , отримаємо рівняння, які 
відрізняються від рівнянь моделі "проміжного шару" [750, 737], побудованих операторним 
методом, фактично лише коефіцієнтами та доданками, що враховують температуру. 

Якщо (16.4)–(16.7) здиференціювати за x , зберігши члени до 4h  включно, то отримані 
рівняння будуть подібні до рівнянь тонких прошарків [25], знайдених асимптотичним інтег-
руванням рівнянь теорії пружності. 

Вважатимемо контакт між включенням та матрицею ідеальним: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

B B B

B B

, , , , , , , , ,

2
, , , ,

1

yy yyk xy xyk x xk

y yk

x h x h x h x h u x h u x h

u x h u x h k x L

σ σ σ σ

ε

′ ′± = ± ± = ± ± = ±

⎧ ⎫′ ′ ′± = ± + = ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

     (16.9) 

де yykσ , xykσ , xku , ( )1,2yku k =  – напруження і переміщення у матриці відповідно на ни-

жній ( )1k =  та верхній ( )2k =  межах контакту; Bε  жорсткий поворот включення. 
Ураховуючи тонкостінність включення, приймемо, що  

( ) ( )B B, ,y yu x h u x h
y y

∂ ∂ −
=

∂ ∂
 або B 0y

h

u
y

∂⎡ ⎤
=⎢ ⎥∂⎣ ⎦

.    (16.10) 

Внаслідок лінійності напруження в матриці подаються у вигляді  

{ } { } { }0 0 0 0 0 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , , , , ,yyk xxk xyk xk yk yyk xxk xyk xk yk yyk xxk xyk xk yku u u u u uσ σ σ σ σ σ σ σ σ′ ′ ′ ′ ′ ′= + .  (16.11) 

Тут індекс "0"  стосується однорідного розв'язку; індекс l" "  – збуреного включеннями. До-
пустимо також, що 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , .

yyk xxk xyk xk yk

yyk xxk xyk xk yk

x h x h x h u x h u x h

x x x u x u x

σ σ σ

σ σ σ± ± ± ± ±

′ ′± ± ± ± ± ≅

′ ′≅
      (16.12) 

Підставляючи умови контакту (16.9), (14.14), (14.15) з урахуванням (16.10) – (16.12) у 
рівняння математичної моделі включення (16.8), знаходимо умови термомеханічної взаємодії 
тонкого пружного теплопровідного включення-прошарку: 

    ( )
2

B
1

B B B
ˆ ˆ ˆ ,

x x

xy y yy xyL L L L
a a

h hd u d F x
E E E x
ν

σ ξ ξ σ σ
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∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′− + + − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂∫ ∫  

    

( )2 2B B
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B B B

21 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,
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xy x yy xy yLL L L L
a

d h u h h h u F x
E E E x x

ν ν
σ ξ σ σ′′ ′ ′ ′

+ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′− + + + − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂∫  
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    ( )
2

B
3

B B B B

1ˆ ˆ ˆ ˆ ,
x x

x yy xy yyL L L L
a a

hu d d h F x
E E E x

ν
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∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤′− + − + =⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂∫ ∫  

( ) ( )4
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x x

x yy yL L L
a a

u d d h u F x x L
G

ξ σ ξ′ ′ ′
⎡ ⎤′ ′ ′− − + = ∈⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫           (16.13) 

де 
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B B B B
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T
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∫ ∫
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∫ ∫

∫
 

( ) ( ) 0 0 0
4 B

B

1 2
x x

x yy yhh ha a
F x V a u d d h u h

G
ξ σ ξ ε⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′′= + + − −⎣ ⎦⎣ ⎦∫ ∫ .       (16.14) 

Тут підкреслені члени порядку 2h  та введені позначення 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
BB

B B
,,

, , , , , , , , ,
h w

yx
x xy xx xy

h w

u w yu w y
N w N w U w V w w y w y dy

x x
σ σ

−

⎧ ⎫∂∂⎪ ⎪′ ′ = ⎨ ⎬∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭
∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }B B B B, , , , , , , .x x y yU w u w h u w h V w u w h u w h w a b= − − = − − =       (16.15) 
Це – торцьові напруження (ТН) і торцьові переміщення (ТП). 

Вважаючи у (16.1), (16.2) x b= , з використанням (16.9), (16.15) отримаємо інтегральні 
умови рівноваги включення 

( ) ( ) ( ) ( ),
b b

yy xy xy xy x xh h
a a

d N b N a d N b N aσ ξ σ ξ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ .     (16.16) 

Окрім того, очевидні умови, які характеризують однозначність поля переміщень під час об-
ходу навколо кожного з включень 

( ) ( ) ( ) ( ),
b b

x yh h
a a

u d U b U a u d V b V aξ ξ⎡ ⎤′ ′= − = −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ .       (16.17) 

Загальний поворот c∗  торця w  включення складається з пружного ( ) ( )2c U w h w=  та 

жорсткого B
wε  поворотів (рис. 16.1). Застосування гіпотези плоских перерізів означає, що 
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0c = ; якщо ж 0c ≠ , то врахування у c∗  складової B
wε  узагальнює цю гіпотезу: після дефо-

рмування переріз включення залишається плоским, але не обов'язково ортогональним до осі 
включення [316].  

 

 
 

Рис. 16.1. Схема переміщень у торці включення 
 
Таким чином, для врахування жорсткого повертання включення у рівняннях моделі 

( )U w  слід замінити на ( ) ( ) B2 wU w h x ε+ . Для визначення додаткового жорсткого повороту 

включення B
wε  до умов взаємодії (16.13) необхідно додати умови рівності нулю головного 

моменту сил, прикладених до включення 

{ } ( ) ( )B B

b

yy xyh h
a

x h d M b M aσ σ ξ⎡ ⎤− + = −⎣ ⎦∫         (16.18) 

або з використанням умов ідеального контакту – 

{ } ( ) ( ) { }0 0ˆ ˆ
b b

yy xy yy xyL L h h
a a

x h d M b M a x h dσ σ ξ σ σ ξ
′ ′

⎡ ⎤⎡ ⎤− + = − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫ .   (16.19) 

Тут 

( ) ( ) ( )
( )

( )
{ }, , ,

2

h w

xy xxB
h w

a bM w w N w y w y dy w a bσ
−

+⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫ .     (16.20) 

Зазначимо, що найчастіше торцьові напруження і торцьові переміщення до уваги не 
бралися [1097]. Праці [960, 237, 239] започаткували вживання апріорних співвідношень. Зро-
зуміло, що такий підхід дає точні значення лише у крайніх випадках (тріщина, абсолютно 
жорстке включення, механічна еквівалентність матеріалів включення й матриці тощо), а у 
проміжних випадках допускається існування певних похибок. Уникнути цього недоліку мо-
жна за допомогою використання певних додаткових гіпотез, які детальніше розглядаються у 
пп. 18.4, 19.2, 39.3. 

Умови термопружної взаємодії тонкого пружного теплоактивного включення (16.13) 
придатні для всього діапазону зміни механічних властивостей матеріалу включення. Вони є 
подальшим узагальненням умов взаємодії [208, 239, 510, 958, 1064, 1097] та еквівалентні за 
точністю найзагальнішим з рівнянь "проміжного шару" [750, 737] та "пружного тонкого 
прошарку" [25]. Перевага запропонованих умов також у можливості механічної інтерпретації 
кожного члена, тобто у визначенні кола врахованих чи відкинутих під час побудови моделі 
механічних явищ. 

16.2. Ортотропія та викривленість включення 

У роботі [974], виходячи з рівнянь рівноваги вузького елементу включення та низки 
додаткових припущень, побудовані чотири основні варіанти умов взаємодії для викривлено-
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го (радіус кривини ρ ) тонкого термопружного включення з головними напрямами ортотро-
пії , ,s n z  (рис. 16.2) у напрямах дотичної і нормалі до серединної лінії L  включення та нор-
малі до площини sn . 

 

 
 

Рис. 16.2. Геометрична схема викривленого тонкого включення 
 
Складаючи рівняння рівноваги вузького елемента включення завдовжки ds dρ θ=  і 

одиничної висоти у напрямі осі z , що перпендикулярна до площини xOy , отримуємо 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

0,

0,

0.
3

ss ss sn sn sn sn

nn nn ss ss nn nn

ss ss sn sn sn sn

Q h h

Q h h

h hQ h

ρ σ σ ρ σ σ σ σ

ρ ρ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ
ρ

+ − + − + −

+ − + − + −

+ − + − + −

′ ′− + − − − + =

′ − − + + − + =

′ ′+ − + + + − =

    (16.21) 

Тут 2h  – товщина включення; Q  – перерізувальна сила у поперечному перерізі включення; 
штрихом позначено частинну похідну за s . 

З огляду на ортотропію включення за відповідними формулами узагальненого закону 
термопружності Дюамеля – Нейбера 

( ) ( )B B 0 B, , , ;ii iiB ii ij jj i sn sn sna a T T b i j s n i jε σ σ α γ σ= − + − = = ≠ ,  (16.22) 
де у випадку плоскої деформації пружні сталі дорівнюють 

( )B B BB B
B B B B B B B

B B B

1 1, , , 1ij iz ziiz zi
ii ij ji sn i zi

i i sn
a a a b

E E G
ν ν νν ν

α α ν
+−

= = = = = + ; 

для узагальненого плоского напруженого стану – 
B

B B B B B B
B B B

1 1, , ,ij
ii ij ji sn i

i i sn
a a a b

E E G
ν

α α= = = = = , 

а також Bα  – коефіцієнт лінійного теплового розширення включення; T  – абсолютна темпе-
ратура включення; 0T  – відлікове (початкове) значення температури; B B B B, , , ,i ij iz zjE ν ν ν  

BsnG  – пружні сталі включення. 
Компоненти деформації визначаються відомими залежностями 
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, ,n s n s n s
nn ss sn

u u u u u u
n s n s

ε ε γ
ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
= = + = + −

∂ ∂ ∂ ∂
.      (16.23) 

Згідно з формулами Дюамеля – Нейбера, записаними на верхній та нижній поверхнях 
включення, 

( ) ( ) ( ) ( )B B B 0 0ss ss ss ss ss nn nn nn sa a T T T Tε ε σ σ σ σ α+ − + − + −
+ −

⎡ ⎤± = ± − ± + − ± −⎢ ⎥⎣ ⎦
; (16.24) 

( ) ( ) ( ) ( )B B B 0 0nn nn nn nn nn ss ss ss na a T T T Tε ε σ σ σ σ α+ − + − + −
+ −

⎡ ⎤± = ± − ± + − ± −⎢ ⎥⎣ ⎦
; (16.25) 

( )Bsn sn sn sn snbγ γ σ σ+ − + −± = ± ,      (16.26) 

де внаслідок малої товщини 2h  включення виконуються наближені рівності 

, ,

, .

n n n n
nn nn ss ss s s

s s s s s s
sn sn n n sn sn n n

u u u u
u u

h

u u u u u u
u u u u

h

ε ε ε ε
ρ

γ γ γ γ
ρ ρ

+ − + −
+ − + − + −

+ − + − + −
+ − + − + − + −

− ±′ ′+ = ± = ± +

− + −′ ′ ′ ′+ = + + − − = − −

  (16.27) 

Після інтегрування другого рівняння рівноваги (16.21) з урахуванням (16.25) і (16.27) 
запишемо 

( ) ( ){ }
0

0 01 2 ,
s

nn nB nn B n B hhh h
s

hQ Q a a u h T T dsρ ρσ σ α
ρ

∗⎧ ⎧ ⎫⎪= + − + − − + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎨ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎩ ⎭⎪⎩

∫  

де 0Q  – значення перерізувальної сили Q  на торці 0s s= , яке наближено можна вважати ну-
льовим ( 0 0Q = ); 

( )

B B B B B
B B B

B B B

sB B B B
B

B

1 , , ,

, , ; .

ii ss nn sn ns
i i

ns ij in

in n si
i

in

a a a a a
a a b

a a a

a a
c i j s n i j

a

ρ ρ

α α

−
= = =

+
= = ≠

 

Якщо з першого і третього рівнянь рівноваги (16.21) виключити Q , використати поряд 

із (16.27) рівність (16.24) та знехтувати величиною 2 2h ρ  порівняно з одиницею, то отрима-

ємо вираз для середнього значення поздовжнього напруження розтягу c
ssσ  в поперечному 

перерізі включення 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0
1 1 1
2 2 6

s
c c
ss ss ss ss sn sn sn sn ss ss

s

h hs ds
h

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ
ρ ρ

+ − − + + − + −⎡ ⎤
= + = + − − + − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ , 

де 

( ) ( ) ( ) ( )0
1 1 1 sB

ss ss nn nn s s n n
sB ssB ssB ssB

u u u u T T
a a a

α
σ σ σ σ

α ρ
+ − + − + − + −

+′ ′− = − + − + − − − ; 

( )0
c
ss sσ  – значення c

ssσ  у перерізі 0s s= . 
Умови ідеального механічного контакту включення з матрицею мають вигляд 

( )2
1 2 1 2 1 2, , , , , ,i i i i nn nn nn nn sn sn sn snu u u u i s nσ σ σ σ σ σ σ σ− − + − += = = = = = = . (16.28) 

Тепер можна сформулювати чотири варіанти умов взаємодії середовища із включен-
ням. 
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Перший варіант 

( )

( )

0

*
0

0

**

*
2

1 2 2 ,

1 2 2 ,

1 1 ,

3 1 0

c
s n ssB ss snB nn sB LL L L

c
n nnB nn snB ss nB LLL

s n s snB snL L LL

s

sn sn ssB ssBL L
s

u u a a T T

u a a T T
h

u u u b
h

Q ds
h h

σ σ α
ρ

σ σ α

σ
ρ

σ σ σ σ
ρ

′′ ′ ′

′′′

∗∗∗

′ ′ ′′

+ −
′ ′

′ + = − + −

− = − + −⎡ ⎤⎣ ⎦

⎛ ⎞′ ′− + − =⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦
⎝ ⎠

⎧ ⎫
− + + − =⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦

⎩ ⎭
∫

     (16.29) 

поряд з  

                ( ) ( ){ }
0

01 2 ,
s

nn nB nn B n B LLL L
s

hQ a a u h T T dsρ ρσ σ α
ρ

∗

′′′ ′

⎧ ⎧ ⎫⎪= − + − − + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎨ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎩ ⎭⎪⎩

∫  

                ( ) ( )
0

*
0

1 1 ,
2 6

s
c c
ss ss sn sn ssB ssBLL

s

h hs ds
h

σ σ σ σ σ σ
ρ ρ

+ −
′′

⎧ ⎫
= + − − −⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦

⎩ ⎭
∫  

[ ]

( )

** B
B B B

B B B B

B B B B B B B B
B B B B

B B B B

1 1 1 ,

1 , , ,

, , ; ,

s
ss ss ss nn s n LL L Lh s ss ss ss

ii ss nn sn ns s inB n si
i i i

ns ij in in

u u T
a a a a

a a a a a a a
a a b c

a a a a

i j s n i j

ρ

α
σ σ σ σ

ρ
α α

ρ

+ −
′′ ′ ′

⎡ ⎤ ′− ≡ − = − − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

− +
= = = =

= ≠

  (16.30) 

причому ( )B B1ii iz zi ia Eν ν= − , ( )B B B B B Bij ji ij iz zi ia a Eν ν ν= = + , ( )B B B1i ziα α ν= +  для ПД 

та B1iiB ia E= , B B B Bij ji ij ia a Eν= = , B Biα α=  для УПНС; B B1sn snb G= ; α  – коефіцієнт 

лінійного теплового розширення включення; 0T  – температура відлікова; B,iE  B,ijν  B,izν  

B,zjν  BsnG  – пружні сталі включення. Зірочки означають, що відзначеними членами за пев-
них обумовлених нижче умов можна знехтувати.  

Замість одної з двох перших умов (16.29) зручно взяти співвідношення, отримане ви-
ключенням з них значення c

ssσ : 

( )** B
B 0

1 2s
s n n sn nn s LL L LL

a
u u u b c T Tσ

ρ ρ ′′ ′ ′′
′ + − = + −⎡ ⎤⎣ ⎦ .                     (16.31) 

Умови для прямолінійного включення отримуємо при ρ → ∞ . 
Можна запропонувати низку спрощень умов взаємодії. 
а) Якщо у рівняннях рівноваги за малих h ρ  не враховувати різниці у довжині ліній 

контакту елемента включення ліворуч та праворуч, тобто, вважати, що Bnn Lh σ ρ′  мале 

порівняно з Bnn Lσ ′⎡ ⎤⎣ ⎦ , то у (16.29) можна знехтувати членами, відзначеними одною зірочкою. 

б) Оскільки 1h ρ � , то нехтування величинами з множником 1 ρ , рівнозначне відки-
данню членів, відзначених двома зірочками. 

в) Якщо штивність включення щодо згину мала, то четверта умова з (16.29) набере ви-
гляду 
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2 * 3 0sn sn LL
hQ hσ σ
ρ ′′− + =⎡ ⎤⎣ ⎦ .         (16.32) 

г) Для абсолютно гнучкого ниткового включення можна вважати, що  
0, 0ssB h Qσ = =⎡ ⎤⎣ ⎦  

і не розглядати рівняння рівноваги включення щодо моментів. Тоді замість четвертої умови 
(16.29) слід взяти вираз 

( )
0 0

0
1 1 2 0

s s
c

nn sn nn sn snL LL L
s s

h hds ds s
h

σ σ σ σ σ
ρ ρ ρ

∗

′ ′′ ′

⎧ ⎫⎪ ⎪− − + + − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫ ,      (16.33) 

отриманий з першого та другого рівнянь рівноваги після вилучення з них Bss hσ  та підстав-
ляння 0Q = . Крім того, у третьому рівнянні (16.30) слід знехтувати членом, відзначеним 
трьома зірочками. 

д) Вважаючи товщину включення достатньо малою, включення досить гнучким, нех-
туючи поперечними деформаціями та беручи до відома всі попередні припущення, одержує-
мо гранично спрощені умови взаємодії для малоподатного щодо розтягування, але гнучкого 
включення 

0, 0, 0n s nnL L Lu u u′ ′ ′= = =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ;          (16.34) 

( )B B B 02 2c
s ss ss sn nn s LL L

u a a T Tσ σ α ′′ ′
′ = − + − .                    (16.35) 

А якщо ще вважати, що нормальні поперечні напруження nnσ  не викликають поздовжніх 
деформацій включення ( )B 0sna = , то замість (16.35) дістанемо ще простішу умову 

( )B B 02 2c
s ss ss s LLu a T Tσ α ′′′ = + − ,         (16.36) 

де, як і для (16.35), 

( )
0

0
1

2

s
c c
ss ss sn L

s
s ds

h
σ σ σ

′
⎡ ⎤= + ⎣ ⎦∫ .         (16.37) 

Співвідношення (16.34) і (16.36) без урахування температури використовуються біль-
шістю дослідників, що вивчають задачі про тонкостінні включення та різні модифікації за-
дачі Рейсснера [1565] щодо витягування стрижня з пружного середовища чи задачі Мелана 
[1505] про вплив гнучкої накладки на деформування пружної півплощини. 

Подібне до (16.36) співвідношення можна отримати з двох перших умов (16.29), якщо з 
них вилучити nnσ , прийняти B 0nn hε =  та вищезгадані спрощення: 

( )B B 02 2c
s n ss n LLu b c T Tσ ′′′ = + − .        (16.38) 

Така умова поряд з (16.34) використовується Аткінсоном [1156] для ізотропного прямоліній-
ного включення за відсутності нагрівання. У праці [1178] формула (16.38) узагальнюється на 
випадок неповного контакту включення з матрицею. 

К.С.Чобанян і А.С.Хачикян [1097] побудували умови взаємодії гнучкого ортотропного 
включення без температурних членів з неявним використанням припущень а), б), г), однак до 
розв'язування задачі у цій та наступних роботах брали лише гранично спрощені умови 
(16.34), (16.36). У [510] за умови взаємодії прийнято (16.31), третю умову (16.29) та умови 

0nn snL Lσ σ′ ′= =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . Подібні, але ще простіші, умови взаємодії використав Г.П.Черепанов 
[1079] для абсолютно пластичного включення з нестисливого матеріалу. Зазначимо, що у 
всіх зазначених роботах торцьове зусилля вважається нульовим –  



Розділ III 118

( )0 0c
ss sσ = . 

Другий варіант. Для тонкого включення приймемо 
B 0nn hε =⎡ ⎤⎣ ⎦ .          (16.39) 

Ця умова виконується точно за відсутності згину під час повної силової симетрії задачі. Тоді 
з (16.24) і (16.25) маємо 

[ ]**
B B

1
s n s nn s LL L Lu u b c Tσ

ρ ′′ ′ ′
′ + = +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ .        (16.40) 

Ця умова разом з першими трьома з (16.29) формує основний, другий варіант умов взаємодії, 
який стосовно прямолінійного ізотропного включення використовувався у праці [237] та по-
дальших працях цих авторів. 

Третій варіант. Використання гіпотези плоских перерізів дає можливість записати 
умову 

**
B

1
n s sn snL L Lu u b σ

ρ′ ′ ′
′ − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ,           (16.41) 

яка разом з (16.31) та двома останніми з (16.29) дає третій варіант умов взаємодії. 
Четвертий варіант. Третя формула з (16.29), а також (16.31), (16.40), (16.41) дають у 

сукупності найпростіший для практичного вжитку четвертий варіант умов взаємодії. 
Якщо розглянути гнучке ниткове включення і прийняти  

B Bs nE E= = ∞ , 2 1
B B 0T T T= = ,  

то всі чотири варіанти дають відповідні умови: (16.33) та 
10, 0s n s nL LL Lu u u u
ρ′ ′′ ′

′= = + =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ .        (16.42) 

Якщо ж B B 0s nE E= = , то маємо крайові умови для щілини за відсутності контакту берегів 

1 2 1 2 0nn nn sn snσ σ σ σ= = = = . 
Очевидно, що розв'язок задачі повинен задовольняти умову 

2n Lu h′ ≤⎡ ⎤⎣ ⎦    або   B2 B1 2n nu u h− ≥ − ,                 (16.43) 
яка відображає фізичну неможливість заходження берегів включення один поза другий. Як-
що отриманий розв'язок не задовольняє (16.43), то слід змінити постановку задачі: на L′  ви-
ділити ділянку 1L′ , де виконується (16.43) та справджуються умови взаємодії обраного варіа-
нту, та 2L′ , де умова 

2n Lu h′ =⎡ ⎤⎣ ⎦   або  B2 B1 2n nu u h− = −          (16.44) 
приймається замість другої умови (16.29) у варіантах 1 та 2 та замість (16.31) у варіантах 3,4. 

Зазначимо теж, що для отримання умов контактуючої щілини у варіантах 1 та 2 необ-
хідно додатково вважати B 0sna = , тоді як варіанти 3 й 4 не вимагають додаткових припу-
щень. 

Якщо розглянути включення з абсолютно податного, але нестисливого матеріалу (не-
стисливий плин), то у випадку плоскої деформації дві перші умови (16.29), які використову-
ють у варіантах 1 та 2, збігаються і тоді необхідно залучати додаткову умову. Варіанти 3, 4 
цього не вимагають. 

Вважаючи модулі пружності включення BsE , BnE  ненульовими, але скінченними, і, 
спрямувавши до нуля значення h , отримаємо, що варіанти 1, 3 дають умови ідеального ме-
ханічного контакту  

0n Lu ′ =⎡ ⎤⎣ ⎦ , 0s Lu ′ =⎡ ⎤⎣ ⎦ , 0nn Lσ ′ =⎡ ⎤⎣ ⎦ , 0sn Lσ ′ =⎡ ⎤⎣ ⎦ ,  
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тоді як варіанти 2 і 4 дають ці умови лише, якщо на берегах безмежно тонкого включення 
відсутній стрибок температури [ ] 0LT ′ = . Однак це може не виконуватися за відсутності теп-
лопровідності включення. 

Підсумовуючи сказане стосовно різних варіантів умов взаємодії, зазначимо, що найто-
чнішим слід вважати 1-й варіант умов взаємодії, менш точним – 3-й варіант. Ще менш точні 
співвідношення варіантів 2 (найзручніший до вжитку) і 4, оскільки не завжди виконується 
умова (16.40). Найуніверсальнішим слід вважати варіант 3, бо його використання не вимагає 
жодних додаткових застережень. 

16.3. Модель згину включення за Кірхгофом 

Модель згину [973] включення за теоріями згину стрижнів і пластин Кірхгофа викорис-
товувалася також у праці [1605] для розв'язування задачі термопружності тіла зі стрічковим 
включенням, коли для осі стрижня виконуються диференціальні співвідношення  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )B
B B, ,

x
y

yy h
a

du M xdx M x d M a
dx dx D

ε
ε ξ σ ξ ξ⎡ ⎤= = − = − +⎣ ⎦∫ ,      (16.45) 

де ( )B xε  – кут повороту осі включення у точці x ; ( )M x  – момент зусиль, прикладених до 

елементу [ ],a x  включення з боку матриці; D  – згинальна штивність ( 3
B2 3D E h=  під час 

застосування до включення моделі згину стрижнів; ( )3 2
B2 3 1 BD E h ν⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

 для моделі згину 

пластин). 
Використання тонкості включення дає з огляду на (16.45) 

( ) ( ) ( )B
1 1
2

x t
y

yy L
L a a

du
d M a dt a

dx D
ξ σ ξ ξ ε

′
′

⎛ ⎞
⎡ ⎤⎜ ⎟= − +⎣ ⎦⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫        (16.46) 

– умову взаємодії, якою можна користуватися замість (16.40) у другому варіанті умов (разом 
з першими трьома з (16.29) вона формуватиме модель Кірхгофа). Використання моделі Кірх-
гофа обумовлює використання додаткових умов (16.16)–(16.19). 

16.4. Стисливе рідинне включення 

Розглянемо включення зі стисливої краплинної рідини уздовж лінії [ ; ]L a b′ = . Для не-
рухомої рідини всередині порожнини тиск p  є сталим – xx yy pσ σ= = −  і 0xyσ = . Якщо по-
значити індексами " "− , " "+  напруження та переміщення поверхні рідини на нижньому та 
верхньому краях порожнини, то 

0, 0, 0yy yy xy xy xy xyσ σ σ σ σ σ− + − + − +− = + = − = ;       (16.47) 

2yy yy pσ σ− ++ = − .           (16.48) 
Для краплинної рідини, яка стискується за законом Гука, рівняння стану, що ілюстру-

ють залежність густини ρ  рідини від тиску, визначається співвідношенням  

0exp
p p

B
ρ ρ

−⎡ ⎤= ⋅ ⎢ ⎥⎣ ⎦
,  

де 1B β=  – модуль пружності рідини; β  – коефіцієнт об'ємного стиску рідини; 0p , 0ρ  – 
тиск і густина рідини до моменту прикладання зусиль. 

Оскільки ( )0 1p pβ �− , то з точністю до двох перших членів розвинення в ряд Тейло-
ра наближено можна записати  
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( )0 01 p pρ ρ β⎡ ⎤≈ + −⎣ ⎦ .  

Враховуючи, що маса (об’єм) включення під час деформування не змінюється 0 0F Fρ ρ=  
( 0,F F  – площа перерізу порожнини за тиску 0p  та p  відповідно), звідси знаходимо 

( )
( )

0
0

0 0 0
.

1
B F F

p p
F F F F

−
= −

⎡ ⎤+ −⎣ ⎦
    16.49) 

Тут 0F F−  еквівалентне приростові об'єму порожнини після прикладання зусиль (у випадку 
плоскої деформації товщина тіла вважається одиничною). Підставляючи вираз (16.49) у 
(16.48), отримуємо 

02 ,
1yy yy
BVp

V
σ σ− + ⎡ ⎤+ = − −⎢ ⎥+⎣ ⎦

           (16.50) 

де об’єм обчислюється за допомогою формули 

( ) ( )B B
0

1 a

y y
a

V u u d
F

ξ ξ ξ+ −

−

⎡ ⎤= −⎣ ⎦∫ . 

Вважаючи контакт між матрицею та рідиною ідеальним, запишемо умови взаємодії так: 

0
0

10, 0, 0, 2 , .
1

b

nn sn sn nn nL LL L L
a

BVp V u d
V F

σ σ σ σ ξ′ ′′ ′ ′
⎛ ⎞= = = = − − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦+⎝ ⎠ ∫  (16.51) 

Якщо у знаменнику правої частини співвідношення (16.49) прийняти ( )0 0 1F F F �−  
(вважається, що зміна початкового об'єму є невеликою), то умови взаємодії (16.51) набудуть 
простішого вигляду 

( )0
0

10, 0, 0, 2 , .
b

nn sn sn nn nL LL L L
a

p BV V u d
F

σ σ σ σ ξ′ ′′ ′ ′= = = = − − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  (16.52) 
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Р О З Д І Л  IV 

ПЛОСКЕ ТЕМПЕРАТУРНЕ ПОЛЕ У КУСКОВО-ОДНОРІДНОМУ                    
СЕРЕДОВИЩІ ЗІ СИСТЕМОЮ ТОНКИХ ТЕПЛОАКТИВНИХ ВКЛЮЧЕНЬ  

§ 17. Постановка задачі  

Розглядається температурне поле двох злучених півплощин ( )1,2kS k =  з коефіцієнта-
ми теплопровідності kλ  (рис. 17.1). Лінія – L L L∪′ ′′=  поділу матеріалів є віссю абсцис сис-

теми координат xOy . Уздовж 
1

N
n

n
L L∪

=
′ ′=  локалізовані N  симетричних теплоактивних вклю-

чень малої ширини ( )2h x  з коефіцієнтами теплопровідності Bnλ . На нескінченності діє теп-

ловий потік xk yq q iq∞ ∞ ∞= + , у точках k k k kz x iy S∗ ∗ ∗= + ∈  – джерела тепла kq  та теплові ди-

полі kkq  з орієнтацією kθ . Між матрицею та включеннями є ідеальний або неідеальний теп-
ловий контакт, між півплощинами – ідеальний; з області включень виділяється тепло 

1

N

n
n

Q Q
=

= ∑ ; ( )02
n

c
n

L
Q h Q dξ ξ

′

= ∫  – відплив тепла з n -го включення. 

 

 
 

Рис. 17.1. Схема задачі теплопровідності кусково-однорідної пластини  
з тонкими включеннями на межі поділу матеріалів 

 
Внаслідок лінійності задачі температурне поле T  подамо у вигляді суперпозиції основ-

ного ( )0t z  та збуреного ( )t̂ z  (14.16) – T = ( )0t z + ( )t̂ z . Через ідеальність контакту між пів-
площинами  

[ ] [ ]

[ ] ( ) ( )( )
'' ''

0 0

0, 0;

0, 0 ,

L L

LL L

T T y

t t y f f x f x x L

λ

λ − +

= ∂ ∂ =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ∂ ∂ = ≡ − ∈⎣ ⎦ ⎣ ⎦
.   (17.1) 

Припущення малої товщини включення дає змогу моделювати його стрибком темпера-
тури і теплового потоку на L′ : 
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( ) ( ) ( ) ( )(3 6
ˆ ˆ

; 0 3,6r
L

t ti f x if x x L f x r
x y

λ
⎡ ⎤∂ ∂ ′− = − ∈ = =⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

, коли )x L′′∈ . (17.2) 

Урахування тепловіддачі з бічних поверхонь пластинки передбачає введення у розгляд 
товщини 2δ  пластинок та включень, їхніх коефіцієнтів тепловіддачі kα , Bnα , температури 
довкілля CT , припущення про симетричність стосовно серединної площини пластинки дії 
усіх температурних чинників. 

 

§ 18. Відсутність тепловіддачі з бічних поверхонь пластин 

18.1. Реалізація методу функцій стрибка  

За відсутності тепловіддачі з бічних поверхонь температурне поле є гармонійною фун-
кцією і його можна подати у вигляді дійсної частини аналітичної функції – потенціалу тем-
пературного поля: 

( ) ( )Re TT z zΦ= ;     (18.1) 

( ) ( )Re
T z

z
x

∂
= ℑ

∂
, 

( ) ( )Im
T z

z
y

∂
= − ℑ

∂
, ( ) ( )T z zΦ′ = ℑ .  (18.2) 

Зіставивши (14.16) та (18.2), матимемо 

( ) ( ) ( )0 ˆz z zℑ = ℑ + ℑ , ( ) ( ) ( )0 ˆT T Tz z zΦ Φ Φ= + ,   (18.3) 
де згідно з [690, 691, 733] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ){ } } ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0
1 21 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2
2

exp
2 , ln , ,

1, , , const ; 1, 2; 3 .

k kT k k k j
k

kk kk
j j j T k k k

k k k

k k k j T k

qz z D z D z p p D z D z

iq q
p D z D z D z z z D z

z z

p p p c p z S k j k

π
π λ

θ
λ λ

λ λ
λ λ

λ λ λ λ

Φ

Φ

Φ

∞

∞
∗

∗

∞

⎧⎪= − + + + − + +⎨
⎪⎩

+ + + = − = −
−

= = = = = ∈ = = −
+ +

 (18.4) 

Стала TΦ∞  – довільна.  

З умови (17.1) при x →∞  отримуємо додатковий зв'язок між потоками тепла на не-
скінченності і теплофізичними сталими півплощин 

2 1 1 2x xq qλ λ∞ ∞= .     (18.5) 
Використовуючи (18.2), (18.3), з (17.2) маємо дві задачі Рімана–Гільберта 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( )

2 1 1 2 6

3

ˆ ˆ ˆ ˆ 2 ,

ˆ ˆ ˆ ˆ 2 ,

x x x x if x

x x x x f x x L

λ λ λ λ+ − − +

+ − − +

ℑ + ℑ − ℑ + ℑ =

ℑ − ℑ − ℑ − ℑ = − ∈
   (18.6) 

розв'язок яких має вигляд [171] 
( ) ( ) ( ) ( )3 6

ˆ 2 2 ; 1,2; 3j kz p H z ipH z z S k j kℑ = − + ∈ = = −    (18.7) 

і, отже, зі залученням до TΦ∞  додаткової довільної сталої 
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( ) ( ) ( ) ( )3 6ˆ 2 2 ; 1,2; 3T j kx p H z ipH z z S k j kΦ � �= − ∈ = = − .    (18.8) 

Тут і надалі у цьому розділі 

( ) ( ){ } ( ) ( )

( ) ( ){ } ( )

( ) ( )

1 1, , ln ,
2

1 1, , ln ,

.

r r r
L

r r r
L

r r

H z H z z f d
i z

t x l x x f d
x

f x f t dt

ξ ξ ξ
π ξ

ξ ξ ξ
π ξ

�

�

′

′

⎧ ⎫
= −⎨ ⎬−⎩ ⎭

⎧ ⎫
= −⎨ ⎬−⎩ ⎭

=

∫

∫

∫

   (18.9) 

Таким чином, внаслідок (18.1), (18.3), (18.4) та (18.8) знайдене подання температурного 
поля у довільній точці матриці через невідомі функції стрибка ( )3,6rf r = . 

На основі формул Сохоцького – Племеля [171, 635, 112] з (18.7), (18.8) з урахуванням 
(14.16) ( ( ) ( ) ( )0 ˆ, , ,T x y t x y t x y= + ), (18.1), (18.2) отримуються граничні значення збуреної 

( )ˆ ,t x y  частини температури та її похідних на лінії поділу ( ( ) ( )ˆ ˆ, 0 ~t x t x ) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 6 3 6

6 3

ˆ ˆ, ,

1ˆ , .
2

j j

j

t x p f x pl x t x p f x pt x
x

t x pf x p t x j x L
y

�∓ ∓

∓

± ±

±

∂
= − = −

∂
⎧ ⎫∂ ′= − = ∈⎨ ⎬∂ ⎩ ⎭

  (18.10) 

Згідно з виразом у фігурних дужках верхній знак відповідає значенню 1j = ; нижній – 2j = . 
Для обмеженості та однозначності на нескінченності поля температур від зосереджених 

чинників необхідне виконання умови 

( )
2

6
1

0k
kL

f d qξ ξ
=′

+ =∑∫ ,     (18.11) 

що випливає з (18.4) та (18.8). Зіставлення (18.11) з умовою балансу тепла в області кожного 
включення (14.20) вказує, що для обмеженості й однозначності температурного поля на не-
скінченності необхідне виконання умови загального балансу тепла у середовищі (вона ж є 
наслідком стаціонарності задачі): 

( ) ( ){ }
2

1 1

ˆ ˆ 0
N

k x n x n
k n

Q q Q a Q a+ −

= =
+ + − =∑ ∑ .    (18.12) 

Зауваження. Присутність у (18.12) третього доданка пояснюється тим, що теплоактив-
не включення є об’ємним джерелом тепла [446], який для матриці можна моделювати лінією 
поділу з розподіленими на ній точковими джерелами тепла. У цьому контексті подання 
(18.7), (18.8) потенціалів ( )zℑ , ( )T zΦ  не враховує розподілу джерел тепла на торцьових 
поверхнях включень. Якщо розглядати деяку торцьову поверхню wB , якій відповідає верти-

кальний відрізок ( ) ( ) { }; , ,n nh w h w w a a− +⎡ ⎤− =⎣ ⎦  у матриці без включень, то через wB  прохо-

дить така кількість тепла: 

( ) ( ) ( )0 0 0
0

1 2
0

h

x
h

t w iy t w iy
Q w dy dy

x x
λ λ

−

∂ + ∂ +
= ± ±

∂ ∂∫ ∫ ,   (18.13) 
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де знаки " "+ , " "−  – характеризують напрям теплопередачі. У матриці з включеннями вна-
слідок різних теплофізичних властивостей матеріалів та теплової активності включення (ви-
никає збурене поле t̂ ) через wB  додатково поглинається з матриці ще певна кількість тепла: 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 2
0

ˆ ˆˆ .
h

x n
h

t w iy t w iy
Q w dy dy w a

x x
λ λ ±

−

∂ + ∂ +
= ± ± =

∂ ∂∫ ∫   (18.14) 

Отже потенціал збуреного температурного поля ( )ˆ T zΦ  повинен містити додаткові 
члени 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

3 6 1
1

2
0

ˆ1ˆ 2 2 ln

ˆ ˆ
ln ln

ˆ
ln ; 1,2; 3

N n
T j n

n h

hn n
n n

n
n k

t a iy
z p H z ipH z p z a iy

x

t a iy t a iy
z a iy dy p z a iy

x x

t a iy
z a iy z S k j k

x

π
Φ � �

+
+

= −

− +
− +

−
−

⎧ ⎡∂ +⎪ ⎢= − − − − −⎨ ⎢ ∂⎪ ⎢⎣⎩
⎤ ⎡∂ + ∂ +
⎥ ⎢− − − + − − −⎥ ⎢∂ ∂
⎥ ⎢⎦ ⎣
⎫⎤∂ + ⎪⎥− − − ∈ = = −⎬⎥∂ ⎪⎥⎦⎭

∑ ∫

∫  (18.15) 

і умова (18.11) обмеженості та однозначності температурного поля на нескінченності зве-
деться до 

( ) ( ) ( ){ }
2

6
1 1

ˆ ˆ 0
N

k x n x n
k nL

f d q Q a Q aξ ξ + −

= =′

+ + − =∑ ∑∫ .   (18.16) 

Відповідно, загальний баланс тепла у середовищі запишеться 
2

1
0k

k
Q q

=
+ =∑ .     (18.17) 

Однак практичне використання подання (18.15) недоцільне через малість величини до-
даткових членів. Окрім того, потоки тепла через торці включення ( )ˆ

xQ w  можуть бути вра-

ховані рівняннями моделі (14.13), (14.20).  ■ 

18.2. Побудова системи інтегральних рівнянь задачі  

Підставляючи співвідношення (18.10) в умови взаємодії (14.18), отримаємо систему 
двох сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь (СІДР) для визначення функцій стрибка 

( )3,6rf r =  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

31 3 32 3 33 6 5

61 6 62 3 63 6 64 3 65 6 6

,

; 1, ,

n

n

n

t x s x f x F x

t x t x s x f x f x F x

x L n N

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ

+ + =

′ ′+ + + + =

′∈ =

  (18.18) 

де позначено 
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( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( ) ( )

31 B 33 B 2 1 B

32 B 61 B 62 B 63 64 B 2 1

2 1
65 B 2 1

1 2

2 , ,

, 2 , 2 , 1, ,

, , ;
2

n

y y y

y
x

y y
y y rn r y

y ya

c h p p h

ph c h p p h

h p p s x f d

ρ λ α ρ λ α λ α

ρ λ ρ λ ρ λ α ρ ρ λ

α α
ρ λ α α ξ ξ α

α α−

+ − +

−

+ − ±

= − + = − − +

= = = − = − = −

±
= − − = =∫

 

1yα , 2yα  – коефіцієнти тепловіддачі між матрицею і включенням або величини, обернені до 

коефіцієнтів термоопору; функції ( )5F x , ( )6F x  – визначені виразами (14.18) без урахування 
підкреслених суцільною лінією членів. 

Функції ( )rf x  задовольняють додатковим умовам 

( ) ( )

( ) ( )3 6

1... ; 3,6 ,

ˆ ˆ0, .

n

r
r n

L

n n x n x n n

f d Q n N r

Q Q Q a Q a Q

ξ ξ
′

+ −

= = =

= = − +

∫
    (18.19) 

Перша з них (для 3r = ) визначає неперервність температурного поля; друга ( 6r = ) – випли-
ває з балансу тепла. 

Теплоізольоване включення. Випадок теплоізольованого включення (ТІВ) випливає з 
(18.18) або при 1 2 0y yα α= =  або при B 0λ = . В результаті маємо вираз для ( )6f x  та сингу-
лярне інтегральне рівняння 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2 1 2 1
6 3 6

1 2 1 2
, ; 1,

2 2 n
h h

t tf x t x f x x L n N
y y

λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ

⎡ ⎤ − +∂ ∂ ′= − + = ∈ =⎢ ⎥
∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

,     (18.20) 

яке має замкнутий розв’язок [635] 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0
3

3

0

6

1 ,

; 1, .

n

n n
n

L hn n

n
h

a a tf x d Q
x ya x x a

tf x x L n N
y

ξ ξ
ξ

ξπ

λ

+ −

+ − ′

⎧ ⎫− −⎪ ⎪− ∂
= −⎨ ⎬− ∂⎪ ⎪− −

⎩ ⎭
⎡ ⎤∂ ′= − ∈ =⎢ ⎥

∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
  (18.21) 

Абсолютно теплопровідне включення. Вважаючи у (18.18) 1 2y y yα α α= =  і перехо-

дячи до границі Bλ → ∞ , отримаємо варіант абсолютно теплопровідного включення 
(АТПВ): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){

( ) ( )} ( )

0
0

3 6 6 2 1 3 3

0
0

2 1 6

1 1 , 2 2

1 ; 1, .

hy y yh

nh y h

t cf x f x t pt x p p f x t x
y x

tp p f x t x L n N
x y

λ
α α α

λ
α

� ⎡ ⎤∂ ∂⎡ ⎤+ = − − + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪ ′− − = − + ∈ =⎨ ⎬∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

 (18.22) 

Звідси випливають умови неідеального контакту півплощин уздовж L′  

[ ] 1 10, 0hh
y yh h

T TT T
y x y

λ λ
α α

⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎪ ⎪+ = + =⎨ ⎬⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎪ ⎪⎩ ⎭
.   (18.23) 
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Аналогічна задача вивчалася у [396]. 
Однорідна матриця. Коли 1 2λ λ λ= = , 1 2y y yα α α= = , то з (18.18) отримуємо систему 

рівнянь для включень в однорідній матриці 

{ } ( ) ( ) ( )

{ } ( ) { } ( ) ( ) ( )
B 3 B 3 5

B 6 B 6 6 6

,

; 1, .

y n

y n n

h t x s x F x

h t x h f x s F x x L n N

λ λ α λ

λ λ λ α

− + + =

′ ′+ − = ∈ =
  (18.24) 

Ідеальний тепловий контакт включення з матрицею. Переходячи у (18.18) до гра-
ниці ( )1,2yk kα → ∞ = , отримаємо рівняння, які відповідають ідеальному тепловому кон-

такту включення на межі поділу матеріалів 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

31 3 32 3 33 6 5

61 6 63 6 64 3 6

,

; 1, ,
n

n n

t x s x f x F x

t x s x f x F x x L n N

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

+ + =

′+ + = ∈ =
   (18.25) 

де тепер 
( ) ( )31 32 B 33 2 1 61 B 63 64 B 2 12 , , , 2 , 1, .ch p p h ph p p hρ ρ λ ρ ρ λ ρ ρ λ= − = = − − = = − = −  

18.3. Теплові потоки біля вістря тонкого включення  

Розглянемо випадок ідеального теплового контакту включення з матрицею. Аналіз сис-
теми сингулярних інтегральних рівнянь (18.25) за методикою розд. І (§ 3) дає можливість 
стверджувати, що функції стрибка 3f , 6f  можуть бути подані у вигляді  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 1 2 6 1 2
1 2

1/ 2 1/ 2

( ) ( ) , ( ) ( )

1
,

2

m m

k m m k

q qf x x x f x x x
aa

x a x x a x k
η η

ϕ ϕ ϕ ϕ
λ λ

ϕ ϕ
∓− ± −+ − ∗

= + = −

⎧ ⎫
= − − = ⎨ ⎬

⎩ ⎭

,  (18.26) 

де 2 m ma a a+ −= − , ( )k xϕ ∗ – безрозмірні регулярні функції, q – інтенсивність теплового наван-
таження задачі, величина η визначається характеристичною частиною системи сингулярних 
інтегральних рівнянь (18.25) [636] і дорівнює 

2 1

2 1
arctg

2
λ λ

η
λ λ
−

= . 

 

 
 

Рис. 18.1. Локальна полярна система координат біля вістря включення 
 
Введемо полярну систему координат ( ),r θ  з початком біля правого або лівого краю 

включення [993] (рис. 18.1) 

( )1 1, exp ,i
mz z a z r θ±= ± + = ⋅     (18.27) 

і у малому околі торців ( )1 m mz a a� + −−  з урахуванням (18.26), (14.16), (18.7) – (18.9) отрима-

ємо для градієнтів температури в околі вістря дефекту двочленні асимптотичні залежності 
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⎧ ⎫
− +⎪ ⎪

⎛ ⎞ ⎪ ⎪+ = = ∈⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪ ⎪+⎪ ⎪

⎩ ⎭

( 1,2; 3 ),k j k= = −

( ) ( )
( )

( )
9

0 1

11
1 2lim , ( 3,6);

32cos 1 !
2

m

n

m m w
w w w n

x a n

n
N t x tg f x A w

n

η
πη

πη η

Γ

Γ∓

∓
i

∓
±

∞
±

−
→ =

⎛ ⎞± +⎜ ⎟
⎝ ⎠⎡ ⎤= + = =⎣ ⎦ ⎛ ⎞− ⎜ ⎟
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∑   (18.28) 

1 2

1 2

, 6

, 3
n nw

n
n n

A A w
A

A A w

⎧ − =⎪= ⎨
+ =⎪⎩

,  якщо   
1 1,* 2 2

0
( ) ( )m

m n n
n

x A P xη η
ϕ

∓∞ − ± −

=
= ∑ , 

1 2,k k± ±  – коефіцієнти інтенсивності градієнтів температурного поля (КІГТП), які вво-
дяться із співвідношень 

( ) ( )
1 1
2 2

1 2 1 2
0,

0

lim 2 ( 1) (1) ,
2 2m m j j

r

T T r ra a i a L k L k
x y a a

η η

θ

π λ λ
∓− ± −

± ± ± ±

→
=

⎧ ⎫∂ ∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − +⎨ ⎬ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
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( )1 2

1 2 1 2
1 , ( ) , ( 1, 2; 3 ),

cos
j

m m j k
q

k L w w i z S k j k
a

λπλ λ
ϕ

λ λ πη λ λ
± ∗ ⎛ ⎞
= ± = − ∈ = = −⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

    (18.29) 

Коефіцієнти wN ±  характеризують другі члени асимптотичних залежностей і, як вияв-
ляється, у граничних випадках ТІВ й АТПВ вони визначаються лише однорідним розв'язком 
задачі. 

Якщо матеріали півплощин теплофізично еквівалентні ( )1 2λ λ=  або якщо міжфазне 
включення не проводить тепла (теплоізольоване) чи абсолютно теплопровідне, то особли-
вість розв'язку коренева (η=0), КІГТП мають координатну спрямованість: 

( ) ( ) ( ) ( )
1
2

2 1 2 1
0,

0

lim 2 , , .
2m m x y x y

r

T T ra a i a k ik k k k k k k
x y a

θ

λ π
−

± ± ± ± ± ± ± ± ± ±

→
=

⎧ ⎫∂ ∂ ⎛ ⎞− = − = − = +⎨ ⎬ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠⎩ ⎭
 

і побудовані асимптотики дещо спрощуються:  
Теплоізольоване включення. Система сингулярних інтегральних рівнянь і її розв'язок 

у випадку теплоізольованого включення (ТІВ) мають вигляд (18.20) та (18.21) відповідно, 
КІГТП біля m -го включення – 

( )
0

0, 2
m

m

a
m

x y m m
ma

ac tk k d a a a
ya a

ξ
ξ

π ξ∓

+

−

+
± ± + −

+
± ∂

= = − = −
∂∫ .  (18.30) 
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Абсолютно теплопровідне включення. Для абсолютно теплопровідного включення 
(АТПВ) слід або у (18.25) перейти до границі Bλ → ∞  або у (18.22) до границі ykα → ∞ . То-

ді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
3 6 2 1 3, 2 0 ; 1,nh h

f x t pt x p p f x t x L n N
x
∂⎡ ⎤ ′= − + − + = ∈ =⎣ ⎦ ∂

� ,(18.31) 

або, приймаючи до відома (18.10) і передумови побудови умов взаємодії (14.18), у дещо ін-
шому вигляді: 

[ ] ( )0, 0 ; 1,nhhT T x L n N
x
∂ ′= = ∈ =
∂

.    (18.32) 

Це свідчить, що constT =  у всій області, зайнятій включенням. Система сингулярних інтег-
ральних рівнянь (18.27) має замкнутий розв'язок  

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0
6

6

0
3

1 ,

; 1, .
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m m
m

L hm m
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a a tf x d Q
x xa x x a

f x t x L n N
x

π ξ ξ
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ξπ

+ −

+ − ′

⎧ ⎫− −⎪ ⎪∂
= −⎨ ⎬− ∂⎪ ⎪− −

⎩ ⎭
∂ ⎡ ⎤ ′= − ∈ =⎣ ⎦∂

∫
 (18.33) 

Значення КІГТП у цьому випадку такі: 

( )
0

1 2 6

1 2
0,

m

m
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y x m
ma h

a tk k d Q
xa a

λ λ ξ
λ ξ

π λ λ ξ∓
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−

+
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+

⎧ ⎫± ∂⎪ ⎪= = − ±⎨ ⎬∂+ ⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ .  (18.34) 

Матеріали півплощин однакові. За ідеального контакту однорідної пластини 
( )1 2 , 0λ λ λ η= = =  з включенням вирази (18.28), (18.29) для градієнтів дають такі асимпто-

тичні вирази для потоків тепла: 
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(18.35) 
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= =
  (18.36) 

У полярній системі координат асимптотики набувають такого вигляду: 
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.  (18.35) 
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Теплофізично еквівалентні матеріали. У випадку ідентичності усіх трьох складових 

слід у (18.25) вважати ( )1 2 Bλ λ λ λ= = =  і зауваживши, що основне температурне поле 0t  

задовольняє рівняння теплопровідності (13.5), з урахуванням допущень, використаних під 
час побудови умов взаємодії (14.18), отримаємо ( ) ( )5 6 0F x F x= = . Отже внаслідок єдиності 
розв'язку збурене поле відсутнє (функції стрибка дорівнюють нулю): 

( ) ( ) ( )3 6 0f x f x x L= = ∈ .     (18.37) 

18.4. Визначення торцьових потоків тепла  

В отриманій системі сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь (18.18) з додатко-
вими умовами (18.19) та у її частинних випадках (18.24), (18.25) у правих частинах фігуру-
ють наперед невідомі ТПТ. Переважно їх або не беруть до відома [446, 706, 860, 861] або ви-
значають апріорними виразами, що точно задовольняють лише граничним виразам [734, 955, 
208] (14.23). 

Для усунення певної довільності торцьових сталих для проміжних значень теплофізич-
них параметрів розглянемо ще один спосіб, який дає змогу дати обґрунтованіші значення 
цих сталих. Обмежимося випадком ідеального контакту матриці з торцем включення, коли 
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Якщо у (18.38) врахувати розбиття (14.16), то аналогічно до нього  

( ) ( ) ( )0 ˆ
x n x n x nQ w Q w Q w= +  

і тому 
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Для обчислення інтегралів у (18.40) використаємо подання (18.2), (18.7) 
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∫ ∫

∫
  (18.41) 

Таким чином, невідомий ТПТ вдалося пов'язати з функцією стрибка 6f . Зазначимо і те, 
що у цю залежність теплофізичні параметри явно не входять, хоча, звісно, слід мати на увазі 
опосередковану залежність від них функцій стрибка. 

18.5. Одне включення в однорідній матриці  

Для одного включення уздовж [ ] ( )1; 1,L a a N a a±′ = − = = ±  у однорідній матриці 

( )1 2λ λ λ= = , переходячи до безрозмірних величин  
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3 3 6 6

B
, , , , Bi y

y
aa a hx a f x x a f x x

q q a
αλλψ ψ χ γ

λ λ
= = = = =  

та нормуючи відрізок [ ];a a− , систему (18.24) запишемо у вигляді 
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де  

( ) ( ) 1 Bi yx xη χ= + , { } ( ), , 1, 2m mmq q q a q a m∞= = .  

Згідно з (18.19) розв'язки цих рівнянь повинні задовольняти умови 
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Аналіз характеристичної частини рівняння (18.42) типу Прандтля свідчить [636], що 
його розв'язок повинен належати до класу функцій ( )1 2, 1 2Π ψ− − , тобто має структуру: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 221 3w wx a x a x a wψ ϕ

−⎡ ⎤= − =⎢ ⎥⎣ ⎦
.   (18.45) 

Щодо (18.43), то заміною  
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У праці [396] розв'язок такого сингулярного інтегро-диференціального рівняння побудова-
ний для одного спеціального варіанту функцій ( ),xβ ξ , ( )xα  за умов ( ) ( )1 1 0Ψ Ψ′± = ± = , 
які тут не виконуються. 

Якщо ж Bi y →∞  (ідеальний контакт), то (18.43) стає сингулярним інтегро-

диференціальним рівнянням типу Прандтля 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( )
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6 6

1 1
;

x ax d
d F x q x L a a

x a
γχ ψ ξ ξ

ψ ξ ξ
π ξ

− −

′− = ∈ = −
−∫ ∫ ,  (18.47) 

розв'язок якого можна шукати у вигляді (18.45) при 6w = . 

18.6. Аналіз прикладів  

Різномодульні півплощини 

Вивчалося сім типів навантаження, для яких було отримано такі основні результати. 
1.Тепловий потік на нескінченності xk yq q iq∞ ∞ ∞= + : 

0, для ТІВ;x y yk k aqπ± ± ∞= =       (18.48) 

( )1 2
1 2

1 2
0, для АТПВy x x x

a
k k q q

π λ λ
λ λ

± ± ∞ ∞= = +
+

.    (18.49) 

2. Джерело і стік тепла потужності 2 1q q q= − =  у точках 2 1z z iy∗= = : 

( )
1 220, 1 для ТІВ;x y

qk k y a
aπ

−
± ±

∗
⎡ ⎤= = − +⎢ ⎥⎣ ⎦

    (18.50) 

0, 0 для АТПВx yk k± ±= = .      (18.51) 
Цікаво, що вирази для КІГТП за такого навантаження не залежать від теплофізичних сталих. 

3. Джерело і стік тепла потужності 2 1q q q= − =  у точках 2 1z z x∗= − = : 

0, 0 для ТІВx yk k± ±= = ;      (18.52) 

( )
1 22 1 , 0 для АТПВx y

qk x a k
aπ

−
± ±

∗
⎡ ⎤= − − =⎢ ⎥⎣ ⎦

.  (18.53) 

4. Два джерела тепла потужності 2 1q q q= =  у точках 2 1z z iy∗= =  та загальний від-
плив тепла з включення 2Q q= − :  

  розв'язок для ТІВ не має фізичного сенсу; 
1 22

1 22
2 1 , 0 для АТПВx y

qp y yk k
a aa

λ λ
π

−
± ±∗ ∗

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞= ± − + =⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

.  (18.54) 

5. Два джерела тепла потужності 2 1q q q= =  у точках 2 1z z x∗= − =  та загальний від-
плив тепла з включення 2Q q= − : 

0, 0 для ТІВx yk k± ±= = ;      (18.55) 
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1 22
2 1 , 0 для АТПВx y

x xqk k
a aaπ

−
± ±∗ ∗

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞= ± − − =⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

. (18.56) 

6. Два диполі тепла інтенсивності kkq  й орієнтації ( )1,2k kθ =  у точках 2 1z z iy∗= = : 

22 11 22
2 1 2

2 1 2
3 22

11
1

1

0, cos cos sin

sin 1 для ТІВ;

x y
q q qck k

a a

q y y
a a

θ θ θ
λ λ λπ

θ
λ

∓± ±

−
∗ ∗

⎧ ⎛ ⎞ ⎛⎪= = − + +⎨ ⎜ ⎟ ⎜
⎪ ⎝ ⎠ ⎝⎩

⎡ ⎤⎫⎞ ⎪ ⎛ ⎞+ +⎢ ⎥⎬⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎢ ⎥⎠ ⎭ ⎣ ⎦

  (18.57) 

( ) ({

)

1 2
22 2 11 1 22 2

3 22

11 1

sin cos cos

cos 1 , 0 для АТПВ.

x

y

p
k q q q

a a

y yq k
a a

λ λ
θ θ θ

π

θ

±

−
±∗ ∗

= ± − + +

⎡ ⎤⎫ ⎛ ⎞+ + =⎢ ⎥⎬ ⎜ ⎟
⎭ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

  (18.58) 

7. Два диполі тепла інтенсивності kkq  та орієнтації ( )1,2k kθ =  у точках 2 1z z x∗= − = : 

( ) )(
3 22

22 2 11 1 22 2 11 1
1 sin sin sin sin 1 ,

2

0 для ТІВ;

y

x

x xk q q q q
a aa a

k

θ θ θ θ
π

−
± ∗ ∗

±

⎡ ⎤− ⎧ ⎫ ⎛ ⎞= + ± − −⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎜ ⎟
⎩ ⎭ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

=

(18.59) 

( ) )(
3 22

22 2 11 1 22 2 11 1
1 cos cos cos cos 1 ,

2

0 для АТПВ.

x

y

x xk q q q q
a aa a

k

θ θ θ θ
π

−
± ∗ ∗

±

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎛ ⎞= + ± − −⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎜ ⎟
⎩ ⎭ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

=

  (18.60) 

Зазначимо, що в окремих випадках (навантаження за схемою 4, 5, 6) можна таким чи-
ном підібрати співвідношення параметрів 1 2/λ λ , /x a∗ , 22 11/q q , 2 1/θ θ , що коефіцієнт інте-
нсивності градієнту температурного поля дорівнюватиме нулю. Наприклад для схеми 6 теп-
лоізольованого включення 0yk± = , якщо 22 2 11 1q qλ λ= , 2 1θ θ= − , і при абсолютно тепло-

провідному включенні 0xk± = , якщо 11 22q q= , 1 2θ π θ= − . 
 

 
Рис. 18.2 
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Рис. 18.2–18.4 відображають залежність безрозмірних КІГТП yk a qπ+  для випадку 

теплоізольованого включення і xk a qπ+  для абсолютно теплопровідного включення від 
параметрів 1 2 * *, ,y a x aλ λ  (схеми навантаження 2–5).  

 

 
  

 
Рис. 18.3 Рис. 18.4 

 
Вплив тих же параметрів та кута 2θ  орієнтації диполя (схеми навантаження 6, 7, 11q =0) 

на безрозмірні КІГТП 22xk a a qπ+  у випадку абсолютно теплопровідного включення і 

22yk a a qπ+  – у випадку теплоізольованого включення відображений на рис. 18.5 – 18.7. 
 

 
 

Рис. 18.5 
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Таким чином, можна стверджувати, що використання диполів як навантажувальних 
чинників загалом не спричиняє істотних змін якісної картини (у крайньому випадку в дослі-
джених граничних випадках) порівняно з навантаженням джерелами тепла. Основна різниця 
є у швидкому заниканні його впливу з віддаленням від включення та вплив орієнтації. 

З формул (18.48)–(18.60) легко отримати КІГТП для півбезмежного дефекту. 
 

 

 
 
 
 
 

 

Рис. 18.6 Рис. 18.7 
 

Однорідна площина 

Наближений розв'язок СІР (18.42), (18.47) з додатковою умовою (18.44) будується для 
3,6r =  методом колокацій (§ 7) у вигляді (18.45), де 

( ) ( )
0

( 3, 6)
N

r
r n n

n
x a A T x a rϕ

=
= =∑ .    (18.61) 

На основі знайдених функцій стрибка (18.45), (18.61) температурне поле та його граді-
єнти у середовищі дорівнюють 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 6 3
2

0

0 6 3
3

0
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n
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⎪ ⎪⎩ ⎭
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− = ℑ + +

∂ ∂
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∑
   (18.62) 

де 

( ) ( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( )
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1
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3 2
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1 ln 0 ,ln1 2 2
2 1 2 0 ,

1 0, 1 .
2 2 11
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T d
I z n z z
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ξ ξ ρ ρ
π ρ ρξ ξ

−−

−
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= = − ≥ = + −
−− −

∫

∫

  (18.63) 
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Коефіцієнти інтенсивності теплових потоків визначаються сумою 

( ) ( )6 3

0

2 1
N

n
x y n n

n

qk ik A iA
a
π± ±

=
− = ± ± +∑ .     (18.64) 

Реалізація обчислювальної процедури за складністю та витратами часу практично не 
залежить від вибору якоїсь із схем навантаження 1…7. Для ілюстрації подамо приклади об-
числення деяких теплофізичних величин за дії джерел тепла (схеми 2…5). 

Конкретні обчислення проводилися для змінної ширини включення ( )h x  (5.44) при 

0 0,01h a =  з точністю не меншою від 1%. При 1β =  включення має еліптичний профіль; 

при β = ∞  – прямокутний; значення γ , 5 5Bi 10 ...10y
−=  [974, 690, 731, 691, 734, 735, 733]. 

Отримані наближені розв'язки при 510γ −=  і 510γ =  (для 10Bi 10y = ) відрізняються від точ-
них для теплоізольованого включення (18.21) та абсолютно теплопровідного включення 
(18.33) менше як на 1% – тобто перебувають в межах прийнятої точності обчислень. При 
найнесприятливіших значеннях параметрів задачі для досягнення цієї точності вистачило 
врахувати перші 20 ненульових членів розвинення (18.61). Деякі результати обчислень міс-
тять рис. 18.8–18.14. 

На рис. 18.8–18.11 відображені результати обчислення несингулярної частини функцій 
стрибка ( )/ ( 3, 6)r x a rϕ = , а також ізотерми температурного поля ( ), /T x y q  в околі вклю-

чення при різних значеннях параметра γ  (схеми навантаження 2, 3; 10Bi 10 , 100y β= = ). 

Відносна відстань * /y a  ( * /x a ) зосереджених теплових чинників (джерел) при цьому 
дорівнювала 2,0.  

 

 
 

      Рис. 18.8.                                           Рис. 18.9 
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Числові обчислення для абсолютно теплопровідного включення ( )510γ ≥  дали сталість 

температури на реальній межі ( )y h x= ±  включення і матриці при довільних значеннях β , 
що відповідає властивості теплопровідного включення (рис. 18.10, 18.11 – суцільні лінії 5). 
Це свідчить про високу міру адекватності методу функцій стрибка для тонких включень. За-
значимо теж, що температурне поле і розподіл теплових потоків в околі торців включення, 
визначені за допомогою формул (18.62) точно та обчислені за допомогою асимптотичних ви-
разів на достатньо малій відстані від торців включення з великою мірою точності збігаються. 

Залежність безрозмірного КІГТП yk a qπ  від відносного віддалення *y a  джерела 
тепла (схема навантаження 2) за різних значень параметра γ  зображена на рис. 18.12. При 
цьому тепловий контакт включення, яке має форму, зближену з прямокутником, ( 100β = ) з 

матрицею вважається ідеальним ( 10Bi 10y = ). Добре помітні дві тенденції: заникання КІГТП 

зі збільшенням *y a  та збільшення КІГТП зі зростанням γ .  
 

 
 

 
 

Рис. 18.10 Рис. 18.11 
 
Вплив форми включення ( 1...100β = ) на зміну безрозмірного КІГТП yk a qπ  (схема 

навантаження 2) відображає рис. 18.13. Помітно, що зі зміною форми включення від еліпти-
чної ( 1β = ) до майже прямокутної ( 100β = ) КІГТП зростає за абсолютною величиною. От-
же зменшення ширини кінцевої частини включення (зменшення β ) веде до зменшення 
КІГТП за довільного способу навантажування. 

Екстремальні значення КІГТП досягаються для теплоізольованого та абсолютно тепло-
провідного включень (рис.18.13) причому, для теплоізольованого включення домінуючу 
роль відіграє yk± , для абсолютно теплопровідного включення – xk± . 

Рис. 18.14 подає залежність КІГТП xk a qπ  від різномодульності 1 2λ λ  півплощин та 
відносної відстані джерел тепла *x a  (схема навантаження 3) для випадку АТПВ. Помітне 
зростання КІГТП зі збільшенням різномодульності. Цікаво також, що віддалення джерел те-
пла  більш ніж на вісім півдовжин включення вже не впливає на зміну КІТТП. 
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Рис. 18.12 Рис. 18.13 
 

 

 
 

Рис. 18.14  Рис. 18.15 
 
Залежність КІГТП yk a qπ  від параметра Bi y , що враховує або конвективний тепло-

обмін (протікання охолоджуючої чи нагріваючої рідини щілинним каналом у середовищі), чи 
термоопором (неідеальний контакт включення з матрицею) при змінюваному γ  зображена 
на рис. 18.15. При цьому відносна відстань *y a  джерела тепла від включення (щілини) 
профілю близького до прямокутного ( 100β = ) вважається рівною 2,0.  

Спостерігається прямування КІГТП до збільшення з ростом Bi y , тобто збільшенням 
коефіцієнту тепловіддачі з матриці у рідину чи зменшенням коефіцієнта термоопору за не-
ідеального контакту. Зменшення коефіцієнта конвективної тепловіддачі з матриці у рідке 
включення (зменшення коефіцієнта термоопору при неідеальному контакті з матрицею) 
спричинює зменшення КІГТП. Максимум КІГТП досягається за ідеального контакту з вклю-
ченням – Bi y →∞ . 
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Аналіз отриманих результатів, окрім того, свідчить, що значення ( 3, 6)r mϕ = , 

xk a qπ , yk a qπ , отримані при 0,00001γ =  та 100000γ =  ( 10Bi 10y = ) відрізняються від 
відповідних величин, отриманих для теплоізольованого включення (18.21) (тріщини  [706]) і 
абсолютно теплопровідного включення (18.33) відповідно менше, як на 1%, тобто перебува-
ють у межах точності обчислень. 

Здійснені за формулами (18.48)–(18.60) розрахунки дають можливість стверджувати за-
гальну тенденцію до зменшення за абсолютним значенням КІГТП зі збільшенням відносної 
відстані температурного чинника від включення. Хоча під час навантажування типу 6 дипо-
лем з орієнтацією 1 2θ π=  для теплоізольованого включення та 0θ =  для абсолютно тепло-
провідного включення (див. рис. 18.5, 18.6) спостерігається локальне ухилення від загальної 
тенденції на відносних відстанях ~ 0,75y a∗ . Помітне прямування xk a qπ  зі збільшенням 
x a∗  до деякого сталого значення, коли матриця з абсолютно теплопровідним включенням 
навантажена за схемами 5, 4, пояснюється теплоактивністю включення (рис. 18.3 (пунктир); 
рис. 18.4). 

Зазначимо теж, що отримані результати і висновки легко трансформуються на випадок 
задачі про поздовжній зсув середовища зі стрічковими включеннями під впливом відповід-
ного навантаження. 

Внаслідок аналогії Г.С.Кіта між стаціонарною теплопровідністю (плоске температурне 
поле) та поздовжнім зсувом тіл з включеннями і тріщинами легко з’ясувати відповідність 

3 3
1 2~ , ~y xk k k k      (18.65) 

де 3 ( 1, 2)nk n =  – узагальнені КІН за антиплоскої деформації 

( )3 3
1 2

0 ( 0)
lim 2 yz xz

r
k ik r i

θ
σ σ

→ =
⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦ .     (18.66) 
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19.1. Реалізація методу функцій стрибка  

Залишається в силі постановка задачі § 17 з урахуванням тепловіддачі. Температура за 
виразом (13.10) тепер задовольняє рівняння  

( ) ( ){ } ( ) ( ),
, , , , ; 1, 2

2
kk

k C k
Q x y

T x y T x y T x y S k
α

λ
δ δ

Δ − − = − ∈ = .  (19.1) 

З огляду на лінійність задачі та справедливість композиції (14.16) однорідний розв’язок по-
винен задовольняти такому ж рівнянню  

( ) ( ){ } ( ) ( )0 0 1, , , , , ; 1, 2
2

k
C k k

k k
t x y t x y T Q x y x y S k

α
λ δ λ δ

Δ − − = − ∈ = , (19.2) 

а збурене – відповідному однорідному 

( ) ( ) ( )ˆ ˆ, , 0, , ; 1, 2k
k

k
t x y t x y x y S k

α
λ δ

Δ − = ∈ =    (19.3) 

та умові (17.2). 
Методику розв'язування рівняння (19.2) та побудови однорідного розв’язку можна 

знайти у численній літературі, зокрема [396, 778, 779, 782]. Для розв'язування рівнянь (19.3) з 
умовою (17.2) застосуємо до них перетворення Фур'є за координатою x : 
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( ) ( )
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2 2 2
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ˆ , ˆ , 0,
F

F k
k k
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t s y s
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ω ω
λ δ
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− = = +

∂
;   (19.4) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 2 6
ˆ ˆ, 0 , 0ˆ ˆ, 0 , 0 ,
F F
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Тут враховано, що внаслідок локальності збурення відповідні функції на нескінченності за-
никають 
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З урахуванням (19.6) загальний розв'язок (19.4) запишемо 
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і, підставивши його у крайові умови (19.5), знайдемо 
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Переходячи у виразах (19.7), (19.8) до оригіналів, отримаємо 
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Зокрема, коли 1 2ω ω= , тобто 2
2 2 1 1α λ α λ ω δ= = , інтеграли (19.10) дорівнюють: 
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Для обчислення функцій Макдональда ( )mK r  використаємо ряди [904] 
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0,5772157...C =  – стала Ойлера (Ейлера). 
Переходячи у (19.9) до граничних значень коли 0y → ±  на основі (19.11) матимемо 
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Верхньому знаку відповідає значення 1j = , нижньому – 2j = . 
Якщо у (19.13) спрямувати ω  до нуля (відсутня тепловіддача), то будуть отримані від-

повідні вирази (18.10). 
Зазначимо, що на відміну від випадку задачі про плоске температурне поле (§ 18) тут 

не вимагається балансу тепла у пластині, однак за граничного переходу 0ω →  цю умову 
слід ввести. 

19.2. Система інтегральних рівнянь задачі  

Підставляючи (19.13) в умови взаємодії (14.18) у припущенні ідеальності контакту з 
включенням ( )ykα → ∞ , отримаємо систему сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь 
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Функції ( )rf x  повинні задовольняти додаткові умови (18.19). 
Теплоізольоване включення (ТІВ). Вважаючи у (19.14) B 0nλ = , B 0nα δ = , отриму-

ємо 
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Абсолютно теплопровідне включення (АТПВ). Переходячи у (19.14) до границі 
Bnλ → ∞ , отримаємо 
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Однорідна пластина з включеннями. Припущення 1 2λ λ λ= = , 1 2α α α= =  поділяє 
(19.14) на два незалежні рівняння [728, 735] 
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Бездефектна пластина. Цей випадок випливає з (19.14) при 0h → . 

19.3. Торцьові потоки тепла 

У системі сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь (19.14) з додатковими умова-
ми (18.19) і у її частковому випадку (19.16), (19.17) у правих частинах присутні наперед неві-
домі торцьові потоки тепла. До їхнього визначення можна використати апріорну залежність 
(14.23), а можна модифікувати підхід п.18.4, використавши для обчислення інтегралів, що 
містяться у (18.40) подання (19.9) 
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У випадку, коли 1 2ω ω= , тобто 2
2 2 1 1α λ α λ ω δ= = , маємо 
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Отже невідомий торцьовий потік тепла вдається подати через функції стрибка. Відзна-
чимо й ту обставину, що за 0ω →  вираз (19.19) з урахуванням (19.21) збігається з (18.41). 

19.4. Числовий аналіз для одного включення  

Враховуючи розвинення (19.12), доходимо висновку, що за ykα → ∞ , B 0nα δ =  (ідеа-
льний контакт) інтегральні рівняння (19.14)–(19.18), (18.19) відрізняються від відповідних 
рівнянь (18.25), (18.20), (18.31), (18.24), (18.19) лише присутністю логарифмічних та регуля-
рних ядер. Тому процедури їхнього числового розв'язування схожі. 

Конкретні обчислення здійснювалися для одного включення ( [ ]1, ; ,N L a a′= = −  

1a a± = ± ) за 2
2 2 1 1α λ α λ ω δ= = , коли основне температурне поле визначене формулою 
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    (19.22) 

Нормуючи проміжок L′ , введемо безрозмірні величини  
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Тоді для теплоізольованого включення на межі поділу матеріалів  
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для абсолютно теплопровідного включення (АТПВ) на межі поділу матеріалів 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) [ ]( )

( ) ( )
( )

1 1 0
0 6

3 6 6
1 1

1
6

6 1
1

2 12

6
0 1

1, , ,

; ,

BiBi Bi1 1 1, ln ;
! 1 ! 4 2 2 2

h
h

n
n

n m

d a tf x t R x d
x a q x

d Q q x a a

x
R x C x

n n m n

ψ ξ ξ
ψ ξ ξ ξ λ

π ξ

ψ ξ ξ

μ ξμ μ
ξ ξ

π

�
− −

−
+

∞

= =

∂⎡ ⎤= − + = −⎣ ⎦ − ∂

= ∈ −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
⎢ ⎥= + − − −⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫

∫

∑ ∑

(19.25) 

для однорідної пластини з прошарком 
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  (19.27) 

Розв'язування рівнянь (19.24)–(19.27) здійснювалося за допомогою методу колокацій 
(§ 7). Оскільки характеристичні частини рівнянь задач про плоске температурне поле одна-
кові, то розв'язок СІР (19.24)–(19.27) шукаємо у вигляді (18.45), (18.61) при 3,6r = . 

Стосовно розподілу градієнтів температури в околі торців включення, то зазначимо, що 
[714, 747] структура першого члена асимптотичного розвинення розв'язку еліптичного рів-
няння в околі особливої точки повністю визначається старшим диференціальним оператором 
рівняння і типами особливої точки й крайових умов. Диференціальний оператор 2ωΔ −  рів-
няння теплопровідності задачі про узагальнене плоске температурне поле є регулярно збуре-
ним стосовно оператора Лапласа рівняння теплопровідності задачі про плоске температурне 
поле. Отже, перші члени асимптотичних розвинень теплових потоків в околі торців вклю-
чення у пластині збігаються з аналогічними виразами (18.28), (18.35) для масиву (чи пласти-
ни з теплоізольованими бічними поверхнями), де КІТП визначаються формулою (18.64). 

Для дослідження впливу тепловіддачі з бічних поверхонь пластини і включення за за-
коном Ньютона на концентрацію температурного поля в околі включення конкретні обчис-
лення подібно до п. 18.6 здійснені для: 1) джерела тепла потужності 2 1q q q= − =  у точках 
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2 1z z= = iy∗= , 2y a∗ = ; 2) джерела тепла потужності 2 1q q q= − =  у точках 2 1z z x∗= − = , 
2x a∗ = . 
 

 
Рис. 19.1 

 

 
Рис. 19.2 

 
На рис. 19.1 зображена залежність від γ  та параметра Biμ , що визначає тепловіддачу з 

бічної поверхні пластин безрозмірних КІТП xk a qπ  (суцільна лінія, навантаження за схе-
мою 1) та yk a qπ  (штрихова лінія, навантаження за схемою 2) за ідеального контак-

ту ( )10Bi 10y = , теплоізоляції бічних поверхонь включення ( )Bi 0μ =  змінної ширини ( )h x  

(5.44) при 0 0,01h a =  та 100β = . Рис. 19.2 подає залежність xk a qπ  від γ  та BiBμ  для 
10Bi 10y = , Bi 0μ = , 100β =  для другого способу навантажування. Видно, що збільшення 

тепловіддачі з області включення або ж зменшення тепловіддачі з бічних поверхонь пласти-
ни спричиняє збільшення абсолютного значення КІТП. 
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Р О З Д І Л  V 

ЗАДАЧІ АНТИПЛОСКОЇ ДЕФОРМАЦІЇ ТІЛ                                     
ЗІ СТРІЧКОВИМИ ВКЛЮЧЕННЯМИ  

З урахуванням аналогії [393] між антиплоскою деформацією та теплопровідністю мож-
на повністю перенести одержані у §§ 17, 18 результати для теплоактивних включень на межі 
поділу двох пластин за відсутності тепловіддачі з бічних поверхонь на випадок поздовжньо-
го зсуву, замінивши формально коефіцієнти теплопровідності λ , температуру T  тощо на 
модулі зсуву G , переміщення w  та ін. Однак у цьому розділі будуть здійснені незалежні по-
будови, виходячи з можливостей та потреби механічної інтерпретації явищ. 

§ 20. Стрічкові включення в ізотропному середовищі 

20.1. Постановка задачі для стрічкового включення                                       
на межі поділу двох середовищ 

Розглянемо ізотропний масив за умов поздовжнього зсуву уздовж осі z  [951], що скла-
дається з двох півпросторів з модулями зсуву ( )1,2kG k = , якщо на межі поділу розташовані 
N  тонких включень з іншого матеріалу (модулі зсуву BG  у кожного з включень можуть бу-
ти різними). Вивчатимемо напружено-деформований стан перерізу тіла площиною xOy , пе-
рпендикулярною до напряму z  зсуву. Межі поділу відповідає вісь Ox  – лінія L L L′ ′′= ∪ , 

частина ( )
1

;
N

p p p p
p

L L L a a− +

=
⎡ ⎤′ ′ ′= = ⎣ ⎦∪  якої відповідає серединним лініям перерізів включень, 

товщину яких визначає функція ( )2h x .  
 

 
 

Рис. 20.1. Схема задачі 
 
Зовнішнє навантаження визначають рівномірно розподілені на нескінченності напру-

ження yzσ τ∞ = , xz kσ τ∞ =  ( )1 2, Re 0; Re 0, 1, 2kz S S z S z k∈ < > =∼ ∼ , сили kQ , гвинтові дис-

локації зі складовою вектора Бюрґерса kb , силові та дислокаційні диполі у точках k kz S∗ ∈  
(рис. 20.1). Зазначимо, що додатний напрям векторів сили та Бюрґерса [461] обраний уздовж 
осі z  (так, щоб з осями x , y  утворювалася права система) на відміну від неявно прийнятого 



Розділ V 146

у [706] та деяких інших протилежного напряму. Одночасне використання однакового тради-
ційного позначення для осі z  та комплексної змінної z x iy= +  не повинно викликати непо-
розумінь. На лінії L′′  поділу матеріалів півплощин – ідеальний механічний контакт.  

Включення вважають настільки тонкими, що їхній вплив можна моделювати стрибком 
напружень і переміщень на L′  

[ ]L =σ f  на L ,     (20.1) 

де ( ) ( ) ( ){ },yzz z w z xσ= ∂ ∂σ  – вектор стану; ( ) ( ) ( ){ }3 6,x f x f x=f  – вектор стрибка, 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }, ,p p
r rx f x x f x=f f  якщо треба конкретизувати, що px L′∈ . З урахуванням зако-

ну Гука (13.5) вираз (20.1) дає 
( ) ( )3 6,yz yzL L

f x G f xσ σ
′ ′

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦   ( ( ); 0rx L f x∈ =  якщо ; 3,6px L r′∈ = ).   (20.2) 

20.2. Спряження континуумів різної вимірності  

У кожній з півплощин для вектора напруження  
( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ), ~yz xz yz xzz z z z i zσ σ σ σ= +τ  

 згідно з (13.23) можна записати 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

1,2

Im
, , ,

, 1, 2 ,
2

k
k

k k k
k

kk

z
z z w z z i iS z z

G
Q iG b

S z z S k
z z

ω
ω ω τ τ ω

π ∗=

′ ′ ′= = = + + +

+
= ∈ =

−∑

τ
  (20.3) 

причому ( )0 zω′  – функція, що голоморфна у кожній з півплощин і заникає на нескінченнос-
ті. 

Підставляючи перше зі співвідношень (20.3) в умову (20.2) отримаємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 2 0 2 0 52i x i x i x i x f xτ τ ω τ τ ω τ τ ω τ τ ω− + + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′+ + + − + − + + + − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 0 1 0 1

2 0 2 0 2 62 ,

i x i x

i x i x if x

τ τ ω τ τ ω μ

τ τ ω τ τ ω μ

− +

+ −

⎡ ⎤′ ′+ + − + − −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤′ ′− + + − + − =⎢ ⎥⎣ ⎦

 

або  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 52x x x x f xω ω ω ω+ + − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′− − − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2 0 1 0 1 0 2 6 1 1 2 22 2 .x x x x f x iω μ ω μ ω μ ω μ τ μ τ μ+ + − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′− − − = − + −⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

Оскільки ( )6 0f x →  при x →∞ , то з останньої залежності випливає, що 1 2 2 1τ μ τ μ= , 
тобто напруження на нескінченності та пружні характеристики півплощин (півпросторів) по-
в'язані між собою. 

Тепер попередні співвідношення записуємо простіше: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 52x x x x f xω ω ω ω+ + − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′− − − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2 0 1 0 1 0 2 62x x x x if xω μ ω μ ω μ ω μ+ + − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′− − − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
. 

Розв'язки цих задач лінійного спряження, які прямують до нуля на нескінченності такі: 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 25
5

0 0 1

,21
2 ,L

z z z Sf t dt
it z

i t z z z z S

ω ω
π ω ω′

⎧ ′ ′− ∈− ⎪≡ = ⎨− ′ ′− ∈⎪⎩
∫  

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 2 0 1 26
6

0 1 0 2 1

,21
2 ,L

z z z Sif t dt
t z

i t z z z z S

ω μ ω μ
π ω μ ω μ′

⎧ ′ ′+ ∈− ⎪≡ − = ⎨− ′ ′+ ∈⎪⎩
∫  

або більш стисло – 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 0 0 6 0 0, ; , 1, 2;k l kit z z z t z z z z S k l k lω ω ω μ ω μ′ ′ ′ ′= − − = + ∈ = ≠ . 

На основі отриманих залежностей з урахуванням (20.3) можна стверджувати, що 

( ) ( ) ( ) 1 2
0 6 5

1 2 1 2
, , ,k

k kz ct z ip t z c p
μμ μ

ω
μ μ μ μ

′ = − + = =
+ +

 

а отже,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0 0
3 6

1 2
0 0

1

1 2

1, ; , , ,

, ,

1, , ; 3,6; 1,2; 3 ,
p

k yz xz k k

yz xz k k kl k k

p rk l
kl r k

k L

z ip t z ct z z z x x p G p p
G G

z i z c z i S z n p S z S z S z S z

f t dtG G
n t z c G G p z S r k l k

G t z

σ σ

σ σ τ τ

π

∗ ∗

′

= − + = = =
+

+ ≡ = + + + = +

−
= ≡ = ∈ = = = −

−∫

τ τ τ

   (20.4) 

де ( ) ( )0 0
ytk xtk kz i z iσ σ τ τ+ = +  – однорідний розв'язок, тобто напруження у кусково-однорід-

ному масиві за відсутності розрізів. Якщо у тілі задана інша система навантажувальних чин-
ників, для якої відомий однорідний зв'язок, то його слід підставити у залежність (20.4) для 
побудови розв'язку відповідної задачі теорії тріщин.  

Отримана вище умова матеріалів 
2 1 1 2G Gτ τ= .      (20.5) 

свідчить про залежність напружень на нескінченності від модулів зсуву Якщо вважати, що 
на межі поділу матеріалів зроблено два півбезмежні розрізи, то виконання цієї умови не 
обов’язкове. Вона отримується також і з умови ідеального механічного контакту на нескін-
ченності та закону Гука: 

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2
, ; .k

yz yz k xzk k
ww ww w G

x x x G G
τ τ

σ σ τ τ σ
∞∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∂∂ ∂
= = = → = = = → =

∂ ∂ ∂
 

Вираз (20.4) збігається з (2.24), одержаним за допомогою формули Сомільяно. 
Застосування формул Сохоцького – Племеля [635, 112] дає граничні значення напру-

жень на L  

( ) ( ) ( ) ( )0
3 6yz k yzx p f x ct x xσ σ± ±= − +∓ ,  ( ) ( ) ( ) ( )0

6 3xz k xzx cf x p t x xσ σ± ±= + +∓ , 
2
1

k
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

.  (20.6) 

Верхній індекс стосується значення 2k = ; нижній – 1k = . 

Якщо матеріали півплощин однакові ( )1 2G G G= = , то 0kln = , 1
2kp = , 

2
Gc = ,  

( ) ( ) ( )0
32

iz t z z∗= +τ τ ,  ( ) ( ) ( )3 3 6t z t z iGt z∗ = + ,  ( ) ( ) ( )3 3 6f z f z iGf z∗ = + . (20.7) 

Якщо у виразах (20.4) і (20.7) функції стрибка задати як дельта-функції 
( ) ( ) 3 6, ,r rf t f t f Q f bδ= = =     (20.8) 
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та знехтувати зовнішнім навантаженням ( )0 0z =τ , то отримаємо вирази вектора напружень 
для зосередженої сили Q  та гвинтової дислокації b  у початку системи координат на межі 
поділу матеріалів: 

( ) kcb ip Q
z

zπ
−

=τ      (20.9) 

або дещо простіше в однорідній матриці 

( )
2

Gb iQz
zπ

−
=τ       (20.10) 

Таким чином, метод функцій стрибка стосовно задач поздовжнього зсуву означає моделю-
вання тонких включень у деформівних тілах розподіленими на поверхні, що відповідає сере-
динній поверхні включення, силами та гвинтовими дислокаціями з невідомою наперед гус-
тиною розподілу. Важливо зазначити, що дія зосередженої сили у ізотропному пружному 
середовищі еквівалентна впливу дислокації суто уявної інтенсивності (з точністю до множ-
ника Q iGb∼ ) і навпаки.  

20.3. Система прямолінійних включень в однорідному ізотропному середовищі  

Розглянемо 1N +  тонкостінне включення в однорідній ізотропній площині з модулем 
зсуву 0~G G . Серединна лінія pL′  p -го включення ( )0,p N=  належить осі абсцис pL  ло-

кальної системи координат p p px O y , що визначає комплексну змінну p p pz x iy= + . Коорди-

нати точки pO  в основній системі 0 0 0xOy x O y∼  визначаються значеннями 0 0 pz z= ; вісь px  

утворює з віссю 0x x∼  кут ( )00 00, 0p zα α= = . 
Зовнішнє навантаження довільного типу (наприклад напруження на нескінченності, си-

ла 1Q  та дислокація 1b  у точці 0
1z∗  основної системи координат 0 0 0x O y ) за відсутності 

включень визначає в основній системі координат вектор напружень 

( ) ( )00 0
0 1 0 0z i iS zτ τ= + +τ ,  ( ) ( )0

12
p k k k

p p
Q iG b

S z
z zπ ∗

+
=

−
,  ( )0

1 01
pip

pz z z e α−
∗∗ = − . (20.11) 

Для одного включення уздовж лінії mL′  однорідної площини згідно з (20.7) та викорис-

танням функції ( ) ( ) ( )3 3 6
m m m
m m m m m mf z f z iGf z∗ = +  маємо 

( ) ( )32
m

m m m
iz t z∗=τ ,  ( ) ( ) ( )3 3 6

m m m
m m m m m mt z t z iGf z∗ = + .   (20.12) 

Позначимо через ( )p
m pzτ , ( )0 p

pzτ  вирази для векторів напруження ( )m mzτ , ( )00
0zτ  

у p -ій системі; xzmσ , yzmσ  – напруження у m -ій системі і з урахуванням (13.26), яке у да-

ному випадку дає ( ) ( )0 0 expyz xz yzm xzm mi i iσ σ σ σ α+ = + − , запишемо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0
10

0 0

, ,

, , .

pm p

pm

i ipp p p
m p m m p p

iip
m p m p p p pm p m

z z e z iS z i e

z Z z e Z z e z

α α

αα

τ τ

α α α−

= = + +

= − = + = −

τ τ τ
  (20.13) 

За принципом суперпозиції у p -ій системі координат  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

0 0 0
10

0

0 0
3

0

0

, ,

, ,
2

exp
, , 0, ,

p

m

m

N ip pp
p p m p p yzp p xzp p p

m
N

yzp p xzp p pm m yzp p xzp p
m L

p i
pm m m

m p

z z z z i z iS z i e

iz i z P t z f t dt z i z

i
P t z T te z p N

T Z

α

α

σ σ τ τ

σ σ σ σ
π

α

=

∗

= ′

= + + = + +

+ = + +

= = + =
−

∑

∑ ∫

τ τ τ

   (20.14) 

а використання формул Сохоцького – Племеля [635, 112] дає граничні значення напружень 
на осі кожного p -го включення 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 3
0

0 0
0

1 ,
2 2

exp
, , , 0, .

m

p

N

yzp p xzp p p p pm m
m L

p i
yzp p xzp p pm p p p

m p

ix i x f x P t x f t dt

i
x i x P t x X x e z p N

T X
α

σ σ
π

α
σ σ

± ± ∗ ∗

= ′

+ = + +

+ + = = + =
−

∑ ∫∓

 (20.15) 

20.4. Система прямолінійних включень в ізотропному півпросторі  

Нехай включення з нульовим номером має безмежну величину ( )0 ;L′ = −∞ ∞ , а всі інші 
включення розташовані у нижній півплощині. Тоді на основі формули обернення СІР [636] зі 
співвідношення (20.15), взятого при 0p =  випливає 

( ) ( ) ( )0 0
30 0 0 30 0 0 0 3

1

2 1 ,
2

m

N

yz xz yz xz m m
m L

i dt if i f i P t f t dt
t

η σ σ σ σ η
π η π

∞
∗ ± ± ∗ ∗

= ′−∞

⎧ ⎫= + ± − − +⎨ ⎬ −⎩ ⎭
∑∫ ∫ .  (20.16) 

Визначаючи ( )30f η  як дійсну частину виразу (20.16), після підставляння отриманого 
виразу у решту співвідношень (20.15) при 1...p N=  маємо  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

0 0
3

3 6
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0
0 0 0

1 ,
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2

1 , , ; 1, ,
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m

yzp p xzp p p p p x p yzp p xzp p

N

p pm m pm m
m L

a p p az az

p
pm pm pm pm

m p

x i x f x I x I x x i x

iI x P t x f t iGP t x f t dt

I x P t x t t dt a x y p N

i
P t x P t x P t x P t x

T X

σ σ σ σ

π

σ σ
π

α

± ± ∗ +

± ±

= ′

∞
−

−∞

± ∗ ∗

+ = + − + +

= +

= − = =

= ± =
−

∑ ∫

∫

∓

∓

    (20.17) 

Аналогічним чином, визначаючи з (20.16) функцію ( )60f η  як поділену на G  уявну ча-

стину функції ( )30f η∗ , отримаємо вираз, подібний до першого у (20.17) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
3

1 .
2yzp p xzp p p p p y p yzp p xzp px i x f x I x iI x x i xσ σ σ σ± ± ∗ −+ = + + + +∓  (20.18) 

Під час побудови формул (20.17), (20.18) використані залежності 
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( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

0 0 0 0

0 0 0

, , , , , , ,

, , , , 0, 2 , .

m p m p

m m p pm

dP t P t i P t x P x t
z

P t P t P x d iP t x

ηη η π
η

η η η η π

∞

−∞
∞

∗

−∞

=
−

= −

∫

∫
  (20.19) 

Залежністю (20.17) слід користуватися, якщо на межі півпростору (півплощини) задані 
похідні переміщення ( ) ( )0xzw x x Gσ− −′ ≡ ; виразом (20.18) – за даних на межі тіла дотичних 

напружень 0yzσ − . 

Замінивши у (20.17), (20.18) формально px  на pz , відкинувши знаки ±  та члени 

( )3
1
2 p pf x∗ , отримаємо вирази для напружень у довільній точці півпростору. 

20.5. Включення криволінійної конфігурації 

Отримані у попередніх підпунктах результати природно узагальнити на випадок, якщо 

pL′  – довільні гладкі криві, задані параметрично рівнянням ( ) ( ) ( )0 p p pz z x x x iy x∗ ∗ ∗= ≡ + . 

Внаслідок можливості розглядати таку лінію як границю сукупності стичних прямолінійних 
відрізків, зазначимо, що співвідношення (20.14) зберігають свою силу, якщо припустити, що 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3

, arctg ,

.

p p p p p p

p nzp nzp zp zp

T z x t y t x x

f t t t i t tτ τ

α α

σ σ σ σ

∗ ∗ ∗

∗ − + − +

′ ′= ≡

= − + =

∼
   (20.20) 

Тут n , τ  у множині індексів визначають напрямок нормалі і дотичної у відповідній точці 

( )pz t∗  лінії pL′ . Формула (20.15) у цьому перетворюється у 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 3
0

0 0

1 ,
2 2

0, ,
m

N

nzp zp p pm m
m L

nzp zp

ix i x f x P t x f t dt

x i x p N

τ

τ

σ σ
π

σ σ

± ± ∗ ∗

= ′

+ = + +

+ + =

∑ ∫∓
  (20.21) 

причому ( )p pX z x∗= , ( )p p xα α∼ ; x  – значення натурального параметра на дузі. Подібним 

чином змінюються і вирази (20.17), (20.18) для випадку скривлених включень у півпросторі. 
Якщо підставити ці вирази в умову ( )0 0,nzp p Nσ ± = = , отримаємо сингулярне інтегра-

льне рівняння для викривленої тріщини, аналогічне (з урахуванням аналогії Г.С.Кіта [393]) 
сингулярному інтегральному рівнянню [401]. Використання спрощених умов взаємодії (11) 
[393] (тріщина з термоопором) дає на основі згаданої аналогії результати [1052] для пружно-
го дугового включення, що деформується за найпростішим вінклеровим законом. 

20.6. Асимптотичні формули  

Використання аналогії Г.С.Кіта [393] дає можливість скористатися асимптотичними за-
лежностями (18.28), (18.29) для включення на межі поділу, замінивши у них  
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( ) ( ) ( ) ( )
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де 3,1K , 3,2K  – узагальнені коефіцієнти інтенсивності напружень (УКІН) для поздовжнього 
зсуву. Знаки " "+  та " "−  стосуються правого та лівого торців відповідно. 

Для міжфазного пружного включення в антиплоскій задачі, так само, як і випадку зада-
чі теплопровідності, осциляції не буде, однак особливість не буде кореневою. Якщо ж мате-
ріали півплощин пружно еквівалентні ( )1 2G G= , або якщо міжфазне включення абсолютно 
жорстке чи абсолютно податне, то особливість напружень буде кореневою і асимптотики 
спрощуються. Зокрема, якщо включення (плоске чи вигнуте) розміщене у однорідному мате-
ріалі, то справедливі простіші асимптотичні залежності (18.35), (18.352), (18.36), які для роз-
глядуваного тут випадку набудуть вигляду [111] 
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(20.22) 

Дугова відстань ms  від точки t  на осі mL′  включення до її кінця ma± , тобто в разі прямування 

до лівого краю ~m ms t a t a−= − + , а у разі прямування до правого вістря – ~m ms a t a t+= − −  

( 2 m ma a a+ −= − ). 
У випадку щілини УКІН 3,1K  відповідає класичний КІН 3K , а 3,2 0K = . Загалом 3,1K  

відповідає за гнучку, 3,2K  – за штивну частину розподілу (за термінологією [74]). Вирази 
(18.35), (18.352) збігаються у своїй першій (сингулярній) частині з отриманими у [74] для го-
строкінцевих пружних включень довільної форми, зокрема, гіпоциклоїдної і гіпотрохоїдної. 

За допомогою формули (20.22) легко з’ясувати фізичний сенс УКІН. Якщо прийняти 
0θ =  і θ π= , то 

( ) ( )3,1 3,2
0 ( 0) 0 ( )
lim 2 , lim 2yz xz

r r
K r K r

θ θ π
π σ π σ

→ = → =
= = . 
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Застосування формул (18.35), (18.352), (18.36), (20.22) до криволінійних включень ви-
магає орієнтування осі pmx  локальної системи координат уздовж напряму дотичної у відпо-

відному кінці лінії pL′ . 

20.7. Побудова інтегральних рівнянь  

Підставляючи граничні значення напружень на лінії стрибка, куди крім однорідного 
розв’язку входять функції стрибка, в умови взаємодії (§ 15), отримаємо інтегральні рівняння 
стосовно функцій стрибка, аналогічні рівнянням (18.25) (вважається, що контакт між вклю-
ченням і матрицею ідеальний). У конкретному випадку використання умов взаємодії основ-
ної моделі (15.1) отримаємо  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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61 6 63 6 64 3 6

,
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′+ + = ∈ =
  (20.23) 

де 
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⎢ ⎥⎣ ⎦
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= + + + − =

 

Додаткові умови (15.6) при 0Q =  (у даному випадку за відсутності прикладених до 
включення зусиль) еквівалентні 

( ) ( )0 3,6; 0,
p

r
L

f t dt r p N
′

= = =∫ .    (20.24) 

Величини ( )c
xz naσ − , w∗

−  визначають з апріорних залежностей, наприклад, (15.3) чи інших 

міркувань, подібних до наведених у п. 18.4. 
Якщо 0h →  і B 0G =  або BG = ∞ , то з (20.23) випливають результати для щілини та 

абсолютно жорсткої плівки (АЖП) на межі поділу матеріалів відповідно: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0

3 3 6 6 60, 0, ,yz yz nf x n t x x c x n a Gσ σΦ± ± ±= = = ≡ =  

(необхідно, щоб ( ) 0c
xz naσ − = );       (20.25) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
6 6 3 2 3 30, 0, ,xz xz nf x n t x x p x n aσ σΦ± ± ±= = = − ≡ = −  

(необхідно, щоб 0w∗
− = ).        (20.26) 

Для абсолютно жорсткого включення (АЖВ) з ненульовою товщиною слід припус-
тити BG = ∞ , 0w∗

− =  і тоді (20.23) зведеться до 
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∫
 (20.27) 
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Неважко довести, що внаслідок (20.27) стрибок переміщень на берегах абсолютно жор-
сткого включення ( ) ( )w x ih w x ih− − +  в рамках наближень п. 15.1 нульовий. 

Якщо матеріали півплощин ідентичні ( )1 2 BG G G= = , то 33 64 0ρ ρ= =  і система рів-
нянь (20.23) розділюється на два незалежні рівняння  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
31 3 32 3 3

61 6 63 6 6

,

; 1, .

p

p p

t x s x F x

t x s x F x x L p N

ρ ρ

ρ ρ

+ =

′+ = ∈ =
    (20.231) 

Якщо матеріали півплощин та включення ідентичні ( )1 2G G G= = , то (20.23) дає 

( ) ( )3 6 0f x f x= = , що приводить до розв'язку для однорідної площини (простору). Запропо-
новані іншими авторами [1052, 393, 710] підходи до розв'язування задач антиплоского зсуву 
тіл з пружними включеннями не дають можливості отримати настільки точні розв'язки у 
двох останніх випадках. 

20.8. Одне включення в однорідній матриці 

Детальніше вивчимо випадок одного включення уздовж [ ; ]L a a′ = −  

( )1 11, ,N a a a a− += = − =  у однорідній матриці ( )1 2G G G= = . Тоді відповідно до (20.231) сис-

тема рівнянь (20.23) розділена на два незалежні рівняння  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
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,
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t x s x F x
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+ = ∈ −
   (20.28) 

розв'язок яких можна шукати у вигляді  
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  (20.30) 

З урахуванням цього напружено-деформований стан тіла дають вирази 
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  (20.31) 

Тобто коефіцієнти розвинення (20.29), які визначаються методами ортогональних мно-
гочленів чи колокацій (розд. ІІ), повністю визначають усі характеристики напружено-
деформованого стану. 

У випадку включення еліптичного профілю (вираз (5.44) за 1β = ) побудована система 
лінійних алгебричних рівнянь (20.31) дає замкнутий розв'язок  
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Тоді згідно з (20.30) 
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Зауваження. Оскільки під час постановки задачі збурене поле з поверхонь контакту з 
включенням зносилося на його серединну поверхню, то обчислюючи ( )rt z , ( )rt z dz∫  за-
мість z x iy= +  можна брати ( ) ( )1 signz z y h x= − . Таким чином, якщо точка z  лежить на 
межі включення, то 1z x= . Обчислення свідчать, що це дає можливість дещо підвищити то-
чність розв'язування поставленої задачі.  ■ 

20.9. Дія однорідного поля напружень на нескінченності 

У випадку дії однорідного поля напружень на нескінченності ( yzσ τ∞ = , 1xzσ τ∞ = ) 

( )0
yz zσ τ= ,  ( )0

1xz zσ τ= ,  ( ) ( )0
1

1w z y x
G

τ τ= + .    (20.34) 

Тоді для тріщини уздовж відрізка [ ; ]a a−  
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Для відповідної абсолютно жорсткої плівки 
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−
,  ( )6 0f x = ,  3,1 0K = ,  3,2 1K aτ π= ,  3 1n τ± = − ,  6 0n± = ; (20.38) 
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r

az i z i i O r
r

w ra r O r
G

θ

τ θ θσ σ τ

τ θ θσ σ τ θ θ

θτ τ θ

⎡ ⎤+ = + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎛ ⎞⎡ ⎤− = ± + + − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

⎡ ⎤= ± + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (20.40) 
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Для пружного включення еліптичного профілю згідно з (20.32), (20.33) 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

6 31 1
3,1 1 3,2 12 2

3 6
1 1 1 12 20

2 2 3 61
3 1 1 1

B

B B
6 2

1 1, , , 3,6 ,
2 2 2

, 1 ,
1 2

12 , Im ,

2
.

r r

r r

r r
yz xz

r

c
xz

A x Af x K aGA K a A n r
a x

F i zA z i z A iGA i
z a

a
F G w z z a iA GA i z

G G G

G G GG w
F

G

π π

σ σ τ τ
α

σ τ
τ τ

τ

±

∗
−

= = = − = =
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= + = − + + +⎜ ⎟+ −⎝ ⎠

⎡ ⎤− ⎡ ⎤= − = − − − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

− −
=

 (20.41) 

Якщо B 0G = , то звідси теж випливають вирази для щілини ( )3 6
1 10, 2A A Gτ= = ; при 

BG = ∞  – для абсолютно жорсткого включення, якщо 3
1 12A τ= − , ( )6

1 02A h Gaτ= − ; при 

BG = ∞ , 0 0h =  – для абсолютно жорсткої плівки ( )3 6
1 1 12 , 0A Aτ= − = . 

Числові розрахунки здійснені з використанням методу колокацій для 0 10a h =  та різ-
них значень відносної жорсткості включення Bk G G=  і параметра форми β  включення 

змінної товщини ( )h x  (5.44). Враховувалися перші 25 ненульових членів розвинення функ-
цій стрибка у ряди, щоб забезпечити точність обчислень не меншу від 1%. Загальною тенде-
нцією є збільшення абсолютного значення УКІН зі збільшенням β  від 1β =  (еліптичний 
профіль) до β = ∞  (прямокутний профіль). 

Зсув у площині включення 

На рис. 20.2 подана залежність 3,1K ( )3,2 0K =  від k  та β  при 1 0τ = . Виявилося, що 

3,1K  для відносно податних включень залежить від форми включення незначно, однак, для 

великих k  вплив форми є доволі значним і не дає нульових значень 3,1K . Разом з тим за та-

кого навантаження і k = ∞  за результатами праці [1052, 393] 3,1 0K = . 

Рис. 20.3 подає відповідні значення зведеного переміщення ( )w aτ  на верхньому бере-
зі включення. Суцільні лінії відповідають еліптичному профілю, штрихові – прямокутному 
( 410β = ). Підтверджується очікуване прямування w  до нуля за збільшення параметра k .  

У табл. 20.1 містяться числові значення зведеного переміщення ( )w aτ  поблизу абсо-
лютно жорсткого прямокутного включення, одержані з урахуванням зауваження наприкінці 
п. 20.8. Використані іншими авторами [1052], а також запропонована плівкова модель, при-
водять до значення 0w =  на осьовій лінії абсолютно жорсткого включення, однак така умова 
виконується і для довільного включення за навантаження, симетричного стосовно середин-
ного перпендикуляра і антисиметричного стосовно осі включення 
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Рис. 20.2 Рис. 20.3 
 
 

Таблиця 20.1. 
 

x a  y a  
0,000 0,900 0,950 0,999 1,050 1,100 2,000 

0,00 – – – – 0,000 0,000 0,000 
0,05 – – – – 0,026 0,036 0,049 
0,10 0,000 –0,001 –0,001 0,009 0,066 0,077 0,098 
0,15 0,053 0,066 0,076 0,100 0,113 0,121 0,147 
0,20 0,106 0,127 0,137 0,151 0,161 0,168 0,196 
0,30 0,213 0,239 0,245 0,253 0,260 0,265 0,294 
0,40 0,319 0,345 0,350 0,355 0,360 0,364 0,392 
0,50 0,424 0,449 0,459 0,456 0,461 0,464 0,491 
1,00 0,947 0,961 0,962 0,963 0,966 0,967 0,985 
2,00 1,969 1,973 1,974 1,974 1,975 1,976 1,983 

 
Рис. 20.4 відображає вплив використання точних модельних і наближених асимптотич-

них залежностей (одно і двочленних) на рівень дотичних напружень yzσ  ( 1 0τ = ) на колі ра-

діуса /r a = 0,1 з центром у вістрі пружного включення з модулем зсуву B 0,5G G=  для пря-
мокутного ( β = ∞ ) та еліптичного ( 1β = ). Помітно, що помилка асимптотичних розв’язків є 
дуже великою і те, що двочленна асимптотика дає набагато кращу точність, особливо для 
включення з еліптичним профілем. 

На рис. 20.5 відображені обчислені значення напруження yzσ  уздовж межі тонкого 

пружного еліптичного включення та на продовженні його осі. Характерно, що побудований 
[1001] наближений розв’язок дає сталість дотичних напружень на поверхні поділу матеріа-
лів. Це ж дає і точний розв'язок задачі для еліптичного включення, що свідчить про високу 
міру адекватності побудованої математичної моделі включення і методу функцій стрибка для 
аналізу тонких включень. 

На рис. 20.6–20.8 зображена зміна yzσ  уздовж прямих, перпендикулярних до осі неод-
норідності за значень /x a , що дорівнюють 0; 0,95; 1,05 відповідно. 

На рис. 20.9–20.10 подають розраховані за точними формулами дотичні напруження на 
колах радіуса /r a = 0,005; 0,01; 0,05; 0,1 з центром у правому торці включення у залежності 
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від полярного кута θ  і типу матеріалу (рис. 20.9 – порожнина; рис. 20.10 абсолютно жорст-
кий матеріал).  

 
 
 
 

 
 

 

Рис. 20.4. Рис. 20.5. 
 
Під час навантажування у площині еліптичної щілини (рис. 20.9) результати обчислен-

ня yzσ  за точними формулами (20.36) (суцільні лінії) незначно (навіть для / 0,1r a =  до 10%) 

відрізняються від зображених штриховою лінією значень, отриманих на основі однакових у 
цьому випадку одно- і двочленних асимптотик (20.37). Разом з тим за такого ж навантаження 
тіла з жорстким еліптичним включенням (див. рис. 20.10) двочленна апроксимація yzσ  на-

віть для / 0,1r a =  дає похибку не більшу від 2%, тоді як одночленна зовсім непридатна, 
оскільки помиляється навіть у знаку. 

Вказані закономірності зберігаються зі зміною профілю включення від еліптичного до 
прямокутного, однак, важливо зазначити, що зі зростанням параметра β  одночленна апрок-
симація збільшує свою точність, а двочленна – зменшує, хоча вона, безумовно, більш надій-
на. Зі зміною пружних властивостей прошарку отримані результати займають проміжне міс-
це між даними для щілин, абсолютно жорстких включень і однорідним розв’язком задачі. На 
рис. 20.11 зображений порівняльний числовий матеріал зміни yzσ , обчисленої за точним 

розв’язком та одно- і двочленним асимптотичним на колі радіуса /r a = 0,1 з центром у пра-
вому торці включення еліптичного ( 1β = ) і прямокутного ( β = ∞ ) профілю за B 0,5G G =  і 
дії навантаження у площині неоднорідності. 
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Зсув, перпендикулярний до площини включення 

На рис. 20.12 зображена залежність 3,2K  ( 3,1 0K = ) від k  та β  при 0τ = , 1 0τ ≠ . Цей 
УКІН слабо залежить від форми включення і мало різниться від нуля при 1k < . Розрахунки 
свідчать, що прийняте у [1052] допущення ( ) 0c

xz aσ − = , спричиняє фізично невірне нену-

льове значення ( )3,2 1 0,0909K aτ π =  для еліптичного та ( )3,2 1 0,247K aτ π =  для пря-

мокутного включення, що дорівнює відповідно 9% і 25% від його максимального значення. 
 

 

 
Рис. 20.6 Рис. 20.7 

 
 

 
 

Рис. 20.8 
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Зіставлення точного розв'язку (20.36) для yzσ  ( 0τ = ) з асимптотичними свідчить 
[1001], що для жорсткого еліптичного включення (рис. 20.13) одно- і двочленна апроксимації 
збігаються, відрізняючись від точного значення не більше як на 1% при / 0,01r a ≤ ; на 3% 
при / 0,05r a ≤  і на 7% при / 0,1r a ≤ . Для еліптичної щілини (рис. 20.14) 0yzσ =  за точними 

і наближеними формулами; 0xzσ =  за одночленним та 1xzσ τ=  за двочленним і точним ви-
разами. 

 

 

 

Рис. 20.9 Рис. 20.10 
 

 

 
 
 
 

 
 

Рис. 20.11 Рис. 20.12 
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Так само, як і для навантаження у площині неоднорідності, відзначені закономірності 
поводження асимптотичних залежностей зберігаються зі зміною профілю неоднорідності від 
еліптичної до прямокутної, однак при цьому одночленна апроксимація свою точність підви-
щує, а двочленна – зменшує, хоча й залишається точнішою від одночленної. Зі зміною пруж-
них властивостей прошарку отримані результати займають проміжне місце між даними для 
щілини, абсолютно жорстких включень і однорідним розв'язком задачі (рис. 20.6). 

 

 
Рис. 20.13. Рис. 20.14. 

 
Отже, під час використання асимптотичних залежностей для оцінювання напруженого 

стану в околі краю прошарку необхідно бути обережним, оскільки вони (особливо одно-
членні) можуть іноді давати не лише кількісно але і якісно хибну картину.  

20.10. Аналіз варіантів умов взаємодії та апріорних сталих 

Розв'язок задачі про тонкостінне включення великою мірою обумовлюється вибором 
математичної моделі включення (умов взаємодії) та сталих c

xzσ , w∗
−  на лівому торці вклю-

чення. В роботі [999] детально досліджений вплив цих чинників. Зіставлені результати обчи-
слення УКІН за основною (ОМ) та плівковою (ПМ) моделями з різними виразами для апріо-
рних сталих (15.3). 

Щодо однорідної матриці, то вибір моделі не впливає на систему інтегральних рівнянь 
стосовно функції стрибка ( )3f x  та УКІН 3,2K . У це рівняння входить параметр 0c

xz xz zσ σ τ= . 

Дослідження трьох варіантів вибору сталої zτ , якщо: 1) ( )Bmax ,z G G Gτ = ; 2) 

( ) 3 2
Bmax ,z BG G G Gτ

−⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ; 3) 0zτ = , засвідчило, що перевагу слід надати першому. 

Друге сингулярне інтегральне рівняння стосовно функції стрибка ( )3f x  та УКІН 3,1K  

залежить від вибору моделі та сталої 02 yzw h wσ∗ ∗
− = . Здійснювалися розрахунки 4-х варіантів 

цієї сталої для плівкової моделі: 1пм) ( )min 1, ,w k G∗ =  Bk G G= ; 2пм) ( )min 1,w k G∗ = ; 

3пм) 0w∗ = ; 4пм) ( )B1 max ,w G G∗ =  та 3-х варіантів для основної моделі: 1ом) 0w∗ = ; 

2ом) ( )1 max ,Bw G G∗ = ; 3ом) ( )min 1,w k G∗ = . Виявилося, що для плівкової моделі най-
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доцільнішим є варіант 4пм, який найбільш універсальний та найпридатніший у випадках 
відносної жорсткості включення 0k = ; 1; ∞ ; для основної – найдоцільніший 1ом. 

Загалом, основна модель є точнішою. Плівкова модель у її варіанті 1пм не дає для аб-
солютно жорсткого включення результатів абсолютно жорсткої плівки, збігаючись у даному 
випадку з розрахунками за 1ом.  

 

§ 21. Зосереджені сили і гвинтові дислокації. Диполі  

21.1. Концентрація напружень від сил і дислокацій  

Аналіз руйнування, що зароджується біля включень, вимагає дослідження також і дис-
локаційних механізмів. Виявляється, що у математичному плані вивчення впливу зосередже-
них сил та дислокацій в рамках методу функцій стрибка еквівалентні. Напружено-
деформований стан тіл можуть збурювати і об'єднання певних чинників у вигляді диполів 
(дублетів), точкові дефекти ідеальної будови матеріалів (вакансії, домішки заміщення чи 
впровадження), які у свою чергу можна моделювати за допомогою диполів [532]. Основні 
результати для тріщини у пружному полі сил, диполів і дислокацій одержані у роботі [1352]. 
Вплив зосереджених сил на абсолютно жорстку плівку досліджувався теж у публікації [925]. 

 

  
Рис. 21.1 Рис. 21.2 

 
Вважатимемо, що зовнішнє навантаження визначається лише силою Q  і дислокацією 

3 ~b b  у точці z∗  однорідного середовища з модулем зсуву G  та одним включенням уздовж 
відрізка [ ; ]L a a′ = − . Тоді на основі (20.10)  
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  (21.1) 

 

  
Рис. 21.3 Рис. 21.4 

 

Скінченні тріщина й абсолютно жорстка плівка 

З урахуванням (21.1) розв'язок інтегральних рівнянь (20.25), (20.26) для тріщини та аб-
солютно жорсткої плівки (АЖП) дасть відповідно [950, 122] 
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∓  (21.3) 

де 



§ 21. Зосереджені сили і гвинтові дислокації. Диполі 163

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
3

2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1 , 1 ,

, , , ;

X z X zf
F z if Q z

X z z z X z z za

aQ x
G x a z iX z a z iX z X z z a

a x

∗
∗ ∗± ∗

∗ ∗

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤
= + ± = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦

= − = − − = = −
−

 (21.4) 

дашком відзначений збурений включеннями розв'язок: 
0 0ˆ ˆyz xz yz xz yz xzi i iσ σ σ σ σ σ+ = + + + .     (21.5) 

Півнескінченні тріщина й абсолютно жорстка плівка 

Замкнуті співвідношення для півнескінченної тріщини та абсолютно жорсткої плівки 
(АЖП) одержимо з (21.2)–(21.4), помістивши у правий торець прошарку локальну систему 
координат z aξ = −  (рис. 21.5) та перейшовши до границі a →∞ . Тоді  
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Рис. 21.5. Півнескінченне включення 
 
Вираз (21.7) для напружень ˆ ˆyz xziσ σ+  збігається зі замкнутими залежностями (21.27), 

(14), (15) [1352], а вирази для 3,1K  (21.2), (21.7) – з поданнями (15), (19) [1352] для КІН 3K . 
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Пружне включення скінченної ширини 

На основі методу колокацій розв'язані [950] відповідні інтегральні рівняння з урахуван-
ням (21.1). Досліджений вплив відносної віддалі точки ( )0D y a x∗ ∗= =  прикладання сили 
Q  і дислокації 3 ~b b ; відносної жорсткості включення Bk G G=  та параметра форми β  
включення (еліптичний профіль 1β = ; 2β = ; прямокутний профіль β = ∞ ) змінної товщини 
( )h x  (5.44) на УКІН 3,1 3,2,K K  для параметра товщини 0 0,1h a =  (рис. 21.1–21.4). Нумера-

ція кривих відповідає таким значенням k : 1 – 1010− ; 2 – 0,5; 3 – 1; 4 – 2; 5 – 1010 . Для зруч-
ності подання даних на деяких рисунках введений масштабний множник α . 

У табл. 21.1 поміщені значення максимальних відносних похибок у процентах під час 

обчислення УКІН та сталих членів 0
0

M
r

r m
m

q mA+

=
= ∑  у дослідженому діапазоні * 0,5...10y a =  

розташування сили чи дислокації від кількості 1M +  врахованих членів у розвиненні функції 
стрибка. Вважалося, що при 51M =  досягнута точність вже досягнута; параметр форми 
β = 10000; відносна жорсткість включення 0,5k = ; 0 0,1h a = . 

 
Таблиця 21.1 

 
Дислокація Зосереджена сила M  

3,1K  3,2K  
30q+  60q+  * 3,1K  3,2K  

30q+  60q+  
1 100 755 2330 100 729 79 86 97 82 
6 11 64 1550 32 252 11 33 67 42 

11 4 47 1460 17 444 7 14 41 43 
16 2 8,5 1060 14 119 1,8 7 27 19 
21 0,94 3,4 727 8 45 0.9 3,8 17 10 
26 0,54 2,23 511 5 41 0,54 2,1 12 7 
31 0,33 1,30 338 3 28 0,33 1,34 8 5 
36 0,20 0,80 226 2,2 18 0,20 0,80 5 3,3 
41 0,10 0,42 142 1,3 10 0,10 0,43 3 2,0 
46 0,04 0,18 66 0,6 5 0,04 0,18 1,3 0,9 

 
Як і слід було сподіватися, значення 0rq+  збігаються значно повільніше від УКІН. Вели-

кі похибки під час обчислення 30q+  для дислокації пояснюються тим, що вони досягаються 

при * 10y a = , якщо ( )30 3q b a+  дуже мале (порядку 610− . При * 0,5y a =  ці похибки вже 

набагато менші – вони подані у шостому стовпчику, зазначеному символом “*”. 
Отримані результати для 1010k −=  відрізнялися від поданих аналітичними залежностя-

ми (21.2) для тріщини не більше як на 1% і не залежали від β . Зі збільшенням k  вплив β  
збільшується і для кожного фіксованого k  збільшення β  спричиняє збільшення абсолютно-
го значення УКІН, так що максимум досягається для дефекту прямокутного профілю. З від-
даленням сили чи дислокації від включення УКІН, як правило, зменшує свою величину, хоча 
в окремих випадках безпосереднє наближення збурювального чинника до поверхні включен-
ня (особливо жорсткішого від матриці) теж дещо знижує концентрацію напружень біля краю 
прошарку у порівнянні з деяким його максимальним значенням. Характерно, що збіжність 
обчислених значень 3,1K  для дуже жорстких включень ненульової товщини є досить повіль-
ною, хоча знайдений розв'язок у вигляді функції стрибка дуже добре відображає фізичну ка-
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ртину задачі, оскільки для абсолютно жорстких дефектів дає нульові переміщення на реаль-
ній поверхні включення ( )y h x= ± , [ ];x a a∈ −  для довільних 1β ≥ . 

Про уточнення рівнянь моделі [120] 

Задовольняння умовам взаємодії на реальних поверхнях ( )x ih x±  контакту тонкого 
включення з матрицею приводить до появи у правих частинах сингулярних інтегральних рі-
внянь функцій ( )0

yz x ihσ ± , ( )0
xz x ihσ ± , які визначають напружено-деформований стан на 

відповідній лінії тіла без прошарку. Може видаватися, що такий підхід (перший), особливо за 
дії зосереджених чинників, точніший порівняно з повним знесенням (другий підхід) крайо-
вих умов на лінію стрибка, яке приведе до заміни цих функцій на ( )0

yz xσ , ( )0
xz xσ  відповід-

но.  
 

Таблиця 21.2 
 

перший підхід другий підхід d
a

 k  
3,1aK Qπ  3,2aK Qπ  3,1aK Qπ  3,2aK Qπ  

1010−  27,125 10−⋅  136,366 10−− ⋅  27,117 10−⋅  136,366 10−− ⋅  
0,5  35,533 10−⋅  32,976 10−− ⋅  35,531 10−⋅  32,975 10−− ⋅  
1,0  0  35,588 10−− ⋅  0  35,587 10−− ⋅  
2,0  33,067 10−− ⋅  37,313 10−− ⋅  33,075 10−− ⋅  37,310 10−− ⋅  

2 

910  36,366 10−− ⋅  21,683 10−− ⋅  36,366 10−− ⋅  21,680 10−− ⋅  
1010−  11,128 10−⋅  121,592 10−− ⋅  11,125 10−⋅  121,592 10−− ⋅  

0,5  37,556 10−⋅  37,500 10−− ⋅  37,553 10−⋅  37,498 10−− ⋅  
1,0  0  21, 417 10−− ⋅  0  21, 416 10−− ⋅  
2,0  33,961 10−− ⋅  21,882 10−− ⋅  33,961 10−− ⋅  21,800 10−− ⋅  

1 

910  37,958 10−− ⋅  24,680 10−− ⋅  37,958 10−− ⋅  24,652 10−− ⋅  
 

Таблиця 21.3 
 

перший підхід другий підхід d
a

 k  
3,1aK Qπ  3,2aK Qπ  3,1aK Qπ  3,2aK Qπ  

1010−  27,127 10−⋅  111, 435 10−− ⋅  27,117 10−⋅  111, 432 10−− ⋅  
0,5  21,148 10−⋅  21,090 10−− ⋅  21,147 10−⋅  21,088 10−− ⋅  
1,0  0  21,504 10−− ⋅  0  21,501 10−− ⋅  
2,0  21,142 10−− ⋅  21, 481 10−− ⋅  21,142 10−− ⋅  21, 477 10−− ⋅  

2 

910  11, 433 10−− ⋅  21,689 10−− ⋅  11, 432 10−− ⋅  21,680 10−− ⋅  
1010−  11,127 10−⋅  113,589 10−− ⋅  11,125 10−⋅  113,580 10−− ⋅  

0,5  21,587 10−⋅  22,763 10−− ⋅  21,591 10−⋅  22,755 10−− ⋅  
1,0  0  23,839 10−− ⋅  0  23,827 10−− ⋅  
2,0  21, 483 10−− ⋅  23,846 10−− ⋅  21, 489 10−− ⋅  23,829 10−− ⋅  

1 

910  11,782 10−− ⋅  24,704 10−− ⋅  11,791 10−− ⋅  24,139 10−− ⋅  
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Деякі результати обчислення УКІН за обома підходами для зосередженої сили Q  в то-

чці z id∗ =  ( 2; 1d a = ) містять табл. 21.2 (параметр форми 1010β = ) та табл. 21.3 ( 1β = ). 
Застосовувався метод колокацій за 50 вузлами з урахуванням симетрії розв'язку, причому 
вважалося 0 10a h = . 

Обчислення дають можливість зробити висновок, що таке уточнення рівнянь дає неіс-
тотне покращення результатів і його можна не вживати. Це пояснюється великою мірою аде-
кватності використаної математичної моделі. 

21.2. Силові та дислокаційні диполі  

Звернемося до розв'язування відповідної задачі поздовжнього зсуву тіла з включенням, 
вважаючи, що зосередженим чинником є силовий диполь інтенсивності ijM . 

 

 
 

Рис. 21.6. Силовий диполь 
 
Диполь формує пара сил iQ →∞  з плечем 0jc → , орієнтованим уздовж осі jx , таких, 

що constij i jM Q c= =  [112] (рис. 21.6). Якщо позначити ( )if Q  розв'язок для зосередженої 

сили iQ  у точці z∗ , то розв'язок для диполя ( )d ijf M  у цій же точці за (8.25) [112] дорівню-

ватиме 

( ) ( ) ( )1 2 3, ,i
d ij j

j

f Q
f M c x x x y x z

x
∂

= −
∂

∼ ∼ ∼    (21.9) 

або з урахуванням взаємності точок ( ),z x y  та ( ),z x y∗ ∗ ∗  

( ) ( ) ( )1 2 3, ,i
d ij j

j

f Q
f M c x x x y x z

x ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗

∂
=

∂
∼ ∼ ∼ .  (21.10) 

Тепер на основі співвідношення (21.1) для комбінованого силового та дислокаційного 
диполя, орієнтованого у точці z∗  під кутом α  до осі x   
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  (21.11) 

Тут cQ , cb  – інтенсивність силового та дислокаційного диполів відповідно. 
 

 

 
 
 

 
Рис. 21.7 Рис. 21.8 

 
З формули (21.11) випливає, що дислокаційний диполь інтенсивності cb  еквівалентний 

силовому диполю cQ G , повернутому на кут 2π . Тому у випадку диполів можна не розріз-
няти методики аналізу впливу силових та дислокаційних – з урахуванням згаданої кількісної 
та орієнтаційної відмінності силові та дислокаційні диполі у антиплоскій задачі математично 
тотожні. 

З іншого боку, орієнтований під кутом α  силовий (так само і дислокаційний) диполь 
відповідно до (21.11) можна подати суперпозицією двох взаємно перпендикулярних диполів 
інтенсивності 31 32,M M .  

На основі (21.11) інтегральні рівняння (20.25), (20.26) для тріщини та абсолютно жорс-
ткої плівки (АЖП) скінченної ширини дадуть вирази (21.2), (21.3), де на цей раз [950] 

( )
( ) ( ) ( )

2
3

2 2 2 2 2
1dif a zzF z

z z a z a z

∗
± ∗

∗ ∗

⎡ ⎤
⎢ ⎥−

= ±⎢ ⎥
− − −⎢ ⎥

⎣ ⎦

,  ( )
( )

( )

2
3

22 2

df zz a
Q z

a z a z z

∗
∗

∗ ∗

−
=

− −
. (21.12) 

З урахуванням цієї залежності вираз для 3,1K  стосовно тріщини збігається з виразом 
(35) [1352]. 
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Замкнуті співвідношення для півнескінченної тріщини чи абсолютно жорсткої плівки 
теж випливають з (21.2), (21.3), якщо у них вважати 
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3 3
2 2
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2 2
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d d
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  (21.13) 

Таким чином, для півнескінченної тріщини (див. теж (38) [1352]) та півнескінченної аб-
солютно жорсткої плівки 

( )3 2
3,1 3

1 Im
8 dK f ξ
π

∗ −
∗= , 3,2 0K =  (тріщина);    (21.14) 

3,1 0K = , ( )3 2
3,2 3

1 Re
8 dK f ξ
π

∗ −
∗= −  (АЖП).    (21.15) 

Подібно як і у випадку дії зосереджених сил та дислокацій за допомогою методу коло-
кацій здійснений числовий аналіз УКІН за дії силових та дислокаційних диполів 31 32,M M  у 
точці * *z iy= . Прийнята та ж розрахункова схема і ті ж значення досліджуваних параметрів. 
На рис. 21.7 – 21.10 відображена залежність УКІН від параметра *y a  для різних значень 
відносної жорсткості включення k  для трьох значень параметра форми включення 

1, 2,β = ∞ . Розрахунки для пружного включення свідчать [976, 950], що якісна картина зміни 
УКІН зберігається тою ж, що й під час дії сил та дислокацій (див. п. 21.1). З огляду на певну 
механічну самоврівноваженість диполів (за головним вектором) абсолютні значення УКІН 
від них є меншими, ніж від сил та дислокацій. 

Подібним чином змінюються максимальні відносні похибки у процентах під час обчис-
лення УКІН та сталих членів 0rq+  у дослідженому діапазоні * 0,5...10y a =  розташування си-
лового чи дислокаційного диполя 31 32,M M  від кількості 1M +  врахованих членів у розви-
ненні функції стрибка. Вважалося, що при 51M =  досягнута точність вже досягнута; пара-
метр форми β = 10000; відносна жорсткість включення 0,5k = ; 0 0,1h a = . 

 
Таблиця 21.4 

 
31M  32M   

M  3,1K  3,2K  
30q+  60q+  * 3,1K  3,2K  

30q+  60q+  ** 
1 100 3200 2580 100 2580 3110 87 97 1345 260 
6 95 470 2360 301 2360 243 34 67 146 146 

11 5 554 5035 25 5035 72 14 42 180 180 
16 7 50 915 60 654 4 11 42 95 12 
21 1,3 21 628 14 357 3,9 4,1 20 62 18 
26 0,54 2,1 442 6,1 10 0,73 2,2 12 42 4,1 
31 0,32 2,2 294 4,4 52 0,32 1,3 8,5 28 1,4 
36 0,20 0,87 194 3,0 21 0,20 0,79 5,5 18 1,2 
41 0,11 0,43 120 1,8 11 0,11 0,44 3,3 11 0,78 
46 0,05 0,12 55 0,77 5 0,05 0,18 1,4 5 0,33 

 

Великі похибки під час обчислення 30q+  для диполя 31M , а також значення 60q+  для ди-
поля 32M  пояснюються їх дуже малою абсолютною величиною. При * 0,5y a =  ці похибки 
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вже набагато менші – вони подані у шостому і останньому стовпчиках відповідно, зазначе-
них символами “*” і “**”. 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
Рис. 21.9 Рис. 21.10 

 

21.3. Антиплоска деформація півпростору з тонким дефектом                              
під впливом зосереджених чинників 

Для побудови розв’язку задачі про тонкі дефекти у пружному півпросторі можна вико-
ристати фундаментальні розв’язки для зосередженої сили і дислокації у півпросторі. 

 

 
 

Рис. 21.11. Схема побудови фундаментального розв’язку для півпростору з вільним краєм 
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Зосереджена сила і дислокація всередині півпростору 

Вільний край. Для сили jQ  і дислокації jb  у точці * * *j j jz x iy= +  необмеженого ізо-

тропного простору з модулем зсуву jμ  

( )
00 00

*
( ) ( )

2

j j
jj j

yz xz
j

b iQ
z i z

z z

μ
σ σ

π

−
+ =

−
.         (21.16) 

Якщо у точці * jz  помістити силу і дислокацію протилежних знаків (рис. 21.11), то для 

суперпозиції розв'язків 
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j jj j
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j j
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Для розв'язку (21.17) на поверхні 0y =  отримаємо 
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  (21.18) 

Такий розв'язок для дислокації ( 0jQ = ) задовольняє умову вільної поверхні 

0
0yz y

σ
=

= .      (21.19) 

Тому розв'язок  

00 00

* *

1 1( ) ( )
2

j
jj j

yz xz
j j

b
z i z

z z z z
μ

σ σ
π

⎛ ⎞
+ = −⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

    (21.20) 

є фундаментальним розв'язком для гвинтової дислокації jb  у точці * jz  півплощини 

( )Re 0z ≥  з вільним краєм. 
Аналогічним чином, для суперпозиції зосереджених чинників однакових знаків 

( ) ( )
00 00

* *
( ) ( )

2 2

j j j j
j jj j

yz xz
j j

b iQ b iQ
z i z

z z z z

μ μ
σ σ

π π

− −
+ = +

− −
    (21.21) 

при 0y =  маємо залежність 

( ) ( )

( )

* *00 00

* * * *

*
2 2

* *

21 1( ) ( )
2 2

2 2
                    ,

2

j j j j
j j j jj j
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j j j j

j j
j j
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b iQ b iQ x z z
x i x

x z x z x z x z

b iQ x x

x x y

μ μ
σ σ

π π

μ
π

⎛ ⎞⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟+ = + = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −
=

− +

  (21.22) 
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яка для зосередженої сили ( 0jb = ) задовольняє умову вільної поверхні (21.19). Тому розв'я-
зок 

00 00

* *

1 1( ) ( )
2

j
j j

yz xz
j j

iQz i z
z z z z

σ σ
π

⎛ ⎞
+ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

   (21.23) 

є фундаментальним розв'язком для зосередженої сили jQ  у точці * jz  півплощини ( )Re 0z ≥  
з вільним краєм. 

Защемлений край. Якщо границя 0y =  жорстко защемлена, то  

0 0
0

0  0  0xzy y
y

ww
x

∂
σ

∂= =
=

= → = → = .   (21.24) 

Для виконання такої умови з (21.18) і (21.17) треба, щоб було 0jb =  (рис. 21.12). Тому  

00 00

* *

1 1( ) ( )
2

j
j j

yz xz
j j

iQz i z
z z z z

σ σ
π

⎛ ⎞
+ = − −⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

   (21.25) 

є фундаментальним розв'язком для зосередженої сили jQ  у точці * jz  жорстко защемленої 

півплощини ( )Re 0z ≥ . 
 

 
 

Рис. 21.12. Схема побудови фундаментального розв’язку для півпростору з защемленим краєм 
 

Аналогічно на основі (21.22), (21.21)  
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   (21.26) 

є фундаментальним розв'язком для дислокації jb  у точці * jz  жорстко защемленої півплощи-

ни ( )Re 0z ≥ . 
Компактно ці розв'язки запишуться: 

00 00

* *

00 00

* *

1 1( ) ( ) ,
2

1 1( ) ( ) ,
2

j
j j

yz xz
j j

j
jj j

yz xz
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iQz i z
z z z z

b
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z z z z

σ σ
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σ σ
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⎛ ⎞
+ = − ±⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ = ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∓

    (21.27) 

де верхній знак стосуються півплощини з вільною межею, нижній – зі защемленою. 
Несподіваною особливістю цих розв'язків є їх повільне прямування окремих складових 

до відповідних розв'язків для необмеженої площини. У табл. 21.5 відображена залежність від 
параметра /h H a=  значень компонент 0 0 0 0( , ) ( , ),  ( , ) ( , )yz y yz xz x yzxa H k a a H k aσ σ σ σ= ∞ = ∞  тен-
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зора напружень у точці z a iH= +  від сили Q , яка діє в точці * * ( )z y i a H= = + . У цьому ви-
падку граничні значення напружень для необмеженої площини дорівнюють 

0 0( , ) ( , )
4yx xx
Qa a

a
σ σ

π
∞ = − ∞ = , поправкові коефіцієнти 

2 2

2 2
2 2 2 21,  1,  

1 2 2 1 2 2y x
h h h Hk k h

ah h h h
+ +

= → = → =
+ + + +

. 

У зв'язку з цим відносна похибка у відсотках 

( )

( )

0 0

0 2

0 0

0 2 2

( , ) ( , ) 1 2 1100% 1 100% 100% ~ 100%,
( , ) 1 2 2

( , ) ( , ) 1 1100% 1 100% 100% ~ 100%.
( , ) 1 2 2 2

yz yz
y y

yz

xz xz
x x

xz

a H a hk
ha h h

a H a
k

a h h h

σ σ

σ

σ σ
σ

Δ

Δ

⎛ ⎞− ∞ +⎛ ⎞⎜ ⎟= ⋅ = − ⋅ = ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∞ + +⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞− ∞ ⎛ ⎞

= ⋅ = − ⋅ = ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∞ + +⎝ ⎠⎝ ⎠

 

На відміну від швидкозбіжної складової xzσ  зі збільшенням H  складова yzσ  прямує до сво-

го граничного значення дуже повільно: відмінність у 1% досягається при h = 100; 7 знаків 
точності – при h = 100000 (для xzσ   це відповідно h = 7 та h = 2000). 

 
Таблиця 21.5 

 
 

/h H a=  
0 ( , )yz

aa H
Q

σ  
 

yΔ  
0 ( , )xz

aa H
Q

σ  
 

xΔ  

0 0,000000 ∞  –0,159154 100,000000 
1 0,031831 60,00000 –0,095493 20,000000 
2 0,048971 38,46148 –0,085699 7,692308 
3 0,057296 28,99992 –0,082761 3,999997 
5 0,065227 18,03271 –0,080882 1,639339 

10 0,072016 9,50217 –0,079938 0,452400 
50 0,078002 1,97991 –0,079593 0,019605 
100 0,078786 0,99490 –0,079581 0,004943 

1000 0,079498 0,99853 –0,079578 0,000047 
10000 0,079570 0,09896 –0,079577 0,000000 
50000 0,079576 0,00190 –0,079577 0,000000 
100000 0,079577 0,00090 –0,079577 0,000000 

 
Зрозуміло, що оскільки згідно з (21.16) дія дислокації рівносильна впливу зосередженої 

сили уявної величини, то з урахуванням залежності (21.27) при дії дислокації поведінка ком-
понент тензора напружень буде протилежною. 

Зосереджена сила і дислокація на межі півпростору 

У границі ( )* * *0 j j jy z z→ →  отримуємо для сили 

00 00
*

2 (вільна межа),
( ) ( ) 2

0        (защемлена межа)

j

j j
yz xz j

iQ
z i z z xσ σ π

⎧
−⎪

+ = −⎨
⎪
⎩

  (21.28) 

і для дислокації – 
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00 00

*

0                     (вільна межа),

( ) ( ) 2  (защемлена межа).
2

j j j
yz xz j

j

z i z b
z x

σ σ μ
π

⎧
⎪

+ = ⎨
⎪ −⎩

.   (21.29) 

Тобто в отриманих виразах можна формально підставляти * 0jy = . Дислокація на вільній 

поверхні та сила на защемленій не мають жодного прояву. 

Антиплоска деформація півпростору зі стрічковим включенням від зосередженої сили 

Постановка задачі є звичною: на осьовій лінії включення з модулем зсуву Bμ  
(рис. 21.13) задані стрибки вектора напруження та похідної вектора переміщення 

( )3 6( ),  ( ) yz yz f x w w f x y H
x
∂σ σ
∂

− + − +⎡ ⎤− = − = =⎣ ⎦ .      (21.30) 

Використання методики інтегральних перетворень Фур'є та умов взаємодії пружного 
включення з навколишнім середовищем дає змогу побудувати систему двох сингулярних ін-
тегральних рівнянь 

( )

( )

( )1 ( ) ( 1) , ( ) ( )

3,6; ( ; )

x
r

r r rm m r
mL a L

f t dt f t dt K x t f t dt F x
t x

r x L a a

κα
π ′ ′−

− + − =
−

′= ∈ = −

∑∫ ∫ ∫   (21.31) 

з додатковими умовами 

3 6( ) ,  ( ) 0
L L

f t dt C f t dt
′ ′

= =∫ ∫ .    (21.32) 

 

 
 

Рис. 21.13. Тонке включення у півпросторі 
 
Параметр 0κ =  стосується випадку заданих на границі тіла напружень; 1κ =  – заданих 

на межі переміщень. Функції ( )rF x  визначаються однорідним розв'язком – виразами (21.27) 
для сили чи дислокації у півплощині. 

Застосування методу колокацій дає змогу розв'язати рівняння (21.31) та визначити уза-
гальнені коефіцієнти інтенсивності напружень (УКІН). У граничних випадках модуля зсуву 
включення отримуються результати для абсолютно жорсткого включення та тріщини. Якщо 
H →∞ , то з рівнянь (21.31), (21.32) випливають результати для включення у безмежному 
просторі (безмежній площині). 
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Рис. 21.14. Тріщина у безмежному просторі 
 

На основі результатів В.В.Панасюка, М.П.Саврука, О.П.Дацишин [706] КІН біля трі-
щини у безмежному просторі від дії зосередженої сили Q  у точці *z  (рис. 21.14) дорівнює 

2 2
*

3
*

Im
2

z aQK
a zaπ

±
⎡ ⎤−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∓
.     (21.33) 

Зокрема при * 0x =  маємо  

( )
3 2

*2 1 /

QK
a y aπ

± =
+

.     (21.34) 

 
Таблиця 21.6 

 
/H a  0

1,3K  0
2,3K  /H a  0

1,3K  0
2,3K  

0,10 0,048608 –0,10681 5,00 0,17495 –0,074617 
0,15 0,058560 –0,078762 10,00 0,18633 –0,073913 
0,25 0,073305 –0,096453 25,00 0,19399 –0,073690 
0,50 0,096949 –0,092577 50,00 0,19669 –0,073656 
0,75 0,11221 –0,088216 100,00 0,19807 –0,073647 
1,00 0,16979 –0,084776 1000,00 0,19933 –0,073644 
2,00 0,14920 –0,078167 10000,00 0,19946 –0,073644 
3,00 0,16215 –0,076014 100000,00 0,19947 –0,073644 
4,00 0,16986 –0,075092 1000000,00 0,19947 –0,073644 

 

У табл. 21.6 відображена залежність нормованого УКІН 0
1,3 1,3K K a Q=  для включен-

ня з абсолютно податного матеріалу та 0
2,3 2,3K K a Q=  для абсолютно жорсткого вклю-

чення еліптичного профілю ( / (0) 10a h = ) від /h H a= , коли зосереджена сила Q  діє у точці 

*y H a= +  вільної півплощини. 

Видно, що лише при значенні H=100000 обчисленні значення КІН 0
1,3K  збігаються з то-

чністю до п'яти значущих цифр зі значеннями, які дає точний вираз (21.34). Для 0
2,3K  така 

точність досягається вже при H=1000. Це стає зрозумілим, якщо врахувати, що 0
1,3K  визнача-

ється напруженнями 0
yzσ , УКІН 0

2,3K  – напруженнями 0
xzσ . 

Для дислокації швидкість збіжності матиме протилежну тенденцію.  
Якщо розглянути задачу поздовжнього зсуву для півпростору з півбезмежною тріщи-

ною (рис. 21.15) під впливом протилежно спрямованих зосереджених сил, прикладених до 
берегів тріщини, то згідно з [650, 589] КІН дорівнює 
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Рис. 21.15. Зосереджені сили на берегах півбезмежного розрізу біля краю півпростору 
 

2

3 3 3 2
2 2 4 2,  ,  ,  
2 2
Q h h HK YK K Y h

aa h hπ
∞ ∞ + +

= = = =
+

. 

Тут 3K∞  – КІН у відповідній задачі [1668, 589] для необмеженого простору ( H →∞ ).  
Залежність поправкового коефіцієнту Y  та відносної різниці  ( )1 100%k YΔ = − ⋅  у відсотках 
від параметра h  відображена в табл. 21.7. Видно, що значення 3K  прямує з h →∞  до свого 

граничного значення так само швидко, як 0
yzσ  та 0

13K  у попередніх прикладах. 
 

Таблиця 21.6 
 

/H a  Y  kΔ  
0 ∞  ∞  
1 1,632993 63,299320 
2 1,341641 34,164080 
3 1,234427 23,442680 
5 1,144155 14,415510 

10 1,073490 7,349008 
50 1,014938 1,493793 
100 1,007484 0,748443 

1000 1,000750 0,074984 
10000 1,000075 0,007500 
50000 1,000015 0,001500 
100000 1,000008 0,000750 

 
Таким чином, можна стверджувати, що у випадку дії зосереджених силових чинників вплив 
межі тіла на окремі механічні величини може сягати значних віддалей і для них не існувати-
ме яскраво вираженого крайового характеру, властивого тілам скінченного розміру.  

 

§ 22. Включення у шаруватих середовищах  

Деякі результати цього параграфа для шаруватих середовищ опубліковані у працях 
[964, 939].  

22.1. Основні співвідношення  

Згідно з виразами (13.103)–(13.109) у випадку антиплоскої задачі інтегральне перетво-
рення Фур'є дає зв'язок між переміщенням ( ),w x y  та її трансформантою ( ),Fw yξ  за змін-
ною x  у вигляді 
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1( , ) ( ; ) ( , ) , ( , ) ( , ) .
2

F i x F i xw y F w w x y e dx w x y w y e dξ ξξ ξ ξ ξ
π

∞ ∞
−

−∞ −∞

≡ = =∫ ∫   (22.1) 

Якщо вважати, що x →∞ , то ( ),w x y , 0w z∂ ∂ →  і фур'є-перетворення ( ),Fw yξ′  похідної 
за x  переміщення ( ),w x y′  та напруження матиме вигляд  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
, , , , , , ,

F
F F F F F

xz yz
w y

w y i w y y iG w y y G
y
ξ

ξ ξ ξ σ ξ ξ ξ σ ξ
∂

′ = − = − =
∂

,   (22.2) 

а розв'язок рівняння (13.103) у просторі зображень перетворення Фур‘є – 

( ) ( ) ( )1 2, y yFw y A e A eξ ξξ ξ ξ−= + ,     (22.3) 
де ( )iA ξ  – довільні комплексні функції. 

22.2. Стрибки напружень і переміщень на відрізку                                         
в однорідній площині та на лінії поділу двох матеріалів 

Однорідна площина 

Розглянемо необмежену площину xOy  (рис. 22.1), яка відповідає необмеженому сере-
довищу з модулем зсуву ~kG G  та вважатимемо, що уздовж частини L′  осі x  задані стрибки 

напружень yzσ  та похідної w′  переміщення (20.2) ( )3yz yz fσ σ ξ− +− = , ( )6w w f ξ− +′ ′− =  

( x L′∈ ).  
 

 
 

Рис. 22.1. Одне включення в однорідному середовищі 
 
На решті точок осі x  функції стрибка дорівнюють нулю ( ) ( )3 6 0f x f x= =  ( x L′∉ ). Тут 

індексами “+” і “–” позначено граничні значення відповідних величин при 0y →  з верхньої і 
нижньої півплощин відповідно. Фур'є-перетворення цих крайових умов має вигляд 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 6, , 3,6F F F F F F F i t
yz yz r r

L
f w w f f f t e dt rξσ σ ξ ξ ξ′ ′− + − +

′

− = − = ≡ =∫ . (22.4) 

Якщо подати фур'є-трансформанту переміщення w  у верхній півплощині у вигляді 
(22.3), то з огляду на її обмеженість у разі y →∞  за умови 0y >  отримаємо, що слід вважати 

( )2 0A ξ = . Подібним чином отримують, що за умови 0y <  треба покласти ( )1 0A ξ = . Отже, 
для випадку необмеженого середовища вираз (22.3) трансформується до залежності  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2
1, 1 sign 1 sign
2

y yFw y y A e y A eξ ξξ ξ ξ−⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ .  (22.5) 

Фур'є-перетворення напружень і похідних переміщень на лінії 0y =  з урахуванням 
(22.4) та (22.2) 

( )1
F
yz kG Aσ ξ ξ+ = − ,  ( )1

Fw i Aξ ξ′+ = − ,  ( )1
F
yz kG Aσ ξ ξ− = ,  ( )2

Fw i Aξ ξ′− = − . (22.6) 
Підставляючи (22.6) у (22.4), отримуємо систему двох рівнянь: 
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( ) ( ) ( )5
1 2

F

k

f
A A

G
ξ

ξ ξ
ξ

+ = ,  ( ) ( ) ( )6
1 2

Fif
A A

ξ
ξ ξ

ξ
− = − , 

звідки з урахуванням того, що ( )signξ ξ ξ= , 

( ) ( ) ( )F
i ir r

r
A a fξ ξ ξ= ∑ , ( )3,6r = ,   

( )
( )

sign1
2 sign

k
ir

k k

iG
a

iG

ξ
μ ξ ξ

−
= .  (22.7) 

Згідно з (22.7), (22.5) і (22.2) 

[ ]{ [ ] }
[ ]{ [ ]

} ( )
( )

1 2

3 6

3 6
3 6

3 6

1 sign( ) ( ) 1 sign( ) ( )
2

1 1 sign( ) ( ) sign( ) ( ) 1 sign( )
4

1 sign( ) ( 0),
2( ) sign( ) ( )

1 sign( ) ( 0)
2

y yF k
yz

yF F
k

yF F
kyF F

k
yF F

k

y A e y A e

y f iG f e y

f iG f e y
f iG f e

f iG f e y

ξ ξ

ξ

ξ
ξ

ξ

μ ξ
σ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ
ξ ξ ξ

ξ

−

−

−

= − + − − =

⎡ ⎤= − + − − − ×⎣ ⎦

⎧− − >⎪⎪⎡ ⎤× + = =⎨⎣ ⎦ ⎪ + <
⎪⎩

= 3 6
1 sign( ) ( ) sign( ) ( ) .
2

yF F
ky f iG f e ξξ ξ ξ −⎡ ⎤− −⎣ ⎦

 

Тепер, здійснюючи обернення, з урахуванням (22.4) отримаємо 

3 6

3 6

1 sign( ) ( ) sign( ) ( )
4

1 sign( ) ( ) sign( ) ( ) .
4

yF F i x
yz k

y i x i t
k

L

y f iG f e e d

y f t iG f t e e e d dt

ξ ξ

ξ ξ ξ

σ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ
π

∞
− −

−∞
∞

− −

′ −∞

⎡ ⎤= − − =⎣ ⎦

= − −⎡ ⎤⎣ ⎦

∫

∫ ∫
 

Подібним чином з (22.7) та (22.4) і (22.2) 

( ) [ ]{ [ ] }
( ) [ ]{ [ ]

}
( ) ( )
( )

1 2

3 6

3 6
3 6

3

sign
1 sign( ) ( ) 1 sign( ) ( )

2
sign

1 sign( ) ( ) sign( ) ( ) 1 sign( )
4

sign sign( ) ( 0),
2( ) sign( ) ( )

sign
2

y yF F k
xz k

yF F
k

yF F
kyF F

k
F

i G
iG w y A e y A e

i
y f iG f e y

i f iG f e y
f iG f e

i f

ξ ξ

ξ

ξ
ξ

ξ ξ
σ ξ ξ ξ

ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ

ξ

−

−

−

= − = − + + − =

⎡ ⎤= − + − + − ×⎣ ⎦

− − >
⎡ ⎤× + =⎣ ⎦

− +( )
( )( )
( )( )

6

6 3
6 3

6 3

sign( ) ( 0)

1 sign ( 0), 12 sign( ) ( ) sign( ) ( )
1 2sign ( 0)
2

yF
k

yF F
k yF F

k
yF F

k

iG f e y

G f i f e y
y G f i f e

G f i f e y

ξ

ξ
ξ

ξ

ξ

ξ
ξ ξ ξ

ξ

−

−

⎧
⎪⎪ =⎨
⎪ <
⎪⎩

⎧ + >⎪⎪ ⎡ ⎤= = − +⎨ ⎣ ⎦⎪ − <
⎪⎩

 

і 

6 3

6 3

1 sign( ) ( ) sign( ) ( )
4

1 sign( ) ( ) sign( ) ( ) .
4

yF F i x
xz k

y i x i t
k

L

y G f i f e e d

y G f i f e e e d dt

ξ ξ

ξ ξ ξ

σ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ
π

∞
− −

−∞
∞

− −

′ −∞

⎡ ⎤= − + =⎣ ⎦

= − +

∫

∫ ∫
 

Таким чином, компоненти тензора напружень дорівнюють 
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( ) ( ) ( ) ( )3 6
1 sign sign

4
y i x i t

yz k
L

y f t iG f t e e e d dtξ ξ ξσ ξ ξ
π

+∞
− −

′ −∞

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦∫ ∫ , 

( ) ( ) ( ) ( )6 3
1 sign sign

4
y i x i t

xz k
L

y G f t i f t e e e d dtξ ξ ξσ ξ ξ
π

+∞
− −

′ −∞

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦∫ ∫ . 

Врахувавши у цих виразах залежність (13.90), маємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
* *
3 3 *

3 3 6
1 1Re , Im

2 2yz xz k
L L

if t if t
dt dt f t f t iG f t

t z t z
σ σ

π π′ ′

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫ . 

Позначивши отриманий розв'язок верхніми індексами "^ 0 "k , подамо його у формі 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0 0 3
3 3 6ˆ ˆ ˆ

2
k k k

yz xz k
L

f tiz z i z dt f t f t iG f t
t z

σ σ
π

∗
∗

′

≡ + = = +
−∫τ .  (22.8) 

Звідси граничні значення компонент тензора напружень на лінії 0y =  згідно з форму-
лою Сохоцького – Племеля дорівнюють 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 3
3

1ˆ ˆ ˆ
2 2

k k k
yz xz

L

f tix x i x f x dt
t x

σ σ
π

∗
± ± ± ∗

′

≡ + = +
−∫τ ∓ .   (22.9) 

Дві півплощини з різних матеріалів 

Нехай тепер півплощині ( )0 0S y >  відповідає пружне середовище з модулем зсуву 0G , 
а півплощині ( )1 0S y− <  – середовище з модулем зсуву 1G− . Уздовж фрагменту L′  осі x  

задані функції стрибка (20.2) ) ( )3yz yz fσ σ ξ− +− = , ( )6w w f ξ− +′ ′− =  ( x L′∈ ). Подібно до то-
го, як це зроблено у (22.6), 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 1 0 1 1
0

1 2 1 2 2
0

, ,

, .

yF F
yz

y

yF F
yz

y

G A e G A w i A
y

G A e G A w i A
y

ξ

ξ

σ ξ ξ ξ ξ ξ

σ ξ ξ ξ ξ ξ

′−+ +

=

′− −
− −

=

∂ ⎡ ⎤= − = − = −⎢ ⎥⎣ ⎦∂

∂ ⎡ ⎤= − = = −⎢ ⎥⎣ ⎦∂

 

Підставляючи ці вирази у (22.4), отримуємо систему двох рівнянь  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 2 3 1 2 6,F FG A G A f A A ifξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ−⎡ ⎤+ = − = −⎣ ⎦ , 

звідки 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
3 1 6 3 0 6

1 2
0 1 0 1

sign sign
, .

F F F Ff iG f f iG f
A A

G G G G
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

−

− −

− +
= =

+ +
        (22.10) 

Тому 

[ ]{ [ ] }
[ ]{ [ ]

}
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1 1 sign( ) ( ) 1 sign( ) ( )
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( ) sign( ) ( ) 0 ,
( ) sign( ) ( )

y yF
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−
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( )3 0 6( ) sign( ) ( ) 0 ,yF FiG f e yξξ ξ ξ
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⎪ ⎡ ⎤+ <⎣ ⎦⎪⎩
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−

−
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Тут 0k = , якщо 0y > , і 1k = − , якщо 0y < . 
Отримані вище вирази можна переписати у компактній формі 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0, 1 3 0, 1 6

0, 1 6 0, 1 3

sign sign ,
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1, , .
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  (22.11) 

Здійснюючи обернення, отримуємо 
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Врахувавши у цих виразах залежність (13.90), маємо 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0, 1 3 0, 1 60, 1 3 0, 1 6

0, 1 3 0, 1 60, 1 6 0, 1 3

1 1Im Re ,
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⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ ++ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎢ ⎥= − =
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∫ ∫

∫ ∫

. 

У комплексній формі ці вирази набудуть вигляду 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
0

0, 1 3 0, 1 60 0 0ˆ ˆ ˆ ; 0,1
k

k k k
yz xz k

L

p f t ic f tiz z i z dt z S k
t z

σ σ
π

− −

′

+
≡ + = ∈ =

−∫τ . (22.12) 

Звідси граничні значення компонент тензора напружень на лінії 0y =  згідно з формулою Со-
хоцького – Племеля [635, 112] дорівнюють 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0

0, 1 3 0, 1 6
0, 1 3 0, 1 6

ˆ ˆ ˆ

.

k k k
yz xz

k
k

L

x x i x

p f t ic f tip f x ic f x dt
t x

σ σ

π

± ± ±

− −
− −

′

≡ + =

+
⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ −∫

τ

∓
  (22.13) 

Тут значенню 0k =  відповідає верхній знак, а 1k = −  – нижній. 
У частковому випадку, коли матеріали півплощин однакові ( 0 1G G G−= = ), маємо 

0, 1 1/ 2kp − = , 0, 1 / 2c G− =  і вирази (22.12), (22.13) збігаються з (2.8), (22.9) відповідно. 

22.3. Пакет шарів з внутрішніми стрічковими включеннями  

Загальні засади 

Розглянемо пакет 1l m+ +  смуг ( ),jS j m l= −  заввишки jH  та з модулями зсуву jG  

відповідно (рис. 22.2). Всередині смуг jS  уздовж відрізків jL′  осей js  розташовані стрічкові 

включення. У смугах можуть бути також інші включення, або не бути зовсім. У точці jO  пе-

ретину осі j js L∼  з границею смуги помістимо початок двох локальних декартових систем 

координат j j jx O y  та j j js O n , зв'язаних між собою залежністю  

j ji i
j j j js in z ie z eω α−+ = − = , j j jz x iy= + , 

2j j
πα ω+ = .   (22.14) 

 

 
 

Рис. 22.2. Геометрична схема багатошарового середовища з включеннями 
 
Для спрощення запису вважатимемо 0x x∼ , 0y y∼ , 0s s∼ , 0n n∼ , 0α α∼ , 0ω ω∼ , 

0O O∼ . Координату точки jO  в системі xOy  позначимо 0 jz : 0 0j jz z z z= +∼ . 

Крайні смуги lS  та mS−  можуть мати скінченну, або безмежно велику висоту (товщи-
ну), тобто, бути кожна зокрема, або і обидві одночасно, півплощинами (півпросторами). 

На лініях 0 jy y=  розмежування матеріалів смуг jS  та 1jS −  виконуються умови ідеаль-
ного механічного контакту  
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1j j
yz yzσ σ −= , 1j jw w −′ ′= , 0 jy y= , ( )( 1)...x j m l−∞ < < +∞ = − − .  (22.15) 

Верхній індекс відзначає номер смуги, де визначена відповідна компонента вектора напру-
ження чи переміщення. 

На межах пакету 0, 1ly y += , x−∞ < < +∞ ; та 0, my y −= , x−∞ < < +∞  задаємо або на-
пруження, або переміщення: 

1. ( )0
yz zf xσ ±= ;   2. ( )0

zw g x±′ = .     (22.16) 
Індекс " "+  стосується верхньої, індекс " "−  – нижньої меж тіла. Можна задати теж силове на-
вантаження довільного типу всередині кожної зі смуг. 

Вважаємо, що товщина стрічкового включення настільки мала, що його можна вилучи-
ти з розгляду, замінивши його вплив на тіло стрибком на jL′  вектора напружень та похідної 
вектора переміщення  

( )3
jj j

nz nz jf sσ σ− +− = ,  ( ) ( )6
jj j

j j j
j

w w f s s L
s

− +∂ ⎡ ⎤− = ∈⎣ ⎦∂
,   (22.17) 

причому ( ) ( )3 6 0j j
j jf s f s= = , якщо j js L∉ . Вважаємо також відомими умови взаємодії – 

дві функції, що зв’язують між собою напруження та переміщення на протилеглих точках ма-
триці, що прилягають до берегів прошарку 

( ), 0 , 3, 6
j

j j
r nz j j

j

w s L r
s

σΨ
±

±⎛ ⎞∂ ′= ∈ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
.   (22.18) 

Переміщення jw  всередині j -ї смуги подамо у вигляді суперпозиції однорідного 0 jw , 

породженого зовнішнім навантаженням (за відсутності включень), та збуреного ˆ jw  
розв‘язків: 

( ) ( ) ( ) ( )0 ˆj j j
jw z w z w z z S= + ∈ .    (22.19) 

У свою чергу, збурений розв’язок ˆ jw  є сумою повного (основного) розв'язку 0ˆ jw  для безме-
жної площини з такими ж механічними властивостями і такими ж включеннями, які належать 

jS  (якщо у jS  включення немає, то 0ˆ 0jw = ), та збуреного коригувального 1ˆ 0jw = , який 

повинен враховувати скінченність висоти jH  та вплив сусідніх смуг 

( ) ( ) ( ) ( )0 1ˆ ˆ ˆj j j
jw z w z w z z S= + ∈     (22.20) 

і не породжувати стрибків напружень і переміщень.  
Отже, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1ˆ ˆj j j j
jw z w z w z w z z S= + + ∈ .   (22.21) 

Такими ж індексами відзначатимемо відповідні компоненти тензорів напружень та похідні 
переміщень. 

Зазначимо, що якщо у jS  міститься не одне, а декілька включень, то 0ˆ jw  визначається 
як розв’язок для аналогічної системи включень у безмежній площині (див. § 21, [951]). 

Однорідний розв'язок 0 jw  задовольняє крайові умови (22.16) на межі пакету, умови іде-
ального механічного контакту (22.15) на лініях поділу матеріалів, а за переходу через вісь 
включень не викликає стрибка напружень чи переміщень. Тому збурений розв'язок повинен 
задовольняти нульові крайові умови на границі пакету (одне з двох записаних нижче рівнянь 
на кожній границі), 
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1. 0 1ˆ ˆ ˆ 0l l l
yz yz yzσ σ σ≡ + = ;       2. 0 1ˆ ˆ ˆ 0l l lw w w′ ′ ′≡ + =  ( )0, 1ly y += ,   (22.22) 

1. 0 1ˆ ˆ ˆ 0m m m
yz yz yzσ σ σ− − −≡ + = ;  2. 0 1ˆ ˆ ˆ 0m m mw w w− − −′ ′ ′≡ + =  ( )0, my y −= ,  (22.23) 

умовам ідеального механічного контакту на лініях поділу матеріалів 

( )

0, 1, 1 0, 1 1, 1

0, 1, 1 0, 1 1, 1

0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

, , ( 1)...

j j j j j j
yz yz yz yz yz yz
j j j j j j

j

w w w w w w

y y x j m l

σ σ σ σ σ σ− − −

− − −

≡ + = ≡ +

′ ′ ′ ′ ′ ′≡ + = ≡ +

= −∞ < < +∞ = − −

    (22.24) 

та породжувати стрибки напружень і похідних переміщень на jL′ : 

( )3ˆ ˆ jj j
nz nz jf sσ σ− +− = ; ( ) ( )6ˆ ˆ jj j

j j j
j

w w f s s L
s

− +∂ ⎡ ⎤ ′− = ∈⎣ ⎦∂
,   (22.25) 

причому ( ) ( )0 3,6j
r jf s r= = , якщо j js L′∉ . 

На основі результатів п. 22.2 (формула (22.8)) – розв’язку для безмежної однорідної 
площини, у якій уздовж відрізка jL′  заданий стрибок напружень і похідної зміщень – отриму-
ємо  

( )
( )

0 00 0 3ˆ ˆ ˆ ˆ
2j j

j

j jj j
nz sz n z s z

j jL

f t dtii i
t s in

σ σ σ σ
π

∗

′

+ ≡ + =
− +∫ ,  ( ) ( ) ( )3 3 6

j j
jf t f t iG f t∗ = + . (22.26) 

Приводячи на основі залежності 

( ) ( )exp exp
j j j j j jy z x z n z s z j n z s z ji i i i i iσ σ σ σ α σ σ ω⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = + − = − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

вирази (22.26) спочатку до повернутої системи j j jO x y  

( ) ( )
( ) ( )

( )
0 0 3

exp
ˆ ˆ, ,

2 expj j
j

j
jj j

y z x z
j jL

i i f t dt
x y x y

t z i

α
σ σ

π α

∗

′

−
+ =

− −∫ , 

а потім до єдиної спільної системи координат xOy , отримаємо 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )0 0 3
0

0

exp
ˆ ˆ, ,

2 exp
j

j
jj j

yz xz j j
j jL

i i f t dt
x y x y z z z

t z z i

α
σ σ

π α

∗

′

−
+ = − =

− − −∫ . (22.27) 

Для коригувальної функції 1ˆ jw  

( ) ( )1 11ˆ ˆ, ,
2

ji xj jF
j j jw x y w y e dξξ ξ

π

+∞
−

−∞

= ∫ ,     (22.28) 

де 

( ) ( ) ( )1
1 2ˆ , j jy yj jjF

jw y A e A eξ ξξ ξ ξ−= + .    (22.29) 

Причому, якщо висота jH  якоїсь зі смуг безмежна, то одна із комплексних функцій ( )j
qA ξ  

нульова: для області lS  буде ( )2 0jA ξ = ; для ( ) ( )1 0m
mS Aξ ξ−

− − = . 
На основі формул (22.28), (22.29) та (22.2) 

( ) ( ) ( )1
1 2ˆ ,

2
y yj jj i xiw x y A e A e e dξ ξ ξξ ξ ξ ξ

π

+∞
− −

−∞

⎡ ⎤′ = − +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ;  (22.30) 
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( ) ( ) ( )1
1 2ˆ ,

2
j y yj jj i x

xz
iG

x y A e A e e dξ ξ ξσ ξ ξ ξ ξ
π

+∞
− −

−∞

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ;  (22.31) 

( ) ( ) ( )1
1 2ˆ ,

2
j y yj jj i x

yz
G

x y A e A e e dξ ξ ξσ ξ ξ ξ ξ
π

+∞
− −

−∞

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ .  (22.32) 

Використання закону Гука ( ) ( )0 0ˆ ˆ, ,j j
xz jw x y x y Gσ′ =  та формул (22.27), (22.30)–(22.32) 

у виразах (22.20) дає можливість під час задовольняння крайових умов (22.22), (22.23), (22.24) 
одержати систему лінійних алгебричних рівнянь стосовно функцій ( )j

qA ξ . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1,2 3,6

, 0 , ,..., 1,1,...
j

l
q jj j

q rkj kr
j m q r L

c A F t f t dt j k m lξ ξ ξ
=− = = ′

⎡ ⎤
⎢ ⎥− = = − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ∫ . (22.33) 

Умова (22.25) задовольняється за рахунок складової 0ˆ jw . 
Розв'язок системи (22.33) має вигляд 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1, , , ,

1, 2; 3, 6; , ,..., 1,1,... ,
p

j jp p jp jp
q qr r qr qr

q r L
A a t f t dt a t t

q r p j m l

ξ ξ ξ ξ ξΔ Δ
′

= =

= = = − −

∑∑ ∫
  (22.34) 

де ( )1 ξΔ  – визначник системи (22.33); ( ),jp
qr tξΔ  – відповідні алгебричні доповнення, що сто-

суються функцій стрибка ( )j
rf t ; функції ( )q

kjc ξ , ( ),j
krF tξ , ( ),jp

qra tξ  залежать від пружних 

сталих та геометрії пакету. 
Якщо у суміжних смугах jS  та 1jS −  немає включень, то основні збурені розв’язки у них 

дорівнюють нулю 0 0, 1ˆ ˆ 0j jw w −= =  і тоді умова ідеального механічного контакту (22.24) зво-
диться до умови 

( )1, 1, 1 1, 1, 1
0ˆ ˆ ˆ ˆ, ,j j j j

yz yz jw w y y xσ σ − −′ ′= = = −∞ < < +∞ . 

З урахуванням залежностей (22.32) та (22.30) ці вирази зведуться до системи рівнянь  

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

1 2

1 1 1
1 2

2

,
2

j j

j j

y yj j j i x

y yj j j i x

G
A e A e e d

G
A e A e e d

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ
π

∞
− −

−∞
∞

−− − − −

−∞

⎡ ⎤− + =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
 

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

1 2

1 1
1 2

2

,
2

j j

j j

y yj j i x

y yj j i x

i A e A e e d

i A e A e e d

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ
π

∞
− −

−∞
∞

−− − −

−∞

− ⎡ ⎤+ =⎢ ⎥⎣ ⎦

− ⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
 

або 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

1 1
11 2 1 2

1 1
1 2 1 2 .

j j j j

j j j j

y y y yj j j j
j j

y y y yj j j j

G A e A e G A e A e

A e A e A e A e

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

− −− −
−

− −− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + = − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ = +
 

Це дає розв’язок 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0

21
1 11 1 2

1

21
1 12 1 2

1

1 ,
2

1 .
2

j

j

yj j j
j j j j

j

yj j j
j j j j

j

A G G A G G A e
G

A G G A e G G A
G

ξ

ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

−
− −

−

−−
− −

−

⎡ ⎤= + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Якщо матеріали суміжних смуг однакові ( 1j jG G −= ), то з цих виразів отримуємо 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 2 2,j j j jA A A Aξ ξ ξ ξ− −= = . 

Підставляючи отримані з системи (22.34) значення ( )j
qA ξ  у вирази (22.31) та (22.32), 

будуємо коригувальні напруження 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 2

ˆ ˆ , ,

, , , ,

p

j j jp p
yz xz r r

p r L

jp jpjp
r r r

z i z R z t f t dt

R z t R z t iR z t

σ σ
′

+ =

= +

∑∑ ∫
   (22.35) 

де jp
krR  – цілком регулярні всередині смуги jS  дійсні функції впливу. 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 2

2 1 2

, , , ,
2

, , , .
2

j y yjp jp jp i x
r r r

j y yjp jp jp i x
r r r

G
R z t a t e a t e e d

iG
R z t a t e a t e e d

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ
π

+∞
− −

−∞
+∞

− −

−∞

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
  (22.36) 

Переходячи до локальної повернутої системи координат j j jx O y , всередині смуги jS  
запишемо, 

( ) ( )1 1
0ˆ ˆ ,

j j
p

j j jp p
r j j ry z x z

p r L
i R z z t f t dtσ σ

′

+ = +∑∑ ∫ , 

а у локальній повернутій системі координат j j js O n  –  

( )( ) ( )1 1
0ˆ ˆ ,j j

j j
p

i ij j jp p
r j j j rn z s z

p r L
i e R s in e z t f t dtα ασ σ

′

+ = + +∑∑ ∫ . 

Тому на лінії включення ( 0jn = ) 

( ) ( )1 1
0ˆ ˆ ,j j

j j
p

i ij j jp p
r j j rn z s z

p r L
i e R s e z t f t dtα ασ σ± ±

′

+ = +∑∑ ∫  

і остаточно отримаємо вислідне поле напружень та похідних переміщень на осі включення 

( ) ( )

( ) ( )

3
3

0 0
0

1ˆ ˆ
2 2

ˆ ˆ, , .

j j
j

j j
j j j

p

j
jj j j

jn z s z
jL

i i j j jjp p j
r j j r jn z s z s z

p r L

f s dtii f s
t s

e R s e z t f t dt i w Gα α

σ σ
π

σ σ σ

∗
± ± ∗

′

±±

′

+ = + +
−

′+ + + + =

∫

∑∑ ∫

∓

 (22.37) 

Підставляючи вирази (22.37) в умови взаємодії (22.18), отримаємо систему сингулярних 
інтегральних рівнянь для визначення функцій стрибка ( )j

rf t . Розв'язавши її можна вважати 
визначеним поле напружень і переміщень у довільній точці композиту. 
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Включення, паралельне до межі поділу матеріалів 

Незручність виразів (22.35), (22.37) полягає у тому, що їх не можна використовувати, 
якщо включення розміщене всередині смуги але паралельне до межі поділу матеріалів, оскі-
льки якщо 0jα = , то вісь jS  збігається з лінією 0 jy y= . 

 

 
 

Рис. 22.3. Нахилене включення  
 

Для того, щоб позбутися цього недоліку, розглянемо на осі js  точку ( )0
0j j jO s s=  по-

середині відрізка jL′  (рис. 22.3) і помістимо у неї початок системи координат 0
j j jS O N : 

0j j jS s s= − , j jN n= . Тоді 

( ) 0 0
j ji i

j j j js in e z s eα α+ + + , 0
0 0

j ji i
j j j js e z S e zα α+ = + ,  (22.38) 

де 0
0 0 0

ji
j j jz z s e α= +  – координата точки 0

jO  в основній системі координат xOy . Зокрема, 

коли 0jα = , то 
0

0 0j j j j j js in z S iN z+ + = + + , 0
0 0j j j js z S z+ = + .   (22.39) 

З урахуванням підстановок (22.38), (22.39) виразами (22.35), (22.37) можна користува-
тися вже у довільному випадку. 

Зосереджені сили та дислокації всередині пакету смуг 

Побудуємо однорідний розв'язок для сукупності зосереджених сил та гвинтових дисло-
кацій у смугах пакету. Такий розв'язок 0 jw  розглядатимемо як суму основного однорідного 

00 jw  та коригувального 01 jw . 
Спочатку вкажемо основний розв'язок, поклавши у (22.8) ( ) ( )j

r rf t f tδ= , 3
j if Q= , 

6
j jf b=  звідки  

( ) ( )00 00
2

j j
jj j

yz xz
G b iQ

z i z
z

σ σ
π
−

+ = .  

Це поле напружень від сили jQ  та гвинтової дислокації jb  у початку системи координат 
безмежної однорідної площини з модулем зсуву jG  (тому цей розв'язок наділений верхніми 

індексами "00 "j ). Якщо ж ці чинники діють у точці jz∗ , то замінивши у отриманому вище 

виразі z  на jz z∗− , отримаємо відповідну залежність 
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( ) ( ) ( )
00 00

2

j j
jj j

yz xz
j

G b iQ
z i z

z z
σ σ

π ∗

−
+ =

−
.     (22.40) 

Вважаючи у (22.35) ( ) ( )j
r r jf t f t sδ ∗= − , 3

j j
yf Q= , 6

j jf b= , отримаємо 

( )01 01 1 1,j j j
yz xz r j r

p r
i R z s fσ σ ∗+ = ∑∑ .     (22.41) 

Включення всередині смуги 

Розглянемо включення вздовж відрізка 0L′ , орієнтованого під кутом 0α α=  до краю 
0y =  смуги заввишки 0H  та з модулем зсуву 0G  (рис. 22.4). 

 

 
 

Рис. 22.4 
 
Якщо на межі тіла задані напруження, то крайові умови (22.22), (22.23) набудуть вигля-

ду 

( ) ( )
0

00 10 00 10
0

ˆ ˆ ˆ ˆ0, 0yz yz yz yz
y y H

σ σ σ σ
= =

+ = + = , 

або з урахуванням (22.27) та (22.32) – 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0

*
0 0 30
1 2

*
3

1

1 Re
2 2

1 Re ,
2

i
i x

i
L

i
L

if t eG
A A e d dt

t xe

if t
dt x

te x

α
ξ

α

α

ξ ξ ξ ξ
π π

π
Φ

∞ −
−

−
′−∞

′

⎡ ⎤
⎡ ⎤− + = − =⎢ ⎥⎣ ⎦ −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
= − ≡⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫
 

( ) ( ) ( ) ( )0 0

0

*
0 0 30
1 2 0

0

1 Re .
2 2

H H i x
i

L

if tG
A e A e e d dt x

te x iH
ξ ξ ξ

αξ ξ ξ ξ
π π

Φ
∞

− −

′−∞

⎡ ⎤⎡ ⎤− + = − ≡⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  

Застосувавши до функцій ( ) ( )1 0,x xΦ Φ  подання (13.100), отримаємо 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

0 0

0

*
0 0 3

0 1 2

*
0 0 3

0 1 2
0

1 Re ,
2

1 Re .
2

i x
i

L

H H i x
i

L

if t
G A A e dxdt

te x

if t
G A e A e e dxdt

te x iH

ξ
α

ξ ξ ξ
α

ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ
π

∞

′ −∞

∞
−

′ −∞

⎡ ⎤
⎡ ⎤− + = ⎢ ⎥⎣ ⎦ −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤− + = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ − −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫
 

Тепер з огляду на залежність (13.87), наслідком якої буде вираз 
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( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0

3 6 6 3 0
22

0 0

sin cos *
3 0 6 3 3 6

cos sin1 1Re
cos sin

sign sin sign ,

i x i x
i

H t i t

i f t if t f t t x f t t H
e dx e dx

te x iH t x t H

f t t H if t e e f t f t if t

ξ ξ
α

ξ α ξ α

α α
π π α α

α ξ

∞ ∞

−∞ −∞

− −

⎡ ⎤+ − − + −
⎢ ⎥ = =

− +⎢ ⎥ − + −⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + = +⎣ ⎦

∫ ∫
 

попередні дві залежності дадуть систему двох алгебричних рівнянь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0

0

0

sin0 0 cos
0 1 2 3 0 6

0 0
0 1 2

sin cos
3 0 6

1 sign ,
2

1 sign .
2
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L
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L

G A A f t iG f t e e dt

G A e A e
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ξ α ξ α

ξ ξ

ξ α ξ α

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ

−

′

−

− −

′

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + = − +⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤− + =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − +⎣ ⎦

∫

∫

 

Її розв’язок має вигляд 

( ) ( ){
( ) ( ) }

0
0

sin sin0
0 2 32

sin sin cos
0 6

1

2 1

sign ,

t t
H

L

t t i t

G A f t e e
e

iG f t e e e dt

ξ α ξ α
ξ

ξ α ξ α ξ α

ξ ξ

ξ

−

′

−

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
   (22.42) 
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0

2 sinsin0
0 1 32

2 sinsin cos
0 6

1

2 1

sign .

H tt
H

L

H tt i t

G A f t e e
e

iG f t e e e dt

ξ αξ α
ξ

ξ αξ α ξ α

ξ ξ

ξ

− −−
−

′

− −−

⎡ ⎤− = + +⎢ ⎥⎣ ⎦⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
  (22.43) 

Якщо на межі тіла задані переміщення, то крайові умови (22.22), (22.23) набудуть ви-
гляду 

( ) ( )
0

00 10 00 10
0

ˆ ˆ ˆ ˆ0, 0
y y H

w w w w
= =

′ ′ ′ ′+ = + = . 

Тоді з урахуванням (22.30) 
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і з огляду на залежність (13.87), наслідком якої буде вираз 
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попередні дві залежності з урахуванням перетворення (13.100) дадуть систему двох алгебри-
чних рівнянь 



Розділ V 188 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0

0

0

sin0 0 cos
0 1 2 0 6 3

0 0
0 1 2

sin cos
0 6 3

1 sign ,
2

1 sign .
2

t i t

L

H H

H t i t

L

iG A A G f t i f t e e dt

iG A e A e

G f t i f t e e dt

ξ α ξ α

ξ ξ

ξ α ξ α

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ

−

′

−

− −

′

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + = − −⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤− + =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦

∫

∫

 

Звідси 
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Включення всередині півплощини (півпростору) 

Якщо висота смуги 0H  (див. рис. 22.4) безмежно велика, то на основі (22.42)–(22.45) 
отримаємо вирази для компенсувального збуреного поля напружень від довільно орієнтова-
ного включення всередині півплощини (рис. 22.5) за умови заданих на межі півплощини на-
пружень чи переміщень. У випадку заданих на межі тіла напружень згідно з (22.42), (22.43) 
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Рис. 22.5. Включення всередині півпростору 
 
Тепер, оскільки у випадку півплощини з огляду на те, що 0y > , ( )signξ ξ ω= , 
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то з урахуванням виразів (13.90) 
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Отже, 
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Якщо на межі півплощини задані переміщення, то подібно до попереднього 
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і напруження дорівнюють 
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Отже 
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Помітно, що зміна типу крайової умови на поверхні тіла змінює знак компенсувального 
збуреного поля напружень на протилежний. Тому можна подати єдину форму виразів для 
компенсувального збуреного поля напружень від довільно орієнтованого включення всере-
дині півплощини за умови заданих на межі півплощини напружень ( )0κ =  чи переміщень 
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Якщо підставити у (22.46) вирази ( ) ( )r r jf t f t sδ ∗= − , 5
jf Q= , 6

jf b=  та позначити 
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– вираз для компенсувального поля напружень у півпросторі з модулем зсуву jG , коли у то-

чці jz∗  діє зосереджена сила jQ  та гвинтова дислокація jb  у випадку, якщо на межі півпло-

щини задані напружень ( )0κ =  чи переміщень ( )1κ = . 

22.4. Пакет шарів з міжфазними включеннями  

Загальні засади 

Якщо включення розміщене уздовж відрізку 0L′  межі поділу двох шарів jS  та 1jS − , то 
загальна схема розв'язування задачі повністю зберігається. Певна різниця полягає лише у то-
му, що для побудови основних збурених розв'язків 0ˆ jw  у смузі jS  та 0, 1ˆ jw −  у 1jS −  від вклю-
чення на їх межі використовується розв'язок (22.12) для стрибка напружень і переміщень на 
лінії поділу двох безмежних середовищ з модулями зсуву відповідних смуг ( jG  та 1jG − ): 

( ) ( )

( )
0

0 0
, 1 5 , 1 60 0ˆ ˆ ,

, , , , , 1 .

k
j j j jk k

yt xt
L

k k l m
lm lm k

l m l m

p f t ic f tii dt
t z

G G G
p c z S l m k j j

G G G G

σ σ
π

− −

′

+
+ =

−

= = ∈ = −
+ +

∫
   (22.48) 

Верхній індекс у функціях стрибка відповідає позначенню лінії стрибка (у даному випадку 
0L′ ). 

Вирази, що стосуються у цьому розв’язку верхньої півплощини, віднесемо до основного 
збуреного розв’язку в jS , а вирази, що відповідають у цьому розв’язку нижній півплощині – 

до основного збуреного розв’язку в 1jS − . Наприклад, якщо включення розміщене вздовж лі-

нії 0L′  осі 0x  (між шарами 0S  та 1S− ), то 
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Якщо і на верхньому і на нижньому краях смуги jS  розміщені включення, то кожне з 

них дає свій незалежний внесок у розв'язок 0ˆ jw . Зокрема, якщо окрім включення на осі 0x  
вздовж 0L′  між шарами 0S  та 1S  на осі 1x  вздовж відрізка 1L′  розташоване включення, то 
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Включення, які містяться всередині смуг (шарів) jS , дають свій внесок до 0ˆ jw  за зага-
льним правилом. 

Оскільки розв'язок (22.48) забезпечує умови ідеального механічного контакту на лінії 
розташування включення, то за відсутності включень всередині та на інших межах смуг, що 
пристають до цієї лінії, умови механічного контакту (22.24) повинні задовольняти лише збу-
рені коригувальні розв‘язки 1ˆ jw , тобто, повинні виконуватися умови 
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які спричиняють залежності  
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Включення на межі поділу матеріалів двох смуг 

Нехай уздовж відрізка 0L′  осі x , яка поділяє смуги 0S  та 1S− , розміщене тонке вклю-
чення (рис. 22.6). У цьому випадку основне збурене поле напружень визначається формулами 
(22.48) при 0j = .  

 

 
 

Рис. 22.6. Включення на межі поділу матеріалів двох смуг 
 
Оскільки інших включень у тілі немає, то задовольняння умови ідеального механічного 

контакту на осі x  поза включенням дає згідно з вищенаведеними виразами залежність 
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Зокрема, якщо матеріали однакові ( )0 1G G G−= = , то 
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Застосування до функцій ( ) ( )0 1,x xΦ Φ−  подання (13.100) дає можливість отримати 
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З огляду на (13.90) 
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21 1 1 0 0
1 1 2 0, 1 3 0, 1 6signH i t

L
G A e A p f t i c f t e dtξ ξξ ξ ξ ξ−− − −
− − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + = − −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ∫ . (22.53) 

У частковому випадку однакових матеріалів ( 0 1G G−= ) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0

20 0 0 0
0 1 2 3 0 6

1 sign
2

H i t

L
G A A e f t i G f t e dtξ ξξ ξ ξ ξ

′

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + = −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ∫  
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та 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

21 1 0 0
0 1 2 3 0 6

1 sign
2

H i t

L
G A e A f t i G f t e dtξ ξξ ξ ξ ξ−− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + = − +⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ∫ , 

або з урахуванням (22.51) – 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

20 0 0 0
0 1 2 3 0 6

1 sign
2

H i t

L
G A e A f t i G f t e dtξ ξξ ξ ξ ξ−⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + = − +⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ∫ . 

Тому 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0

2 2
0 0 0

0 1 3 0 62 2

0 1

1 1sign ,
2 1 2 1

;

H H
i t i t

H H
L L

e eG A f t e dt iG f t e dt
e e

H H H

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ

′ ′

−

+ −
= +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= +

∫ ∫
 (22.54) 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

2 2
0 0 0

0 2 3 0 62 2
1 1sign .

2 1 2 1

H H
i t i t

H H
L L

e eG A f t e dt iG f t e dt
e e

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ

− −

′ ′

+ −
= +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫ ∫ . (22.55) 

Якщо на межі пакету задати переміщення, то крайові умови (22.22) набувають вигляду 

( ) ( )
0 1

00 10 0, 1 1, 1ˆ ˆ ˆ ˆ0, 0
y H y H

w w w w
−

− −

= =−
′ ′ ′ ′+ = + = , 

або 

( ) ( )

( ) ( )
( )

0 0

0

0 0
1 2

0 0 0
0, 1 3 0, 1 6

0 0

2

1 Im ,

H H i x

L

i A e A e e d

ip f t c f t
dt

G t x iH

ξ ξ ξξ ξ ξ ξ
π

π

∞
− −

−∞

− −

′

− ⎡ ⎤+ =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤−
⎢ ⎥= −

− +⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
 

( ) ( )

( ) ( )
( )

1 1

0

1 1
1 2

1 0 0
0, 1 3 0, 1 6

1 1

2

1 Im .

H H i x

L

i A e A e e d

ip f t c f t
dt

G t x iH

ξ ξ ξξ ξ ξ ξ
π

π

− −

∞
−− − −

−∞
−
− −

− −′

− ⎡ ⎤+ =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤−
⎢ ⎥= −

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
 

Звідси 

( ) ( )

( ) ( )
( )

0 0

0

0 0
0 1 2

0 0 0
0, 1 3 0, 1 6

0

1 Im ,

H H

i x

L

iG A e A e

ip f t c f t
e dxdt

t x iH

ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ

π

−

∞
− −

′ −∞

⎡ ⎤− + =⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤−
⎢ ⎥= −

− +⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

 

( ) ( )

( ) ( )
( )

1 1

0

1 1
1 1 2

1 0 0
0, 1 3 0, 1 6

1

1 Im .

H H

i x

L

iG A e A e

ip f t c f t
e dxdt

t x iH

ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ

π

− −−− −
−

−∞
− −

−′ −∞

⎡ ⎤− + =⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤−
⎢ ⎥= −

− −⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

 

З огляду на (13.90) 
( )
( ) ( ) ( )1 Im sign sign Hi x i ti i

e dx H i e e
t x iH

ξξ ξα β
β ξ α

π

∞
−

−∞

⎡ ⎤+
⎡ ⎤= − +⎢ ⎥ ⎣ ⎦− +⎣ ⎦

∫ , 
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а тому 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0

20 0 0 0 0
0 1 2 0, 1 6 0, 1 3sign ;H i t

L
iG A A e c f t i p f t e dtξ ξξ ξ ξ ξ− −

′

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + = +⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ∫  (22.56) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

21 1 0 1 0
1 1 2 0, 1 6 0, 1 3sign .H i t

L
iG A e A c f t i p f t e dtξ ξξ ξ ξ ξ−− − −

− − −
′

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + = − +⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ∫  (22.57) 

У випадку однакових матеріалів ( 0 1G G−= ) ці співвідношення дають 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0

20 0 0 0
0 1 2 0 6 3

1 sign ;
2

H i t

L
iG A A e G f t i f t e dtξ ξξ ξ ξ ξ

′

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + = +⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ∫  

та 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

21 1 0 0
0 1 2 0 6 3

1 sign
2

H i t

L
iG A e A G f t i f t e dtξ ξξ ξ ξ ξ−− −

′

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + = − +⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ∫ , 

або з урахуванням (22.51) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

20 0 0 0
0 1 2 0 6 3

1 sign
2

H i t

L
iG A e A G f t i f t e dtξ ξξ ξ ξ ξ−

′

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + = − +⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ∫ . 

Тому 

( ) ( ) ( ) ( )
0

0

0 0

2 200 0 0
0 1 6 32 2

0 1

1 1sign ,
2 1 2 1

;

H H
i t i t

H H
L L

G e eiG A f t e dt i f t e dt
e e

H H H

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ

′ ′

−

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦− = +
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= +

∫ ∫  (22.58) 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

0 0

2 200 0 0
0 2 6 32 2

1 1sign .
2 1 2 1

H H
i t i t

H H
L L

G e eiG A f t e dt i f t e dt
e e

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ

−
−

′ ′

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦− = − +
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫ ∫  (22.59) 

Включення, паралельне до межі півплощини 

Якщо 1H− = ∞  (рис. 22.7), то згідно з попередніми залежностями за довільних умов на 

межі тіла 1
1 ( ) 0A ξ− =  і з (22.50) отримуємо 

0 0 1 0 0
1 0, 1 2 2 0, 1 2

1
1

1

( ) ( ), ( ) 2 ( ),

.m
m

m

A G A A p A

G G
G

G G

ξ ξ ξ ξ−
− −= =

−
=

+

   (22.60) 

 

 
 

Рис. 22.7. Включення, паралельне до межі півплощини 
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Зокрема, коли матеріали смуги і півплощини однакові, то у випадку заданого на межі пів-
площини 0y H=  навантаження з виразів (22.54), (22.55) при 1H− → ∞  отримуємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0

20 0 0 0
1 0 2 3 0 6

10, sign
2

H i t

L
A G A e f t iG f t e dtξ ξξ ξ ξ ξ−

′

⎡ ⎤= = −⎣ ⎦∫ . (22.61) 

У випадку заданих на границі тіла переміщень з виразів (22.58), (22.59) при 1H− → ∞  отри-
муємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0

0

20 0 0 0
1 0 2 0 6 3

10, sign .
2

H i t

L
A iG A e G f t i f t e dtξ ξξ ξ ξ ξ−

′

⎡ ⎤= − = +⎣ ⎦∫  (22.62) 

Оскільки на основі формул (22.31), (22.32) і залежностей 1
1 ( ) 0A ξ− = , 0

1 ( ) 0A ξ = , 
1 0

2 2( ) ( )A Aξ ξ− =  для довільної точки тіла 

1 00
2

1 00
2

ˆ ( ) ( ) ,
2

ˆ ( ) ( )
2

yj i x
yz

yj i x
xz

G
z A e e d

iG
z A e e d

ξ ξ

ξ ξ

σ ξ ξ ξ
π

σ ξ ξ ξ
π

∞
−

−∞
∞

−

−∞

=

= −

∫

∫
  ( 0, 1)j = − ,   (22.63) 

то у випадку заданих на межі тіла напруженнях згідно з (22.61) та (13.90) з огляду на те, що 

02 0H y− >  і тому ( ) ( )0 02 2H y H yξ ξ− = − , а також ( )0sign 2 1H y− = , ( )signξ ξ ξ= , 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

0

0

0 0

21 0 0
3 0 6

0* 0*
3 3

00

1ˆ ( ) sign
4

1 1Re Re ,
2 2 22

H yj i x i t
yz

L

L L

z f t iG f t e e e d dt

if t if t
dt dt

t z iHt x i H y

ξ ξ ξσ ξ ξ
π

π π

∞
− − −

′ −∞

′ ′

⎡ ⎤= − =⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − ⎢ ⎥ = − ⎢ ⎥

− −⎡ ⎤− + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

0

0

0

0

0

21 0 0
3 0 6

20 0
0 6 3

0 0 0*
0 6 3 3

00

ˆ ( ) sign sign
4

1 sign
4

1 1Im Im
2 2 22

H yj i x i t
xz

L

H y i x i t

L

L

iz f t iG f t e e e d dt

G f t i f t e e e d dt

G f t if t if t
dt

t z iHt x i H y

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

σ ξ ξ ξ
π

ξ ξ
π

π π

∞
− − −

′ −∞

∞
− − −

′ −∞

′

⎡ ⎤= − − =⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + =⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
= − ⎢ ⎥ = ⎢ ⎥

− −⎡ ⎤− + −⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫

∫
0

.
L

dt
′ ⎥
∫

 

Більш стисло отримані залежності можна подати так: 

( ) ( )

0 0

0* 0*
1 1 3 3

0 0

1ˆ ˆ( ) ( ) .
2 2 2 2

j j
yz xz

L L

if t f tiz i z dt dt
t z iH t z iH

σ σ
π π′ ′

⎡ ⎤
+ = − =⎢ ⎥

− − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  

Задання на межі півплощини переміщень дає можливість отримати цілком подібним 
чином 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

0

0

0

0

0 0

21 0 0
0 6 3

20 0
3 0 6

0* 0*
3 3

00

ˆ ( ) sign sign
4

1 sign
4

1 1Re Re ,
2 2 22

H yj i x i t
yz

L

H y i x i t

L

L L

iz G f t i f t e e e d dt

f t iG f t e e e d dt

if t if t
dt dt

t z iHt x i H y

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

σ ξ ξ ξ
π

ξ ξ
π

π π

∞
− − −

′ −∞

∞
− − −

′ −∞

′ ′

⎡ ⎤= + =⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − =⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥ = ⎢ ⎥

− −⎡ ⎤− + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

0

0

0 0

21 0 0
0 6 3

0 0 0*
0 6 3 3

00

1ˆ ( ) sign
4

1 1Im Im ,
2 2 22

H yj i x i t
xz

L

L L

z G f t i f t e e e d dt

G f t if t if t
dt dt

t z iHt x i H y

ξ ξ ξσ ξ ξ
π

π π

∞
− − −

′ −∞

′ ′

⎡ ⎤= + =⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
= ⎢ ⎥ = − ⎢ ⎥

− −⎡ ⎤− + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫
 

( ) ( )

0 0

0* 0*
1 1 3 3

0 0

1ˆ ˆ( ) ( ) .
2 2 2 2

j j
yz xz

L L

if t f tiz i z dt dt
t z iH t z iH

σ σ
π π′ ′

⎡ ⎤
+ = = −⎢ ⎥

− − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  

В остаточному підсумку, за умови заданих на межі півплощини напружень ( 0)κ =  чи 
переміщень ( 1)κ = , отримуємо універсальну залежність 

'
0

0*
1 1 5

0

( )ˆ ˆ( ) ( ) ( 1)
2 2

j j
yt xt

L

f tiz i z dt
t z iH

κσ σ
π

+ = −
− +∫ .   (22.64) 

Це свідчить, що зміна типу крайової умови на краю півплощини (півпростору) спричиняє 
зміну знака збуреного коригувального поля. Вирази (22.64) збігаються на осі x  з виразами 

( ) ( ) ( ) ( )
0

*
11 3 6( 1) , ~

2 L

i P t x f t i f t dt Gκ μ μ
π ′

⎡ ⎤− − −⎣ ⎦∫  

для відповідного поля, обчисленого на основі формул (3.2) [951], а також (20.17), (20.18). 
Якщо матеріали смуги 0S  та півплощини 1S−  різні, то у разі заданих на межі пакету на-

пружень крайова умова (22.52) з огляду на (22.60) дає  
0 0 1 0 0 1
1 0, 1 2 2 0, 1 2 1( ) ( ), ( ) 2 ( ), ( ) 0;A G A A p A Aξ ξ ξ ξ ξ− −

− −= = =   (22.65) 

0 '
0

0 0 0 0
0 2 0, 1 3 0, 1 62

0, 1

1( ) [ ( ) sign( ) ( )] i t
H

L

G A p f t i c f t e dt
e G

ξ
ξ

ξ ξ ξ− −
−

= −
−

∫ .  (22.66) 

Якщо ж на границі пакету задані переміщення, то з урахуванням (22.65) та (22.56), маємо 

0 '
0

0 0 0 0
0 2 0, 1 6 0, 1 32

0, 1

1( ) [ ( ) sign( ) ( )] i t
H

L

iG A c f t i p f t e dt
e G

ξ
ξ

ξ ξ ξ− −
−

− = +
+

∫ .   (22.67) 

Якщо матеріали смуги і півплощини однакові, то у випадку заданого на межі півплощи-
ни 1y H−= −  навантаження з виразів (22.54), (22.55) при 0H →∞  (рис. 22.8) отримуємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

20 0 0 0
2 1 1 3 1 6

10, sign
2

H i t

L
A G A e f t iG f t e dtξ ξξ ξ ξ ξ−−

− −
′

⎡ ⎤= = +⎣ ⎦∫ .    (22.611) 

У випадку заданих на границі тіла переміщень з виразів (22.58), (22.59) при 0H →∞  отриму-
ємо 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

0

20 0 0 0
2 1 1 1 6 3

10, sign .
2

H i t

L
A iG A e G f t i f t e dtξ ξξ ξ ξ ξ−−

− −
′

⎡ ⎤= − = − −⎣ ⎦∫     (22.621) 

 

 
 

Рис. 22.8. Включення, паралельне (компланарне) до межі півплощини 
 
Компенсувальні збурені напруження у довільній точці обчислюються тепер на основі 

формул 

1 01
1

1 01
1

ˆ ( ) ( ) ,
2

ˆ ( ) ( )
2

yj i x
yz

yj i x
xz

Gz A e e d

iGz A e e d

ξ ξ

ξ ξ

σ ξ ξ ξ
π

σ ξ ξ ξ
π

∞
− −−

−∞
∞

− −−

−∞

= −

= −

∫

∫
  ( 0, 1)j = − ,  (22.631) 

що з урахуванням (22.611), (22.621) дає 

'
0

0*
1 1 5

1

( )ˆ ˆ( ) ( ) ( 1)
2 2

j j
yt xt

L

f tiz i z dt
t z iH

κσ σ
π −

+ = −
− −∫ .   (22.641) 

Вираз (22.641) можна також отримати з (22.64) заміною 0 1H H−→ . 

Вирази (22.64) і (22.641) для точок на межі півплощини ( *
0z z x iH= = +  для формули 

(22.64) та *
1z z x iH−= = − ) зводяться до однакових залежностей 

'
0

0*
1 1* * 5

*

( )ˆ ˆ( ) ( ) ( 1)
2

j j
yt xt

L

f tiz i z dt
t z

κσ σ
π

+ = −
−

∫ . 

22.5. Приклади 

Пружне стрічкове включення, компланарне до поверхні пружного півпростору 

Розглянемо тонке пружне включення з модулем зсуву BG , компланарне до поверхні 
пружного півпростору з модулем зсуву G  і розташоване на відстані H  від неї (рис. 22.9). 

Вісь серединного перерізу стрічки розташована вздовж відрізка [ ; ]L a a′ = − . Товщина 
включення ( )2h x . Внаслідок формул (22.21), (22.12) та (22.641) вислідне поле напружень в 
тілі задається виразом 
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( )
' '
0 0

* *
0 0 3 3

*
3 3 6

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 1 ,

2 2 2

( ) ( ) ( ),

yt xt yt xt
L L

f t f ti iz i z z i z dt dt
t z t z iH

f t f t iGf t

κσ σ σ σ
π π

+ = + + + −
− − −

= +

∫ ∫
 (22.68) 

де 0κ =  стосується випадку заданих на границі тіла напружень, 1κ =  – переміщень. Значен-
ня компонент тензора напружень на лінії 0y =  згідно з формулою Сохоцького – Племеля пі-
сля поділу на дійсну та уявну частини дорівнюють 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

' '
0 0

' '
0 0

0 6
3 1

0 3
6 2

( )1 1( ) ( ) ( ) 1 , ,
2 2

( )1( ) ( ) ( ) 1 , ;
2 2
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∓

  (22.69) 
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  (22.70) 

 

 
 

Рис. 22.9. Включення, паралельне (компланарне) до межі півплощини 
 

Тому з використанням умов взаємодії (15.1) для тонкого пружного включення отримаємо си-
стему двох сингулярних інтегральних рівнянь для визначення функцій стрибка 
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Розв'язок системи рівнянь (22.71) шукаємо у вигляді рядів (20.29) на основі методу ко-
локацій. Здійснене обчислення безрозмірних узагальнених КІН (УКІН) біля правого краю 
включення ( )0

3, 1, 2j
iK i =  для двох типів крайових умов (а – завантажений або вільний край; б 

– защемлений край) та трьох способів навантажування ( j = 1 – до берегів включення прикла-

дене напруження nzσ τ= ; j = 2 – , 0yz xzσ τ σ∞ ∞= = ; j = 3 – 10,yz xzσ σ τ∞ ∞= = ) у комбінаціях від 

1а до 3б. Для навантажень 1 і 2 ( ) ( )0
3,3, , 1, 2j

iiK K a i jτ π= = ; для навантаження 3 – 

( ) ( )03
3, 3, 1 , 1, 2i iK K a i jτ π= = . 

Досліджений вплив відносної жорсткості включення Вk G G= ; відносної глибини його 
залягання H aλ = ; відносної товщини центральної частини 0h a = 0,01; 0,1. Навантаження 
за способом 1 і 2 еквівалентні за куту орієнтації включення 0α = , а при / 2α π=  еквівалент-
ні навантаження способів 1 і 3. Профіль включення – еліптичний ( 1β = ). Розрахунки здійс-
нені з точністю, не меншою за 1%. 

Загальні тенденції. Розрахунки засвідчили, що зі збільшенням λ  значення УКІН пря-
мують до відповідних значень для включень у необмеженому просторі. Вже при λ =5 різниця 
таких розв'язків не перевищує 1%, перебуваючи у межах обраної точності обчислень. 

В усіх випадках зі збільшенням k  значення УКІН прямують до значень, що відповіда-
ють абсолютно жорсткому включенню; якщо ж 1k ≤ , то 3,2 0K = ; якщо 1k = , то УКІН дорі-
внюють нулю; при 0k →  УКІН 3,1K  прямує до значення класичного КІН 3K  відповідної за-
дачі теорії тріщин. 

Якщо 1k → , то вплив вільної поверхні на УКІН зменшується. 
 

Таблиця 22.1  
 

( )02
3,1 3,1K K aτ π=  ( )0

3 3K K aτ π=  ( )02 0 0
3,1 3 3 100%K K K⎡ ⎤− ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

  
H aλ =  

умова а умова б умова а умова б умова а умова б 
0,75 1,1387 0,89589 1,0494* 1,04938* 7,84* 17,13* 
1,00 1,0912 0,92440 1,0703 0,96094 1,95 3,95 
1,25 1,0640 0,94383 1,0576 0,95520 0,99 1,20 
1,50 1,0471 0,95718 1,0448 0,96142 0,22 0,44 
1,75 1,0360 0,96654 1,0350 0,96835 0,10 0,19 
2,00 1,0283 0,97327 1,0278 0,97412 0,05 0,09 
2,50 1,0187 0,98126 1,0186 0,98220 0,001 0,10 
3,00 1,0132 0,98709 1,0132 0,98717 0,000 0,008 
3,50 1,0098 0,99033 1,0098 0,99037 0,000 0,004 
4,00 1,0076 0,99251 1,0076 0,99252 0,000 0,001 

 
Не защемлена межа (крайова умова а, 0κ = ). Табл. 22.1 у другому, четвертому та 

шостому стовпчиках містить знерозмірені значення ( )02
3,1 3,1K K aτ π= , обчислені при 0α =  

для 710k −=  (матеріал включення практично абсолютно податний), та ( )0
3 3K K aτ π= , 

отримані для тріщини на основі асимптотичного виразу (VІІІ.82) [706] чи формули до рис. 
5.44 [589].  

( ) ( )
2 3 4

5
3 1 sin 2 9cos 2

8 16 128
K a Oλ λ λτ π α α λ

− − −
± −⎡ ⎤
= + ± + − +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
,  (22.73) 
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придатного за 1λ >  та 1-го способу навантажування, і відносну різницю цих значень у відсо-
тках. Навантаження відповідає способам 1а або 2а. Зірочкою відзначені значення, які одер-
жані за межами істинності асимптотичного виразу. Видно, що зменшення λ  збільшує різни-
цю між розв'язками, хоча навіть при 1λ =  вона дуже незначна (менша від 2%). Зате на відмі-
ну від асимптотичного методу великих λ  метод колокацій можна успішно застосовувати і 
коли 1λ < . 

На рис. 22.10 – 22.16 зображена залежність від k  та λ  ненульових значень зведених 
(безрозмірних) УКІН ( )0

3, 1, 2; 2,3j
iK i j= =  для випадку а (півпростору з не защемленим кра-

єм), коли включення еліптичного профілю компланарне до його межі ( 0α = ). У цьому випа-
дку навантаження типу 1 і 2 еквівалентні.  

Рис. 22.10 – 22.13 стосуються випадку 0/a h = 100; рис. 22.14 – 22.16 – 0/a h = 10. Рис. 
22.10 – 22.12 та 22.14 – 22.16 дають залежність УКІН від відносної жорсткості включення k  
для дев'яти різних значень відносної глибини залягання включення: λ = 0,1; 0,15; 0,25; 0,5; 
0,75; 1,00; 1,25; 1,50; 10. 

 

Рис. 22.10 Рис. 22.11 
 

  
Рис. 22.12 Рис. 22.13 
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Рис. 22.14 Рис. 22.15 

 
Для відмінності на рис. 22.13 відображена залежність УКІН від відносної глибини заля-

гання включення H aλ =  для випадку 0/a h = 100 і восьми значень відносної жорсткості 

включення: 710k −=  (тріщина); 410− ; 310− ; 210− ; 0,1; 0,2; 0,5; 710  (абсолютно жорстке вклю-
чення).  

 

 
 

Рис. 22.16 
 

Помітно, що з прямуванням k  до нуля 0
3,1

jK  прямує до відповідного значення КІН 3K  
для тріщини без огляду на відносну товщину включення і чим тонше включення, тим швидше 
досягається ця границя. При 1k =  всі УКІН дорівнюють нулю. Якщо k →∞ , то граничне 
значення 0

3,1
jK  для абсолютно жорсткого включення залежить від його товщини: для еліптич-

ного профілю 02
3,1 0K h a→ − . 

Наближення включення до поверхні півпростору сприяє збільшенню абсолютних зна-
чень 02

3,iK  та зменшенню 03
3,2K . Якщо у безмежному масиві 02

3,2 0K = , то присутність не заще-
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мленого краю хоч і незначно, але збурює відповідний УКІН (рис. 22.15), причому він набуває 
від'ємних, хоч і доволі малих значень. 

Защемлена межа (крайова умова б, 1κ = ). Подібно до того, як це зроблено у [706], 
для такого типу крайової умови стосовно 1-го способу навантажування можна побудувати 
асимптотичну формулу  

( ) ( )
2 3 4

5
3 1 sin 2 9cos 2

8 16 128
K a Oλ λ λτ π α α λ

− − −
± −⎡ ⎤
= − + + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∓ ,  (22.74) 

слушну, так само як і (22.73), за 1λ > . 
 

 

 
 

 
Рис. 22.17 Рис. 22.18 

 
Формули (22.73), (22.74) можна подати єдиним виразом 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 3 4

5
3 1 1 1 sin 2 1 9cos 2

8 16 128
K a Oκ κ κλ λ λτ π α α λ

− − −
± −⎡ ⎤
= + − ± − + − − +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Табл. 22.1 у третьому, п’ятому та сьомому стовпчиках містить значення 

( )02
3,1 3,1K K aτ π= , обчислені при 0α =  для 710k −=  (практично абсолютно податний ма-

теріал), та безрозмірні значення ( )0
3 3K K aτ π= , отримані для тріщини на основі асимпто-

тичного виразу (22.74) та відносну різницю цих значень у відсотках. Вважалося, що наванта-
ження відповідає способам 1б або 2б. Зірочкою відзначені значення, які одержані за межами 
істинності асимптотичного виразу. Видно, що зменшення λ  збільшує різницю між розв'язка-
ми, хоча навіть при 1λ =  вона дуже незначна (менша від 4%). Зате на відміну від асимптоти-
чного методу великих λ  метод колокацій можна успішно застосовувати і коли λ <1. 

Порівняння з результатами розрахунку задачі а свідчить, що у випадку защемленої гра-
ниці різниця розв'язків приблизно удвічі більша, ніж у випадку не защемленої межі. 

Результати обчислення залежності УКІН 01
3, ( 1, 2)iK i =  від k  для дев'яти різних значень 

λ  подані на рис. 22.17, 22.18. Розрахунки підтвердили загальні тенденції зміни УКІН у зале-
жності від k  та λ . На відміну від випадку 1а і 2а у розглядуваному випадку 1б і 2б з набли-
женням включення до защемленої поверхні 01

3,1K  зменшується. Для k <1 КІН 01
3,1K  >0, 01

3,2K  

<0; якщо k >1, то 01
3,1K  <0, 01

3,2K  >0. При k →∞  УКІН 01
3,1K 0h a→ − , а значення УКІН 01

3,2K  
для малих λ  (λ <0,25) характеризуються нестійкістю, яка проявляється тим швидше, чим 
ближче до межі тіла розташоване включення.  
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Рис. 22.19 подає залежність УКІН 01
3,1K  від відносної глибини залягання включення 

H aλ =  для випадку 0h a = 0,1 і десяти значень відносної жорсткості включення: 710k −=  

(тріщина); 310− ; 210− ; 0,1; 0,2; 0,5; 1; 2; 5; 710  (абсолютно жорстке включення).  
 

 
 

Рис. 22.19 
 
Метод колокацій засвідчив високу ефективність під час розв'язування відповідних син-

гулярних інтегральних рівнянь. Для забезпечення в обчисленому значенні УКІН точності у 5 
значущих цифр для тріщини ( 710k −= ), паралельної до межі тіла, виявилося достатнім для 
λ =0,1 взяти N = 25 членів ряду за поліномами Чебишева з виділеною кореневою особливіс-
тю; для λ =0,25 – N = 15; λ =0,5...0,75 – N = 10; λ ≥ 1 – N = 5. 

Зіставлення результатів розрахунку КІН для тріщини з використаними для цієї ситуації 
асимптотичними формулами для 1λ >  (22.73) і (22.74) (табл. 22.1 та лінія на рис. 22.19, що 
відповідає формулі (22.74)) засвідчує надійність побудованої розрахункової схеми також і 
для малих значень параметра λ . Щоправда, близькість до жорстко защемленої межі вимагає 
збільшення порівняно з вільною межею кількості членів розвинення. За однакових порядків 
алгебричних систем защемлення межі півплощини викликає набагато більшу похибку.  

Пружне стрічкове включення, нахилене до межі півпростору 

Розглянемо тонке пружне включення завширшки 2a  з модулем зсуву ВG  у пружному 
півпросторі з модулем зсуву G . Вісь включення розміщена на відстані H  від межі півпрос-
тору, а його серединна поверхня (лінія L′ ) нахилена до поверхні під кутом α  (рис. 22.20). 
Товщина включення ( )2h x . 

У основній системі координат xOy  вислідне поле напружень у тілі задається виразом 

( )
' '
0 0

* *
0 0 3 3( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 1
2 2yz xz yz xz i i

L L

f t f ti iz i z z i z dt dt
te z te z

κ
α ασ σ σ σ

π π
+ = + + + −

− −∫ ∫ . (22.75) 

Тут 0κ =  відповідає заданим на межі тіла напружень; 1κ =  – переміщень. 
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Рис. 22.20. Включення, нахилене до межі півпростору 
 
У повернутій системі координат sOn  

( )

( )

' '
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 1 ,

2 ( ) 2 ( )

, ( ) ( ) ( ) ( ) .

nz sz nz sz i
L L

i i
nz sz yz xz

f t f ti iz i z z i z dt dt
t s in te s in

s in x iy e z i z z i z e

κ
α

α α

σ σ σ σ
π π

σ σ σ σ

−

−

+ = + + + −
− + − +

⎡ ⎤+ = + + = +⎣ ⎦

∫ ∫
(22.76) 

З огляду на це граничні значення напружень на осі s  з урахуванням формули Сохоць-
кого – Племеля дорівнюють 

( )
' '
0 0

* *
0 0 * 3 3

3 2
( ) ( )1( ) ( ) ( ) 1

2 2 2nz sz nz sz i
L L

f t f ti ii s i s f t dt dt
t s te s

κ
ασ σ σ σ

π π
± ±

−+ = + + + −
− −∫ ∫∓ , 

або після поділу на дійсну та уявну частини – 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

' '
0 0

' '
0 0

0 6
3 1

0 3
6 2

( )1 1( ) ( ) ( ) 1 , ,
2 2

( )1( ) ( ) ( ) 1 , .
2 2

nz nz r r
rL L

sz sz r r
rL L

Gf t
s s f s dt k s t f t dt

t s

f tGs s f s dt k s t f t dt
t s

κ

κ

σ σ
π

σ σ
π

= − + −
−

= + + −
−

∑∫ ∫

∑∫ ∫

∓

∓

  (22.77) 

Тут 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

13 26 132 2

23 16 232 2

cos 2 sin 2 sin 2 cos 2
, , , , ,

2 cos 2 sin 2

cos 2 cos 2 sin 2 sin 2
, , , , .

2 cos 2 sin 2

t s s
k s t k s t Gk s t

t s s

t s s
k s t k s t Gk s t

t s s

α α α α

π α α

α α α α

π α α

− +
= − = −

⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦
− −

= =
⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (22.78) 

Зробимо заміни 0 0 0 0, , sins s S t t T s t H α= + = + = = , вводячи локальну систему коор-
динат з початком в центрі 0s s=  відрізка L′ . Тоді з огляду на залежності 

( )
( )

2
1

2

cos 2 , 2 sin 2 sin ,

sin 2 , 2 cos sin 2

t s T T S T S H S

s T T S H S

α α α

α α α

− = ≡ − + +

= ≡ +
   (22.79) 

отримаємо: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 *6
3 1

3,6

0 *3
6 2

3,6

( )1 1( ) ( ) ( ) 1 , ,
2 2

( )1( ) ( ) ( ) 1 , ;
2 2

a a

nz nz r r
ra a

a a

sz sz r r
ra a

Gf T
S S f S dT k S T f T dT

T S

f TGS S f S dT k S T f T dT
T S

κ

κ

σ σ
π

σ σ
π

=− −

=− −

= − + −
−

= + + −
−

∑∫ ∫

∑∫ ∫

∓

∓

 (22.80) 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

* 1 2 * *
13 26 132 2

1 2

* 1 2 * *
23 16 232 2

1 2

, sin 2 , cos2
, , , , ,

2 , ,

, cos 2 , sin2
, , , , .

2 , ,

T T S T T S
k S T k S T Gk S T

T T S T T S

T T S T T S
k S T k S T Gk S T

T T S T T S

α α

π

α α

π

+
= − = −

⎡ ⎤+⎣ ⎦
−

= =
⎡ ⎤+⎣ ⎦

 (22.81) 

У тому випадку, якщо включення паралельне до межі тіла (α = 0)  
( ) ( )1 2, , , 2T T S T S T T S H= − =     (22.82) 

і тоді ядра (22.81) інтегрального рівняння набувають вигляду  

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

* * *
13 26 132 2

1 2

* * *
23 16 232 2

1 2

2, , , , ,
2 , ,

, , , , .
2 , ,

Hk S T k S T Gk S T
T T S T T S

T Sk S T k S T Gk S T
T T S T T S

π

π

= − = −
⎡ ⎤+⎣ ⎦

−
= =

⎡ ⎤+⎣ ⎦

 

Заміна ~ , ~S x T y  свідчить про те, що вище отримані вирази збігаються з (22.70) і залежнос-
тями (22.80), (22.81) можна користуватися також у випадку включення, паралельного до межі 
тіла. 

Скориставшись умовами взаємодії (15.1) ((5.5), (6.8) [951]), записаними в системі коор-
динат ( sn ), одержимо з використанням (22.80), (22.81) систему сингулярних інтегральних рі-
внянь для тонкого пружного включення 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( )

6
6 1 6

3,6

3
3 2 3

3,6

( )1 ( ) 1 , ,

( )1 1 ( ) 1 , ; ;

a S a

r r
ra a a

a S a

r r
ra a a

f T kdT f S dS K S T f T dT F S
T S h

f T
dT f T dT K S T f T dT F S S a a

T S kh

κ

κ

π

π

=− − −

=− − −

− + − =
−

− + − = ∈ −
−

∑∫ ∫ ∫

∑∫ ∫ ∫
(22.83) 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

0 0 *В В
6

0
0 0 *

3 1

* 1 2
16 23 23 2 2

1 2

2
26 13

1 ( ) ( ) , ,

( )2 ( ) ( ) ( ), 0, ( ) ,
max 1,

, cos 2 , sin 2
, , 2 , ,

, ,

,

nz nz

c c sz
sz sz sz sz

G GF S k S ih S ih w k
h G

a
F S a S ih S ih w a

k k

T T S T T S
K S T K S T k S T

T T S T T S

K S T G K S

σ σ

σ
σ σ σ σ

α α

π

−

− −

⎧ ⎫⎡ ⎤= − + + − − =⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭

−
= − − + − − = − =

−
= − = − = −

⎡ ⎤+⎣ ⎦

= ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

* 1 2
13 2 2

1 2

, sin 2 , cos 2
, 2 , .

, ,

T T S T T S
T Gk S T G

T T S T T S

α α

π

+
= − =

⎡ ⎤+⎣ ⎦

         (22.84) 

У випадку горизонтального включення 0α = , ~ , ~S x T y  ядра  
( ) ( )1 2, , , ( 3, 6)r rK S T K S T r =   

збігаються з відповідними ядрами ( ) ( )1 2, , ,r rK x y K x y  у (22.72) і система сингулярних інтег-
ральних рівнянь (22.83) збігається із системою (22.71) для включення, паралельного до межі 
тіла. 

Розв'язок системи рівнянь (22.83), (22.84) можна шукати у вигляді рядів (20.29) на осно-
ві методу колокацій. Здійснене обчислення безрозмірних узагальнених КІН (УКІН) біля бли-
жчого до поверхні (знак “+”) та віддаленого від поверхні (знак “–“) краю включення 
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0
3, ( 1, 2; 1,2,3)j

iK i j± = =  для одного типу крайових умов (а – завантажений або вільний край) 
та трьох способів навантажування ( j = 1 – до берегів включення прикладене напруження 

nzσ τ= ; j = 2 – , 0yz xzσ τ σ∞ ∞= = ; j = 3 – 10,yz xzσ σ τ∞ ∞= = ). Для навантажень 1 і 2 

( ) ( )0
3,3, , 1, 2j

iiK K a i jτ π± ±= = ; для навантаження 3 – ( ) ( )03
3, 3, 1 1,2i iK K a iτ π± ±= = . 

 

 
Рис. 22.21 

 

Рис. 22.22 
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Досліджений вплив відносної жорсткості включення Вk G G= ; кута орієнтації α ; для 
відносної глибини його залягання H aλ = =1,25 та відносної товщини центральної частини 

0h a = 0,1. Навантаження за способом 1 і 2 еквівалентні при θ α= − =0, а при 2α π= ±  екві-
валентні навантаження способів 1 і 3. Профіль включення – еліптичний (β = 1). Розрахунки 
здійснені з точністю не меншою за 1%. 

 

Рис. 22.23 
 

Рис. 22.24 
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Загальні тенденції зміни УКІН такі ж, як і для включення горизонтальної орієнтації. Бі-
льшим є абсолютне значення УКІН на краю того включення, який ближчий до вільної чи за-
вантаженої поверхні. 

На рис. 22.21 – 22.25 зображені залежності від відносної жорсткості включення 
Bk G G=  та кута орієнтації включення θ α= −  ненульових значень зведених (безрозмірних) 

УКІН 0
3, ( 1, 2; 1,2,3)j

iK i j± = =  для півпростору з незащемленим краєм.  
Рис. 22.21 стосується першого способу навантаження, якщо навантаження прикладене 

по поверхні включення. Тут подана залежність 01
3,1K ±  від θ  для тринадцяти значень відносної 

жорсткості включення k = 710 ; 1000; 100; 10; 5; 2; 1; 0,5; 0,2; 0,1; 0,01; 0,001; 710−  (тріщина). 
За такого навантаження напружений стан біля вістря дефекту найменшою мірою чутливий до 
орієнтації включення, а тому УКІН дуже слабо залежить від орієнтації неоднорідності. Помі-
тне лише те, що наближення краю включення до вільної поверхні незначно збільшує 01

3,1K ± >0, 

причому завжди 01 01
3,1 3,1K K+ −> , якщо тільки 0θ ≠  ( 0α ≠ ). 

 

 
Рис. 22.25 

 

Рис. 22.22, 22.23 стосуються другого способу навантаження 
0yz yz y

σ σ τ∞ ∞
=

= = . Тут по-

дана залежність 02
3,1K ±  (рис. 22.22) та 02

3,2K ±  (рис. 22.23) від θ  для тих самих тринадцяти зна-

чень відносної жорсткості включення k = 710 ; 1000; 100; 10; 5; 2; 1; 0,5; 0,2; 0,1; 0,01; 0,001; 
710−  (тріщина). Збільшення кута нахилу до поверхні монотонно зменшує до нуля абсолютне 

значення УКІН 02
3,1K  та монотонно збільшує від нуля абсолютне значення 02

3,2K <0. Оскільки 

при 0θ =  ( 0α = ) на обох кінцях включення 02 02
3,1 3,1K K+ −= , 02 02

3,2 3,2 0K K+ −= = , то для УКІН 
02
3,1K ±  початкові та кінцеві значення однакові і різна тільки швидкість їх зміни УКІН. Цікаво, 

що для нахиленого до завантаженої поверхні включення УКІН 02 02
3,2 3,2K K+ −<  (для порівнян-

ня на рис. 22.23 залежність 02
3,2K +  подана штриховою лінією). 
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За третього способу навантаження 10xz xz y
σ σ τ∞ ∞

=
= =  (рис. 22.24, 22.25) картина зворот-

на: збільшення кута нахилу до поверхні збільшує від нуля УКІН 03
3,1K ±  та зменшує до нуля 

абсолютне значення 03
3,2K ± . Тут подані залежності 03

3,1K ± , 03
3,2K ±  від логарифма відносної жор-

сткості k  для одинадцяти значень кута орієнтації ( )1 20pθ α π= − = −  ( 1, 2,...,11p = ). Для 

податних включень УКІН 03
3,1K +  істотно більший від УКІН 03

3,1K −  для віддаленого вістря. Так 
само, як і для навантаження другого типу у нахиленому до вільної поверхні включення УКІН 

02 02
3,2 3,2K K+ −< . 

22.6 Побудова однорідних розв’язків (антиплоска задача) 

Структура сингулярних інтегральних рівнянь задачі для пружних стрічкових включень 
у шаруватих середовищах загалом однакова. Різняться вони для різних задач конкретним ви-
глядом ядер і правими частинами, які, у свою чергу, залежать передусім від однорідного 
розв’язку відповідної задачі. Загальна методика побудови таких розв’язків міститься у п. 22.3 
– вона тотожна методиці побудови збурених розв’язків у шаруватому середовищі, вважаючи, 
що однорідний розв’язок є сумою основного однорідного поля та збуреного однорідного, 
який, у свою чергу, є сумою основного збуреного однорідного і коригувального збуреного 
однорідного. Розглянемо цю техніку на декількох важливих прикладах. 

Зосереджена сила в точці безмежного простору 

Розглянемо спочатку випадок, коли зосереджена сила Q  діє у початку координат необ-
меженого простору з модулем зсуву ~jG G  уздовж осі z  (рис. 22.26). Тоді згідно з виразами 
(22.31), (22.32) при 0y >  отримуємо такі вирази для подання ненульових компонент тензора 
напружень 

0 0
1 1( ) , ( ) .

2 2
y yj ji x i x

yz xz
G iGA e e d A e e dξ ξξ ξσ ξ ξ ξ σ ξ ξ ξ
π π

∞ ∞
− −− −

−∞ −∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫  (22.85) 

 

 
 

Рис. 22.26 
 
У випадку 0y <  подання мають вигляд 

0 0
2 2( ) , ( )

2 2
y yj ji x i x

yz xz
G iGA e e d A e e dξ ξξ ξσ ξ ξ ξ σ ξ ξ ξ
π π

∞ ∞
− −

−∞ −∞

⎡ ⎤= = − ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ .  (22.86) 

Дію сили змоделюємо крайовою умовою (функцією стрибка) на лінії 0y = , що прохо-

дить через лінію її дії: ( )0 0
yz yz Q xσ σ δ+ −− = − . На рис. 22.27 зображено додатні напрями дотич-

них напружень на елементах середовища у областях, які примикають до прямої, що прохо-
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дить через силу. Це дає розуміння того, чому у попередній формулі перед силою стоїть знак 
мінуса. 

 

 
 

Рис. 22.27 
 
З використанням попередніх виразів це зводиться до умови 

1 2( ) ( )
2 2

j j i x i xG QA A e d e dξ ξξ ξ ξ ξ ξ
π π

∞ ∞
− −

−∞ −∞

⎡ ⎤− − = −⎣ ⎦∫ ∫ , 

звідки 

1 2( ) ( )j jG A A Qξ ξ ξ⎡ ⎤− − = −⎣ ⎦ .     (22.87) 

Окрім цього повинна виконуватися умова неперервності переміщень, яка еквівалентна 

умові 0 0 0xz xzσ σ+ −− = . Звідси 1 2( ) ( ) 0
2

j j i xiG A A e dξξ ξ ξ ξ
π

∞
−

−∞

⎡ ⎤− − =⎣ ⎦∫  і тому 1 2( ) ( )j jA Aξ ξ= . 

Таким чином, умова (22.87) зводиться до двох рівностей 

1 22 ( ) , 2 ( )j jG A Q G A Qξ ξ ξ ξ− = − − = − , 
завдяки чому вирази (22.85), (22.86) можна заступити залежностями 

( ) [ ] [ ]0 0, sign( )
4 4

y yi x i x
yz xz

Q iQz e e d e e dξ ξξ ξσ ξ σ ξ ξ
π π

∞ ∞
− −− −

−∞ −∞

= − = −∫ ∫ . 

Зручніше використати ці формули у вигляді комплексної композиції 

( ) ( ) [ ]0 0 1 sign( )
4 2

y i x
yz xz

Q iQz i z e e d
z

ξ ξσ σ ξ ξ
π π

∞
− −

−∞

+ = − − = −∫ . 

Якщо сила діє у деякій точці *z  комплексної площини z x iy= + , то після перенесення 
початку системи координат у точку *z  з цього виразу отримаємо 

( ) ( )0 0

*2 ( )yz xz
iQz i z
z z

σ σ
π

+ = −
−

.    (22.88) 

Зазначимо, що ці вирази, як і (22.40), випливають також із загальної формули методу функцій 
стрибка для поля напружень  

*
01 01 5 ( )ˆ ˆ

2

b

yz xz
a

f t dti
t z

σ σ
π

+ =
−∫ ,  

якщо  
*
5 5 6f f if= + , 5 6( ), ( ) 0f Q t f tδ= = . 
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Зосереджена сила в точці півплощини 

Побудуємо тепер розв’язок 01 01,xz yzσ σ  для дії зосередженої сили Q  у довільній точці *z  

пружного півпростору 0y ≥  з модулем зсуву ~jG G  (рис. 22.28). Вважаємо його суперпози-

цією основного поля напружень 0 0,xz yzσ σ  від зосередженої сили Q  у необмеженому середо-

вищі та збуреного вільною межею розв’язку 01 01ˆ ˆ,xz yzσ σ : 
01 0 01 01 0 01ˆ ˆ,xz xz xz yz yz yzσ σ σ σ σ σ= + = + .   (22.89) 

 

 
Рис. 22.28 

 
Розглянемо основне поле напружень (22.88) від дії сили Q  у безмежному просторі 

( ) ( )0 0

*2 ( )yz xz
iQz i z
z z

σ σ
π

+ =
−

   (22.90) 

(тут спочатку взято для простоти * *z iy=  – рис. 22.29) та збурене поле 01 01ˆ ˆ,xz yzσ σ  у формі 

(22.31), (22.32). Оскільки у цьому випадку аналогічно до (22.85) 2 ( ) 0jA ξ = , то 

01
1 ( )

2
yj i x

yz
G A e e dξ ξσ ξ ξ ξ
π

∞
− −

−∞

= − ∫
� . 

 

 
Рис. 22.29 

 

Згідно з першою формулою (22.85) крайова умова 01
0

0yz y
σ

=
=  щодо напружень на віль-

ній межі тіла 0y =  має вигляд  

* *
1 2 2 2 2

* * *

( )( ) Re Re
2 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

j i x iQ x iy QyG iQA e d
x iy x y x y

ξξ ξ ξ
π π π π

∞
−

−∞

+
− = − = − =

− + +∫ . 

Звідси, беручи обернене перетворення Фур’є, 

**
*1 2 2

*
( ) sign( )

2 2
yj i xyQ QG A e dx y e

x y
ξξξ ξ π

π π

∞
−

−∞

− = =
+∫ , 

або  
*

1 ( )
2

yj QG A e ξξ ξ −− =  при * 0y > . 

Тепер  
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* *( )01

* *

* *

1
2 2 4

2 1 1Im Im
4 0 [ ( )] 2 ( )

1Im Re ,
2 2

y y y yi x i x
yz

Q Qe e e d e e d

Q Q
x i y y x i y y

Q Q i
z iy z iy

ξ ξ ξξ ξσ ξ ξ
π π

π
π π π

π π

∞ ∞
− − − +− −

−∞ −∞

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫
�

 

*

*

( )01
1

2
( )

*

* *

( ) sign( )
2 2 2

sign( ) 2 Re
4 4 0 [ ( )]

1Re Im .
2 2

y y yj i x i x
xz

y y i x

iG i QA e e d e e d

Q Q ii e e d
x i y y

Q Q i
z iy z iy

ξ ξξ ξ

ξ ξ

σ ξ ξ ξ ξ ξ
π π

ξ ξ
π π

π π

∞ ∞
− − +− −

−∞ −∞
∞

− + −

−∞

⎡ ⎤= − = =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞
= − = =⎜ ⎟⎜ ⎟− + +⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫

∫

�

 

Це дає комплексне подання для збуреного розв’язку  
01 01

*
ˆ ˆ

2yz xz
Q ii

z iy
σ σ

π
+ =

+
,  

а тому у загальному вигляді довільного розташування точки прикладання сили збурений 
розв’язок є таким: 

( ) ( )01 01

*

1ˆ ˆ
2yz xz
Qiz i z

z z
σ σ

π
+ =

−
.         (22.91) 

Остаточно з урахуванням (22.89)–(22.91) 

( ) ( )0 0

* *

1 1
2yz xz
Qiz i z

z z z z
σ σ

π
⎡ ⎤

+ = −⎢ ⎥− −⎣ ⎦
.   (22.92) 

Якщо використати відповідні формули, отримані з використанням теорії функцій ком-
плексної змінної (20.4) з урахуванням 2 1, 0G G G= =  (перший (нижній) півпростір має нульо-
вий модуль зсуву), то поле напружень набуде вигляду 

( ) ( ) *
21 2

* *

1 1[ ( ) ( )]
2yz xz
Qiz i z i S z n p S z

z z z z
σ σ

π
⎡ ⎤

+ = + = +⎢ ⎥− −⎣ ⎦
. 

Тут враховано, що 21 211, 1n p= = . Перевірка: при ,z x=  ( )* * * 0z iy x= =  напруження на 

межі півпростору дає  

2 2
* * *

1 1
2 ( )

yz xz
Qi iQxi

x iy x iy x y
σ σ

π π

⎡ ⎤
+ = + =⎢ ⎥− + +⎣ ⎦

,  

отже 
0

0yz y
σ

=
=  на межі області, що узгоджується із вимогою крайової умови.  

Для однакових матеріалів півпросторів 0kln =  і тоді ( )yz xzi iS zσ σ+ = . Це збігається з 

виразами (22.88), (22.90). 
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Зосереджена сила в смузі 

Так само, як у попередньому підпункті для сили у півплощині, побудуємо розв’язок 
01 01,xz yzσ σ  для дії зосередженої сили Q  у довільній точці *z  пружної смуги 10 y h≤ ≤  (рис. 

22.30). Вважаємо його суперпозицією (22.89) основного поля напружень 0 0,xz yzσ σ  (22.88) від 
зосередженої сили Q  у необмеженому середовищі та збуреного вільними межами розв’язку 

01 01ˆ ˆ,xz yzσ σ . 
Розглянемо основне поле напружень (22.88) від зосередженої сили Q  у безмежному 

просторі  

( ) ( )0 0

*2 ( )yz xz
iQz i z
z z

σ σ
π

+ =
−

. 

Тут спочатку для деякого спрощення перетворень візьмемо * *z iy= . Збурене поле має струк-
туру (22.32). У цьому випадку  

( )01
1 2ˆ ( ) ( )

2
y yj j i x

yz
Gz A e A e e dξ ξ ξσ ξ ξ ξ ξ
π

∞
− −

−∞

⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦∫ . 

 

 
 

Рис. 22.30 
 

Крайова умова 01
0

0yz y
σ

=
=  щодо нульових напружень на лінії 0y =  з урахуванням то-

го, як це робилося у випадку сили у півплощині, має вигляд 

*
1 2 2 2

* *
( ) ( ) Re

2 2 ( ) 2 ( )
j j i x QyG iQA A e d

x iy x y
ξξ ξ ξ ξ

π π π

∞
−

−∞

⎡ ⎤− − + = − =⎣ ⎦ − +∫ . 

Звідси, оскільки * 0y > , 

*
1 2( ) ( )

2
yj j QG A A e ξξ ξ ξ −⎡ ⎤− + =⎣ ⎦ .    (22.93) 

Крайова умова 
1

01 0yz y h
σ

=
=  щодо нульових напружень на лінії 1y h=  зводиться до рів-

няння 

( ) ( )

1 1
1 2

* 1

* 1
2 2 2 2

* 1

( ) ( ) Re
2 2 ( )

( ) .
2 ( ) 2

h hj j i xG iQA e A e e d
x iy ih

Q y h Q

x y h x

ξ ξ ξξ ξ ξ ξ
π π

δ

π π δ

∞
− −

−∞

⎡ ⎤− + = − =⎢ ⎥⎣ ⎦ − +

−
= = −

+ − +

∫
 

Звідси з урахуванням того, що 1 * 0h yδ = − > , отримуємо 
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1 1
1 2( ) ( )

2
h hj j QG A e A e eξ ξ ξ δξ ξ ξ− −⎡ ⎤− + = −⎢ ⎥⎣ ⎦

.   (22.94) 

Тепер з рівнянь (22.93), (22.94) отримаємо  

1 * 1 * *

1 * 1

2
2 2

2
1 1

( ) ( ) ,
2 2

( ) ( ) ,
2

h y h y yj j

h y hj j

Q QG A A e e e e e e

QG A A e e e e

ξ ξ ξ δ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ δ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

− − −

− − − −

⎧ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = + = +⎪ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪
⎨

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ − + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩

 

або 

( ) ( )
( ) ( )

1 * *

1 *

2 2
2

2 2
1

( ) 1 1 ,
2

( ) 1 1 .
2

h y yj

h yj

QG A e e e

QG A e e e

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ δ

ξ ξ

ξ ξ

−

− − −

⎧ − = +⎪⎪
⎨
⎪ − = +
⎪⎩

 

Це дає можливість записати, що 
*

*

1

*

1

2

2 2

2

1 2

1( ) ,
2 1

1( ) .
2 1

y
yj

h

yj
h

Q eG A e
e

Q eG A e
e

ξ
ξ

ξ

ξ δ
ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ

−

−
−

−

+
=

−

+
− =

−

    (22.95) 

Якщо 1h →∞ , то звідси випливає, що *
2 1( ) 0, ( ) ( )

2
yj j QA G A e ξξ ξ ξ −→ − → . Це збігаєть-

ся з попередніми результатами для півплощини. 
Збурене поле напружень з урахуванням виразів (22.95) має вигляд 

*
*

1 1

*
*

1 1

*
*

1 1

2 2
01

2 2

22

2 2
0

22

2 2
0

1 1ˆ
4 1 1

1 1
4 1 1

1 1
1 1

y
y y y i x

yz h h

y
y y y i x

h h

y
y y y i

h h

Q e ee e e e d
e e

Q e ee e e e d
e e

e ee e e e
e e

ξ δ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξξδ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξξδ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

σ ξ
π

ξ
π

∞ −
− − −

−
−∞

∞ −
− − −

−

−∞ −
− −

−

⎡ ⎤+ +
⎢ ⎥= + =
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

⎧ ⎡ ⎤+ +⎪= + −⎢ ⎥⎨
− −⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

⎡ ⎤+ +
− +⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

∫

*
*

1 1

*
*

1 1

*
*

1 1

22

2 2
0

22

2 2
0

22

2 2
0

1 1
4 1 1

1 1
1 1

1 1
2 1 1

x

y
y y y i x

h h

y
y y y i x

h h

y
y y y

h h

d

Q e ee e e e d
e e

e ee e e e d
e e

Q e ee e e
e e

ξξδ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξξδ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξξδ
ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ

ξ
π

ξ

π

∞ −
− − −

−

∞ −
− −

−

−
− −

−

⎫⎪ =⎬
⎪⎭

⎧ ⎡ ⎤+ +⎪= + +⎢ ⎥⎨
− −⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫⎡ ⎤+ + ⎪+ + =⎢ ⎥ ⎬
− −⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

⎡ ⎤+ +
= +⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫

cos( )x dξ ξ
∞

∫
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*

1 1

*
*

1 1

01
1 2

2 2

* 2 2

2 2

2 2
0

ˆ sign( ) ( ) ( )
2

1 1sign( )
4 1 1

1 1
4 1 1

y yj j i x
xz

y
y y y i y

h h

y
y y y i y

h h

iG A e A e e d

iQ e ee e e e d
e e

iQ e ee e e e
e e

ξ ξ ξ

ξ δ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ δ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

σ ξ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ
π

π

∞
− −

−∞
∞ −

− − −
− −

−∞

∞ −
− − −

−

⎡ ⎤= − + =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ +
⎢ ⎥= − − + =
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

⎡ ⎤+ +
⎢ ⎥= − − +
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

∫

∫

∫

*
*

1 1

2 2

2 2
0

1 1 sin( ) .
2 1 1

i y

y
y y y

h h

e d

Q e ee e e x d
e e

ξ

ξ δ ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ

ξ ξ
π

∞ −
− −

−

⎡ ⎤− =⎣ ⎦

⎡ ⎤+ +
⎢ ⎥= − − +
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

∫

 

У частковому випадку розташування сили на серединній площині смуги 
* 1 / 2y H hδ= = =  (рис. 22.31) 

 

 
 

Рис. 22.31 
 

2
2

2 2 24
1( ) ,

2 21

H k k
Hj k

k kH
Q e Q e eG A e e

e ee

ξ
ξ

ξ
ξ ξ

−
−

−
+ +

= =
−−

 

( )
2

1 4 2 2
1( ) .

2 21

k k k
j k

k k k
Q e Q e eG A e k H

e e e
ξ ξ ξ

− −
−

− −
+ +

− = = =
− −

 

Після заміни 1y y H= +  (щоб отримати повну геометричну симетрію) отримаємо, зок-
рема, 

( )

1 1

1 1

1 1

01
1 2

2 2 2 2

2 2

ˆ ( ) ( )
2

4

.
4

y yj jk k i x
yz

k k k k
y yk k i x

k k k k

k k
y yk i x

k k

G A e e A e e e d

Q e e e ee e e e e d
e e e e

Q e ee e e e d k H
e e

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

σ ξ ξ ξ ξ
π

ξ
π

ξ ξ
π

∞
− − −

−∞
∞ − −

−− − −
− −

−∞
∞ −

−− −
−

−∞

⎡ ⎤= − + =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ +
= + =⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

+ ⎡ ⎤= − =⎢ ⎥⎣ ⎦−

∫

∫

∫

 (22.96) 

Крайові умови для жорсткого защемлення країв смуг зводяться до вигляду  

1

01 01
0

0, 0xz xzy y h
σ σ

= =
= = .     (22.97) 
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Відповідна задача про визначення напруженого стану для смуги із защемленими берегами 
має подібну структуру. Якщо ввести значення параметра 1κ =  за закріплених країв смуги та 

0κ =  при незакріпленій (вільній від напружень) межі смуги, то для зосередженої сили у сму-
зі збурене поле є таким: 

*
*

1 1

*
*

1 1

*
1

2 2
01

2 2

22

2 2
0

2

2

1 ( 1) 1 ( 1)ˆ ( 1)
4 1 1

1 ( 1) 1 ( 1)( 1)
4 1 1

1 ( 1)( 1)
1

y
y y y i x

yz h h

y
y y y i x

h h

y
h

Q e ee e e e d
e e

Q e ee e e e d
e e

ee
e

ξ δ ξκ κ
ξ ξ ξκ ξ

ξ ξ

ξκ ξδ κ
ξ κ ξ ξ ξ

ξ ξ

κ ξδ
ξ κ

ξ

σ ξ
π

ξ
π

∞ −
− − −

−
−∞

∞ −
− − −

−

⎡ ⎤+ − + −
⎢ ⎥= − + =
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

⎧ ⎡ ⎤+ − + −⎪= − + −⎢ ⎥⎨
− −⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

+ −
− −

−

∫

∫

*

1

*
*

1 1

*
*

1 1

2

2
0

22

2 2
0

22

2 2

1 ( 1)
1

1 ( 1) 1 ( 1)( 1)
4 1 1

1 ( 1) 1 ( 1)( 1)
1 1

y
y y i x

h

y
y y y i x

h h

y
y y y

h h

ee e e d
e

Q e ee e e e d
e e

e ee e e
e e

ξκ
ξ ξ ξ

ξ

ξκ ξδ κ
ξ κ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξκ ξδ κ
ξ κ ξ ξ

ξ ξ

ξ

ξ
π

−∞ −
− −

−

∞ −
− − −

−

−
− −

−

⎫⎡ ⎤+ − ⎪+ =⎢ ⎥ ⎬
−⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

⎧ ⎡ ⎤+ − + −⎪= − + +⎢ ⎥⎨
− −⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

⎡ + − + −
+ − +⎢

− −⎣

∫

∫

*
*

1 1

0
22

2 2
0

1 ( 1) 1 ( 1)( 1) cos( ) ,
2 1 1

i x

y
y y y

h h

e d

Q e ee e e x d
e e

ξ

ξκ ξδ κ
ξ κ ξ ξ

ξ ξ

ξ

ξ ξ
π

∞

∞ −
− −

−

⎫⎤ ⎪ =⎥ ⎬
⎢ ⎥ ⎪⎦ ⎭

⎡ ⎤+ − + −
= − +⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
 

*

1 1

*

1

01
1 2

2 2

* 2 2

2

2

ˆ sign( ) ( ) ( )
2

1 ( 1) 1 ( 1)sign( ) ( 1)
4 1 1

1 ( 1) 1 ( 1)( 1)
4 1

y yj j i x
xz

y
y y y i y

h h

y y
h

iG A e A e e d

iQ e ee e e e d
e e

iQ e ee e
e

ξ ξ ξ

ξ δ ξκ κ
ξ ξ ξκ ξ

ξ ξ

ξ δκ κ
ξ ξκ

ξ

σ ξ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ
π

π

∞
− −

−∞
∞ −

− − −
− −

−∞

−
− −

−

⎡ ⎤= − + =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − + −
⎢ ⎥= − − − + =
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

+ − + −
= − − − +

−

∫

∫

*

1

*
*

1 1

2

2
0

2 2

2 2
0

1

1 ( 1) 1 ( 1)( 1) sin( ) ,
2 1 1

y
y i y i y

h

y
y y y

h h

e e e d
e

Q e ee e e x d
e e

ξ
ξ ξ ξ

ξ

ξ δ ξκ κ
ξ ξ ξκ

ξ ξ

ξ

ξ ξ
π

∞
−

∞ −
− −

−

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥ − =⎣ ⎦⎢ ⎥−⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − + −
⎢ ⎥= − − − +
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

∫

∫

 

або більш компактно 

01 01

0 0

ˆ ˆ( ) cos( ) , ( )sin( )yt xtQ g x d Q g x dκ κσ ξ ξ ξ σ ξ ξ ξ
∞ ∞

+ −= =∫ ∫ ,   (22.98) 

де 
*

*
1 1

22

2 2
1 1 ( 1) 1 ( 1)( ) ( 1)

2 1 1

y
y y y

h h
e eg e e e

e e

ξκ ξδ κ
ξ κ ξ ξ

κ ξ ξξ
π

−
− −

± −

⎡ ⎤+ − + −
= − ±⎢ ⎥

− −⎢ ⎥⎣ ⎦
.  (22.99) 

Функція ( )g κ ξ±  залежить також від параметрів * 1 1, , ,y y h h yδ = − .  
Зауваження. Якщо замість зосередженої сили Q  у відповідній точці середовища діє 

гвинтова дислокація зі складовою вектора Бюрґерса b , то усі формули пп. 22.6 збережуться з 
урахуванням заміни Q iGb→ . ■ 
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§ 23. Включення в анізотропному середовищі 

Розглянемо [967] постановку задачі п. 20.1, вважаючи на відміну, що матеріали пів-
площин 1 ~ Re 0S z < , 2 ~ Re 0S z >  є тепер анізотропними. Основні співвідношення для по-
здовжнього зсуву анізотропного матеріалу містяться у п. 13.3. Використаємо введені там 
позначення і введемо у розгляд також одиничну матрицю mnδE = , матриці  

mnKK = , kj kj
mnMM = , 

де  
( )1 m

mn mnK δ= − − ,   1 1kj
mM = − ,   12

kj kM r= ,   22
kj jM r= −    ( 1, 2k = ; 3j k= − ). 

 

 
 

Рис. 23.1. Схема задачі 
 
Оскільки  

,k
zy

τ
=∞

∂ℑ
=

∂
  

zx
τ

=∞

∂ℑ
= −

∂
,  

то з урахуванням того, що параметри анізотропії ( )2
45B 44B 55B

kr ą a a≡ −  є суто уявними 
числами, вектор стану на основі (13.23) набуде вигляду  

( ) ( ) ( ){ } ( )0, k kk
yz kkz z w z x zσσ σ ψ M∞≡ ∂ ∂ = + ,   (23.1) 

де  

{ } { }, , k
yz w x wσ τσ∞ ∞ ∞= ∂ ∂ = ,  ( ) ( ) ( ){ }0 ,kj k jz z zψ ψψ = ,  45 55

k
k k kw a aτ τ= + .  

Присутність на прямій L  тонкого включення враховує умова (20.1) 
( ) ( ) ( ) ( )x x x x Lσ σ f− + ′− = ∈ . 

23.1. Прямолінійне включення в однорідній матриці  

Вважатимемо матеріали півплощин kS  ( 1, 2k = ) однаковими. Тоді величини, відзначе-

ні індексами 1k =  і 2k = , збігаються. Беручи до відома, що 1z z x= =  при 0y = , формулу 
(20.1) з урахуванням подання (23.1) перепишемо 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )11
1 1 1 1,x x x x xψ ψ ψ ψ M f− ++ −− − = − .    (23.2) 
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За допомогою функції ( ) ( )* 11
11

k kz zF ψ KM= , де ( ) ( ) ( ){ }* ,k k k
kj k jz z zψ ψψ = , зале-

жність (23.2) перепишеться  
( ) ( ) ( )x x xF F f+ −− = −   

і розв'язок цієї задачі спряження, що заникає на нескінченності, можна подати у вигляді  

( ) ( )1 1
2
iz z=F t .  

Отже, 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

1* 1 1 11 1 1
11

0
, ,

2

,1, .
n

N
n

n

rn n
r

L

iz z z z

t f t dt
z t z

t zπ

ψ t M K t t

f
t

−

=

′

⎡ ⎤= =⎣ ⎦

=
−

∑

∫
   (23.3) 

Перша компонента вектора ( )* 1
11 zψ  за його означенням є шуканою функцією ( )1

1 zψ , 

тому 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 11 1 11 1 * 1 * 1 * 1
1 1 11 3 3 3,11 0

*
3* * 1

3 3 3 6

1 , ,
2 2 4

,1, , ,

,1 , ~ ;

n

N
n

rr n

n rnn n
r n n n

L

kj j k j rn r n

i iz t z z t z t z t z
i

f t f t dt
t z t z f t f t f t r

t z

r r r f t f t t L

ψ

π

т

M t m

m

−

= =

′

⎡ ⎤= = − = − =⎣ ⎦

= = −
−

′= − + ∈

∑ ∑

∫  (23.4) 

kjm  – перший стовпчик матриці 
1kjM K

−⎡ ⎤
⎣ ⎦ ; символ т  означає операцію транспонування 

матриці; [ ] 1A −  – обернення матриці A . 
Вважаючи  

( ) ( )r rf t f tδ=  ( 3,6r = ), 3 ~f Q , 6 ~f b ,  
з (23.4) маємо  

( )1 1
1 1z A zψ = ,  *

1 3 4A i f π= ,  * 1
3 3 6f f f r= −  

– розв'язок для зосередженої сили Q  та гвинтової дислокації зі складовою b  вектора Бюрґе-
рса у початку координат. Якщо вважати, що ці чинники діють у точці *z , то  

( ) ( )1 1
1 1z G zψ = ,  ( ) ( )1 0 0,k kG z A P z= − ,  ( ) ( ) 1

0 *0, k
kP z z z

−
= − ,  * * *

k kz x s y= + . (23.5) 

Таким чином, з урахуванням (23.5) за наявності лінії стрибка L′ , дії поля напружень на 
нескінченності, сили 3f  і дислокації 6f  у точці *z  однорідного анізотропного середовища 
вектор стану набуває вигляду 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) { } ( ) ( ) ( ) { } ( )

0 0 1 11 0 1 1 11
11 1 1

0 1 * 1 0 1 * 1
3 3

,

Re 1, 2 Im 1, 2 ,

z z z z z z

z r t z i z r t z

ψ ψσ σ ψ M σ M

σ σ

= + = + =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − = + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  (23.6) 

де ( )0 zσ  визначає вектор стану за відсутності лінії стрибка: 
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( ) ( )
( ) ( ) ( ){ }

0 0 1 11
11

0

,

,k k k
kj k j

z z

z G z G z

∞= +

=

σ σ G M

G
.    (23.7) 

За дії напружень на нескінченності та однієї сили й дислокації у точці *z  

( )
{ }

( )
{ }

( )
1 1

0 * *
3 31 1 1 1

* *

1, 1,
Re Im

2 2

r r
z f f

i z z z zπ π
σ σ σ∞ ∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.   (23.8) 

На основі цих співвідношень легко обчислити  

( ) ( ) { } ( ) ( ) ( ) { } ( )0 1 * 1 0 1 * 1
3 3Re 1, 2 Im 1, 2z z s t z i z s t zτ τ τ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − = + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

,  (23.9) 

де ( )0 zτ  – вектор напруження за відсутності лінії стрибка  

( )
{ }

( )
{ }

( ) { }
1 1

0 * *
3 3 11 1 1 1

* *

1, 1,
Re Im , ,

2 2

s s
z f f

i z z z z
τ τ

π π
τ τ τ τ∞ ∞ ∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.    (23.10) 

Таким чином  

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ){ }

0 1 1 1 1 1 1
3 6 3 6

0 1 1 1 1 1 1 1 1
3 6 3 6

0
1 1 1 1 1 1

3 6 3 6

1 1Im Re ,
2 2

1 1Im Re ,
2 2
1 1Im Re .
2 2

yz yz

xz xz

t z t z r i t z t z r

s t z t z r is t z t z r

w w r t z t z i r t z t z
x x

σ σ

σ σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = − − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = − = − −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∂ ∂ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = − = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂

    (23.11) 

За формулами Сохоцького – Племеля [635, 112] 

( ){ } ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ),z i x x z i x xt f t t f t∓
±±

= ± + = +            (23.12)  

з виразу (23.6) отримаємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20 1 1
6 3

1 , 2
2

x x x t x r t x rσ σ f∓± ⎧ ⎫
= − ⎨ ⎬

⎩ ⎭
    (23.13) 

і тоді  
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )0 1 *
* 3
30 1

1, 1Re
21, L

x x s f t dt
f x

i t xx x r π
τ τ

σ σ

±

±
′

⎡ ⎤⎧ ⎫− −⎪ ⎪ ⎢ ⎥= ± +⎨ ⎬
−⎢ ⎥− −⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎣ ⎦

∫ .     (23.14) 

23.2. Включення на межі поділу матеріалів  

Звернемося тепер до загальнішого випадку, коли площина 0y =  поділяє різні анізотро-
пні матеріали. На основі подання (23.6) вектор стану у кожній з півплощин подамо у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0
11 22

k k kk k kk
kk kz z z z z Sσ σ G G M ψ M∞ ⎡ ⎤= + + + ∈⎢ ⎥⎣ ⎦

.  (23.15) 

Тоді умова (20.1) перепишеться у вигляді 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )

( ) ( ) ( )
22 11

2 2 1 1

0 0 11 22
11 22

, ,

,

x x x x x

x x

ψ ψ ψ ψM M f

G G M M

+ − − +− = − +

⎡ ⎤+ + −⎣ ⎦

 

або 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 11 22
11 22x x x x xF F f G G M M+ − ⎡ ⎤− = − + + −⎣ ⎦ ,  (23.16) 

де 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )

* ,

; 1, 2; 3 .

k k kl k k k k k k
kl k l k l

k

z z z z r z r z

z S k l k

ψ ψ ψ ψF ψ KM= = − + +

∈ = = −
  (23.17) 

Розв'язок задачі спряження (23.16), що заникає на нескінченності, запишеться  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ } ( )

*

*

2

0, ,
2

, 1, 2; 3 .

k
k k lk kl

lk

k
l k k k

l k

kj k j

z
z z

i

z
r r G z G z

i
z G z G z k l r

= − + − =

⎡ ⎤= − + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

= = = −

t
F G K M M

t

G

     (23.18) 

На основі (23.17)  

( ) ( ) 1* k k kl
kl z zψ F M K

−⎡ ⎤= ⎣ ⎦ .  

Тому 

( ) ( ) ( )
( )

1 1* *

1

1 ,
2

.

k k kl k lk lk kl
kl lk

kl kl kl kl lk

z z z
i

ψ t M K G M R M K E

R M KM R R

− −

−

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤= = −⎣ ⎦

 (23.19) 

Перша компонента вектора ( )* k
kl zψ  за його означенням є шуканою функцією ( )k

k zψ : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 21 1*
3 1 11 , , 12

, 1, 2 .

k k kl k lk kl k
k m lk ms st km tmm m s t

k
k

iz t z z K M G z

z S k

ψ M G M
− −

= =

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∈ =

∑ ∑
 (23.20) 

Тут враховано, що домножування довільної матриці правобіч на матрицю K  не змінює її 
першого стовпчика; перший індекс унизу визначає номер рядка відповідної матриці, другий 
– номер її стовпчика. 

З урахуванням співвідношень (23.15), (23.20) 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

0

0
3 6 3 6

1 ,
2

, ,
2

k k kk
kl kl

l k k l k k kk
k l

z z z z
i

iz r t z t z r t z t z
r r

σ σ t m t m M

σ M

= + − − =

= − − −
+

  (23.21) 

де однорідний розв'язок, що відповідає відсутності лінії стрибка, дорівнює 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0 0 0 0
11 22

0 0

,

; 1, 2; 3 .

k k kk
yz

k l
k k kk

kk ll kk l

z z w z x z z

r r z z z S k l k
r r

σσ σ G G M

G G M

∞ ⎡ ⎤≡ ∂ ∂ = + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

− ⎡ ⎤+ − ∈ = = −⎢ ⎥⎣ ⎦+

  (23.22) 

Граничні значення вектора стану на лінії L  дорівнюють 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }0 1 2
3 6 6 31 2 1 2

21 , , , .
1

l k ix x r f x r f x t x r r t x k
r r r r

σ σ ∓± ⎧ ⎫
= − = ⎨ ⎬

+ + ⎩ ⎭
  (23.23) 
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Тут верхньому знаку відповідають значення 2, 1k l= = , а нижньому – 1, 2k l= = . Величину 

( )0 xσ  можна обчислити з використанням формули (23.22) підстановкою kz z x= = , а можна 
записати 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 12 0 21
12 21

1 2

1 2 1 2

,

2 1,2; 3 .
k

kl kl kl lk
l

x x x

r r r
k l k

r r r r r

∞= + +

−
= + = − = = −

+

σ σ G Q G Q

Q M E R R
  (23.221) 

Якщо на нескінченності діють напруження, то подібно до того, як це було зроблено для 
випадку ізотропного матеріалу з умови ідеального механічного контакту на нескінченності 
та закону Гука 

1 2 1 2,yz yz w wσ σ τ∞ ∞ ∞ ∞= = = , 
звідки 

1 2
45 55; ,k

xzk k yzk k xzk
ww w a a

x x x
γ σ σ

∞∞ ∞
∞ ∞ ∞∂∂ ∂

= ≡ = +
∂ ∂ ∂

 

що дає умову 
451 551 1 452 552 2a a a aτ τ τ τ+ = + ,    (22.24) 

яка зв’язує між собою пружні сталі та напруження на нескінченності. Якщо кусково-
однорідний матеріал розділений двома півбезмежними розрізами, то виконання цієї умови не 
обов’язкове. 

В однорідному випадку, коли 1 2 1 2,s s r r= =  формули (23.21) – (23.23) з урахуванням 
кількості розглядуваних сил приводять до виразів (23.6), (23.5), (23.7). 

Для двох механічно різних ізотропних півпросторів  

45 44 55
10, ,

, ,

k k k
k

k k k
k

k

a a a
G

ir s i z x iy z S
G

= = =

= = = + = ∈
 

і функція ( ) ( )1 0,5kz zψ ω′= − . Вектор стану у цьому випадку має сенс (див. (20.4) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0Im Im
Re , , Re , .k

k
k k

z c z
z z z c z

G G
ω

ω
′⎧ ⎫ ⎧ ⎫

′= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

σ σ  

Умова (22.24) у цьому випадку зводиться до (20.5). 

23.3. Асимптотичні вирази  

Якщо функція стрибка ( )rf x  ( 3, 6r = ) в однорідному матеріалі біля кінців na±  лінії L′  
має кореневу особливість, то введення там локальної полярної системи координат (рис. 23.2) 

 

 
 

Рис. 23.2. Локальна полярна система координат біля вістря включення 
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nz a z�±= ± ,   1 1
nz a z�±= ± , iz re θ� = ,  ( )1 1

1 cos sinz r r sω θ θ� = = +       (23.25)  

з урахуванням залежностей 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1/ 2 3/ 21 1/ 2 1 1/ 2
1 1

1/ 21 1 3/ 2
1

0 ( 0)0

,
1 ,
2

2 ,

2 lim , lim
nn

n n
r rn rn r rn

n
r rn rn

rn rn rn rn n rn
sx a

t z p r q O r t z p r O r

t z dz p r q z O r

q n t x p s f x
θ

ω ω

ω

∓

∓

±

− −± ± ± −

± ±

± ± ±

→ =→

⎡ ⎤ ′= − + = +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= − ± +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤≡ ± = ± = ⎣ ⎦

∫  

аналогічно до того, як це зроблено в ізотропному випадку у пп. 18.3, 20.6, дає можливість 
отримати залежність 

( ) ( )

( ) ( )
{ } { }

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0
3,1 3,21 2 1 21 1

1 10

6 1/ 2 1 1 1
1 21 1 11

2 3 1 6

1 2 1 20 1
3,1 3,21 1

3/ 2
3 6 1

Re Im
2 2

11 , , ,
2

2 Im Re

1 Im ,
2

n n
yz yz

xz xz

n n
n

n n

n n

l
n n n

z z K K
r rz z

q
O r s s is

r s q s q sr

w z w z r r K K

r q q r a O r

σ σ
ω ω

π πσ σ

π ω ω

ω

λ λ

λ

∓

∓

− −

±

± ±

± ± ±

−
= −

−

+ = = +
− − −

− = ± + +

⎡ ⎤+ − ± +⎢ ⎥⎣ ⎦

  (23.26) 

де узагальнені коефіцієнти інтенсивності напружень 

( ) ( )66
3,2 3,1 3 31 1

, 2 .
2 2

nn n
n n n

aip aK iK p a i a a a
r r

ϕπ π ϕ∓ ∓
±±

± ± + −
⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥− = + = + = −⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

    (23.27) 

Тут враховано, що якщо для n -го включення  

( ) ( ) ( ) ( ) 1/ 2
r r n nf x x a x x aϕ

−+ −⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦
,  

то в околі його торців  

( )
( )
2

r n
r

n

a
f x

as

ϕ ±

=   

і тому  

( )
2

r n
r

a
p

a

ϕ ±
± = . 

У полярній системі координат  
( ) ( )expz rz yz xzi i iθσ σ ϕ σ σ+ = + .  

Тому, взявши до відома, що ϕ θ=  біля краю na+  включення та ϕ θ π= +  біля краю na−  вклю-
чення, отримуємо  

( ) ( )expz rz yz xzi i iθσ σ θ σ σ+ = ± +  

і тому остаточно 
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

0

0

1 1/ 2 1 1/ 2
1 13,1 3,2

1/ 2 1/ 2
1 1

1 1 1
6 2 3 1 6 1/ 2

1 1 1 1
2 3 1 6 6

sin cos sin cos
Re Im

2 2

sin cos1 .
2 sin cos

rz rz

z z

n n

n n n

n n n

z z

z z

s sK K
r r

q r s q s q
O r

r r s q s q q

θ θ

σ σ

σ σ

θ θ ω θ θ ω

π πω ω

θ θ

θ θ

− −

± ± ±

± ± ±

−
=

−

+ +±
= +

− + +
+ +

− + −

∓            (23.28) 

У формулах (23.26) – (23.28) верхній знак вибирається під час розгляду правого краю 

na+  лінії nL′ , нижній – під час аналізу поблизу її лівого na−  краю. У випадку ізотропії з цих 
виразів випливають залежності (5.2) – (5.5) праці [951] та (20.22). 

Під час розгляду одного включення (лінія L′  складається з одного фрагменту 1L′ ) ін-
декс n  можна з позначень відкинути. 

Одночленні асимптотичні вирази роботи [68] збігаються з головною частиною (23.26). 

23.4. Інтегральні рівняння  

Підставляючи (23.23) в умови взаємодії (15.12), одержимо систему сингулярних інтег-
ральних рівнянь 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )1 2
6 3 1 3 6 1, , nt x r r t x f t f x xλ s Λ F+ − + =   ( )nx L′∈ ,  (23.29) 

де 

( )

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( )

1 2 1 2

1 1

1 2 1 2 0
6 3

, , ,
2 2

, .

n

x

n
a

r r r r t dt
i ih

x F x r r F x r r x

λ Λ Λ s f

F σ NΛ

− +
= = =

≡ = + −

∫
 

Додаткові умови при 0Q =  (до включення не прикладене окреме навантаження і перемі-
щення однозначні під час обходу навколо кожного включення) еквівалентні (20.24). 

Тріщина. Для тунельної тріщини на межі поділу середовищ можна вважати 
44B 55Ba a= = ∞  і з рівняння (23.29)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
0 0 1 2

3 6 6 1 6 6

0
3 3 6 6 6

0, , ,

2 0, 2 .

yz n

n n n n yz n

f x t x q x q x q r r x L

q n q n q a

σ σ

σ± ± ± ± ±

′= = ≡ = + ∈

= ± = = ± = ±
 (23.30) 

Абсолютно жорстка плівка (АЖП). Якщо 44B 55B 0a a= =  і 0h = , то  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 20
0

6 3 3 2 3 3 1 2

0
6 6 3 3 3

0, , ,

2 0, 2 .

n

n n n n n

r rw x
f x t x q x q q x L

x r r

q n q n q w a x

σ

± ± ± ± ±

+∂
′= = ≡ = − ∈

∂

= ± = = ± = ± ∂ ∂

 (23.31) 

Таке ж рівняння дає і плівкова модель при 44B 45B 55B 0a a a= = = . 

Однорідна матриця. Рівняння (23.29) при 1 0λ = ,  1
1 r hΛ Λ= дає 
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( ) ( ){ } ( )1 2
6 3 1, nt x r r t x xs Λ F+ =   ( )nx L′∈ .   (23.32) 

Зазначимо, що і для тріщини, і абсолютно жорсткої плівки другі члени асимптотичних 
виразів згідно з формулами (23.30), (23.31) мають конкретний механічний сенс для довільно-
го навантаження тіла і відповідні асимптотики набувають вигляду 

( )
( ) { } ( ) ( ) ( )

( )
( ) { } ( ) ( )

3,1 1 21 1/ 2
0 0 451

55

3,2 1 21 0 1/ 2
1

45 55

0
Im (тріщина);

2

1
Im (АЖП).

2

n
yz

xz n yz nxz

n
yz

yz n
xz

z K
O ra

a arz a

z K
a O r

a arz

σ
ω

σ σπσ

σ
ω σ

πσ

λ

λ

−
± ±

− ±

= + +
+

= − + +
−

 (23.33) 

Це означає, зокрема, що біля кінців абсолютно жорсткої плівки другі члени асимптотик обох 
складових тензора напружень не залежать від локального напруження ( )0

yz naσ ± . Якщо таке 

включення є у однорідному полі напружень на нескінченності, то 

( ) ( )1 21 1 1 3/ 2
3,2 21

2 Re sinnrw z r K r s r O rω τ θ
π

= ± ± + .   (23.34) 

Два останні вирази для випадку однорідного поля напружень отримані також у праці 
[84], в якій вивчалася відповідна задача для жорсткого включення. 

Рівняння (23.30), (23.31) мають однакову структуру і для їх розв’язування використо-
вують формулу обернення [636] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1/ 2

0
0

,

, ... .

N

L
N

N
k k N N

k

t X t dt P xqt x q x x L f x x L
X x t x X x

X x x a x a P z c z c

ψ
ψ

π

+

′

− +

=

′ ′= ∈ ⇔ = − + ∈
−

⎡ ⎤= − − = + +⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∏
 

Коефіцієнти полінома ( )NP z  визначаються із залученням додаткових умов, скажімо, 

( ) ( )0 0,
L

f t dt n N
′

= =∫ . 

Якщо [ ; ]L a a′ = −  і ( ) constxψ ψ= =  або ( ) ( )01 0,x P xψ = , то з урахуванням вищезга-
даної умови маємо відповідно 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( )
*
1 2 2 2 2

0*
0 0 1

або 1 , .
X zq x qf x f x X z z a X z a z

X x X x z x
ψ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = − = − = −⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

 

23.5. Система викривлених включень в однорідному масиві  

Основні залежності 

Розглянемо систему з 1N +  включень в однорідному анізотропному середовищі з пру-
жними сталими 44 440~a a , 45 450~a a , 55 550~a a . Пружні сталі у локальній системі коорди-
нат n n nx O y , пов'язаній з n -им включенням, дорівнюють 
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( )

( ) ( )

( )

2 2
44 44 44 45 55

45 45 44 55 45

2 2
55 55 44 45 55

cos sin 2 sin ,
1 sin 2 cos 2 ,
2

sin sin 2 cos ,

n n n n n

n n n n

n n n n n

a a a a a

a a a a a

a a a a a

α α α α

α α α

α α α α

≡ = − +

≡ = − +

≡ = + +

   (23.35) 

причому  
2 2 0
45 44 55 450 440 550

n
n n nr a a a a a a r= − = − = ,  

тобто, параметр nr  не залежить від вибору системи координат, а разом з тим і матриця 00M  
під час повертання системи координат не змінюється. 

Позначивши відповідні величини у системі координат n n nx O y  через  

( ) { },n yzn nz w xσσ = ∂ ∂ ,  ( ) { },n yzn xznz σ στ = , 

та враховуючи, що ( ) ( )expyzn xzn yz xz ni i iσ σ σ σ α+ = + , отримаємо  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
0 0 0 0

45 55 451

55 55

, , ,

1 1 cos sin
, , .

0 1 0 sin cos

n n n n n

n n n
n n

n n

z z z z z z

a a a
a a

α α α

α α
α α α

α α

τ σ A τ τ α σ τ A

A A α

−

−

= = =

−
= = =

−

 (23.36) 

На основі (23.6), (23.35) для випадку дії сил та дислокацій 

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

*0 *
3 00 3

0 0 0 000 * *

0 0
0

0 0 0 0 * 0
* * * 3 3 6

1
Re , Re ,

2 21

1
, cos sin , sin cos ,

1

, , .

n nn

n

n n
n n

f az s zf
z zi z z i z zr

b a
a s b s

r

z x s y z x s y f f f r

α α

π π

α α
α α α α α α α

Kτ τ
σ σ

K

⎧ ⎫ ⎧ ⎫−⎪ ⎪ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
− −−⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

−
= = + = − +

−

= + = + = −

   (23.37) 

Вирази (23.37), що визначають вектори стану і напружень у довільній системі коорди-
нат від дії у точці *z  сили 3f  та гвинтової дислокації 6f , є фундаментальним розв'язком за-

дачі тонкостінних включень у анізотропному середовищі. Виходячи з механічного сенсу *
3f  

та способу отримання залежності (23.8), можна стверджувати, що у довільній системі коор-
динат m m mx O y  з початком у точці *z  вектор стану ( )m zσ  має стрибок { } ( )3 6, mf f xδ . Отже, 
якщо вважати осьову лінію mL′  (це може бути дуга Ляпунова) m -го включення ( 1... 1m N= + ) 
лінією стрибка складових вектора стану  

( )3m nzm nzmf s σ σ− += − , ( )6mf s w wτ τ− += ∂ ∂ − ∂ ∂   
( ,n τ  відповідають нормалі до лівого берега mL′  та її дотичній, що збігається з mx ), то з 
(23.37) та формули згортки матимемо 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

0*
0 3

0 0 0
0 *

Re
2

m

N
nn nn m

n m nL

zaz f s ds
z i z z z

α α
π

τKτ
σ σ= ′

⎧ ⎫⎪ ⎪= +⎨ ⎬
−⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∫ , 

де ( ) ( )0 0,n nz zσ τ  – однорідний розв’язок у системі n n nx O y : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 0 0
0 0 ,n n n nz z z zα α α ασ σ A α A τ τ α−= = . 
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З огляду на те, що точка *z  належить лінії інтегрування і, отже, ( )0
* 0 mdz a dsα= , де 

mα  – кут між віссю x  та дотичною до mL′  у точці *z , попередній вираз перепишеться 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0* 0
0 3 * *

00 0
0 0 *

Re
2

m

N
nn nn m

n m nmL

zaz f z dz
z i za z z

α α
π α

τKτ
σ σ= ′

⎧ ⎫
⎪ ⎪= +⎨ ⎬

−⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∫ .  (23.38)  

Відповідно до формул Сохоцького – Племеля граничні значення відповідних величин у 
точці z  лінії nL′  дорівнюють 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
0*

0* 3
3 0 0 0

0 *
Re

2
m

N
n nn m

n n n
mn nL

z za f s ds
f z z L

i z zz z

α
α

π
τ τ

K
σ σ

±

±
= ′

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥ ′= ± + + ∈⎨ ⎬⎢ ⎥−⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ ∫ . (23.39) 

Тут ( )n zα α=  – кут між віссю x  і дотичною до nL′  у точці 0z , що визначає напрям осі nx . 
Якщо включення прямолінійні (плоскі стрічки), то зручно mx  спрямувати уздовж лінії 

mL′ , помістивши точку mO  в 
mO mz L′∈ . Тоді  

( ) ( )0 0
0 0 0m m m m mz x a y b zα α= + + , ( )0 0

* * 0 0m m mz x a zα= +   
і тому у виразах (23.38) та (23.39) підінтегральний вираз часто зручніше замінити на інший: 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

** *
3 * *3 3

0 0 0 0
0 0 0* * 0 0

~m m mm m

m m m m mm m m

f x dxf s ds f t dt
ta x a y bz z x a z z α α αα

=
− −− + −

.    (23.40) 

В ізотропному випадку 

( ) ( ) ( ) ( )0 0
0 0

0 0 *
* * 3 3 6

, , exp , exp ,

,

n n n n

m m m

ir s i a i b i i
G

z z z z f f iGf

α α α α= = = =

− = − = +
 

і вираз (23.38), зокрема, дає 

( ) { } ( ) ( ) ( ) ( )( )
*
3 0

* *
*0

1, exp1Re
2

m

N
n m

n n m
m L

i i f s ds
z z z z s L

i z z
α

π
τ τ

= ′

⎧ ⎫−⎪ ⎪ ′= + = ∈⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∫ .  (23.41) 

Підставляючи вирази (23.39) в умови рівноваги, отримаємо систему сингулярних інтег-
ральних рівнянь для визначення функцій стрибка. 

Другий вираз у (23.37) можна отримати також і без використання фундаментального 
розв’язку та механічної суті функцій стрибка. Для цього спершу розглянемо систему 1N +  
прямолінійного включень. Нехай серединна лінія nL′  n -го включення належить осі n nL x′ ≡  
локальної системи координат n n nx O y , що визначає комплексну змінну n n nz x iy= + . Коор-
динати точки nO  характеризуються значеннями 0 0nz z= , вісь nx  утворює з віссю 0x  кут 0α  

( 00 00, 0z α= = ). Зовнішнє навантаження задане однорідним розв’язком ( )0
0zσ . На основі 

(23.35) та співвідношення 0nr r=  можна отримати, що 
( ) ( ) ( ) ( )0

0 0cos sin 1 , sin cos .n n
n n n n n n n n n nA s a B s s aα α α α α α α α≡ − = ≡ + =  (23.42) 
Для одного прямолінійного включення уздовж mL′ , що характеризується стрибком  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* 0
3 3 6 3 6

m
m m m m m m m m m mf x f x f x r f x f x r= − = − , 

відповідно до (23.6) та (23.9)  
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( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )

0

0 *
3 6 3

, ,

.
4 4

m mm m m mm
m m mm m m m m m

m m m m m m m
m m m m m m m m

z z z z

i iz t z t z r t z

ψ ψ

ψ

σ ψ M M= =

⎡ ⎤= − − ≡ −⎢ ⎥⎣ ⎦

   (23.43) 

Позначимо через ( ) ( )0 ,n n mn nz zσ σ  вирази для ( ) ( )0
0 ,n m mz zσ σ  у відповідній системі 

координат. За допомогою залежностей  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , ,m m m m m m m m m m n m mn mn m nz z z zα α α α α ατ σ A σ τ A τ τ α−= = = = −  

отримаємо 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0
0

1
0 0 0 0

,

, exp , exp .

mn n
mn n m mn n n n
mn

m mn n mn m m n n n

z z z z

z z z i z z i zα α α α α

σ σ Δ σ σ Δ

Δ A α A−

= =

= = − − = +
  (23.44) 

Тут mnz  – координата точки mz  у n -ій системі координат (у праці [951] вона позначена n
mz ). 

Тепер на основі принципу суперпозиції вектори ( ) ( ),n n n nz zσ τ  дорівнюватимуть 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0

0 0

0

, ,

, ,

N N
m

n n mn n n n mm mn m n n n
m m

N
m

n n mm mn m n n n
m

z z z z z

z z z

α α

α α

σ σ σ ψ C σ

τ ψ B τ

= =

=

= + = +

= +

∑ ∑

∑
  (23.45) 

причому 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1

1

, , ,

, , , , .

m mm m m mm m
m mn mn mn m mn m mn mn mn mn

mm
m n m mn m n m n n

z z z z z x s yψ ψ

α α α α α α α α α

σ ψ M M

B M A α C B A−

= = = +

= =
 

Коефіцієнти матриць ( ) ( ), , ,m n m nα α α αB C  відповідно дорівнюють 

( ) ( )11 21 12 22

11 21 11 12 22 11 45 12 55

, ,

, .
m mn m mn

n n

B B A B B B

C C B C C B a B a

α α= = − = =

= = = = +
 

Таким чином  

( ) ( )
( ) ( )

( )0 *
11 12 3

0 11 120

1Re
2

N
n n n n m

m
m mnn n n n

z z B B f s ds
C Ci s zz z π

τ τ

σ σ =

⎧ ⎫− ⎪ ⎪= ⎨ ⎬
−− ⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ . 

Викривлена тріщина в однорідному середовищі 

Для тріщини із заданими на її берегах дотичними напруженнями nτ ±  умови взаємодії 

можна записати nzn nσ τ± ±=  і тоді маємо систему двох сингулярних інтегральних рівнянь  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

* 0
0 3 * * 0

3 0 0
0 0 *

Im ; 0, .
2

m

N
n m

n n nzn n
m mL

a f z dz
f z z z L n N

a z z

α
τ σ

π α
∓ ±

= ′

⎧ ⎫
⎪ ⎪ ′− = − ∈ =⎨ ⎬

−⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∫  (23.46) 

Різниця та сума цих рівнянь дають вираз для однієї функції стрибка ( )3n n nf z τ τ− += −  та рів-
няння для визначення другої – 



Розділ V 

 

228

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
0 6 * * 0

0 0 0
0 0 *

1Im ; 0, .
2 2

m

N
n m

n n nzn n
m mL

a f z dz
z z L n N

r a z z

α
τ τ σ

π α
+ −

= ′

⎧ ⎫
⎪ ⎪ ′= + − ∈ =⎨ ⎬

−⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∫  

Якщо навантаження берегів ідентичне ( n nτ τ− += ), то маємо ( )3 0nf z =  та рівняння 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0
0 6 * * 0

0 0 0
0 0 *

Im ; 0, .
2

m

N
n m

n nzn n
m mL

a f z dz
z z L n N

r a z z

α
τ σ

π α
+

= ′

⎧ ⎫
⎪ ⎪ ′= − ∈ =⎨ ⎬

−⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∫  (23.47) 

Для одної прямолінійної щілини завдовжки (завширшки) 2a  під кутом α  у полі однорідних 
напружень на нескінченності n mα α α= =  і з попереднього виразу 

( )
( ) ( )

0

0
6 * * 0 0

1 00 0 0
0 *

1Im , cos sin
2

N

nzn nzn
m L

f z dz
z L

r z z
σ σ τ α τ α

π= ′

⎧ ⎫
⎪ ⎪ ′= − = − ∈⎨ ⎬

−⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∫   (23.48) 

або з урахуванням того, що  
( ) ( ) ( )0 0 0

* 0 * 0,dz a ds z z a s xα α= − = −  
отримуємо рівняння та вирази для УКІН 

( )
( )

( )

( )

6 0 0
3 3,1 3,20

0
1

1 , 0, , 0,
2

cos sin .

a

nzn nzn
a

nzn

f s ds
f x K a K

r s x

x a

σ σ π
π

σ τ α τ α

−

= = = =
−

= − ≤

∫
   (23.49) 

Абсолютно жорстка плівка в однорідному середовищі 

Для абсолютно жорсткої плівки з натягом 0nw±  на берегах, що дорівнює похідним уз-

довж дотичної до nL′  переміщень w  відповідних берегів, умови взаємодії 2 0n nwσ ± ± ′=  приведе 
до системи рівнянь 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
0 * 0

0 3 * * 0
6 0 20 0

0 0 *
Im ; 0, .

2
m

N
n m

n n n n
m mL

a r f z dz
f z w z L n N

a z z

α
σ

π α
∓ ±

= ′

⎧ ⎫
⎪ ⎪ ′ ′+ = − ∈ =⎨ ⎬

−⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∫  (23.50)  

Різниця та сума цих рівнянь дають вираз для однієї функції стрибка ( )6 0 0n n nf z w w− +′ ′= −  та 
рівняння для визначення другої – 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 3 * * 0
0 0 20 0

0 0 *

1Im ; 0, .
2 2

m

N
n m

n n n n
m mL

a r f z dz
w w z z L n N

a z z

α
σ

π α
+ −

= ′

⎧ ⎫
⎪ ⎪ ′ ′ ′= + − ∈ =⎨ ⎬

−⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∫  

Якщо натяги берегів ідентичні ( 0 0n nw w+ −′ ′= ), то маємо ( )6 0nf z =  та рівняння 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 3 * * 0
0 20 0

0 0 *
Im ; 0, .

2
m

N
n m

n n n
m mL

a r f z dz
w z z L n N

a z z

α
σ

π α
+

= ′

⎧ ⎫
⎪ ⎪ ′ ′= − ∈ =⎨ ⎬

−⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∫  (23.51) 

Для одної плоскої абсолютно жорсткої плівки завдовжки (завширшки) 2a  під кутом α  
у полі однорідних напружень на нескінченності n mα α α= =  і з попереднього виразу 
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( ) ( ) ( )
0

0 0
3 * * 0

2 6 00 0
0 *

1Im , 0
2

N

n
m L

r f z dz
f z z L

z z
σ

π= ′

⎧ ⎫⎪ ⎪ ′= − = ∈⎨ ⎬
−⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∫    (23.52) 

або 
( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0
3 0

2 6

0
2 45 55 1 55 45

45 55 1 55 45

1 , 0 ,
2

cos sin cos sin

cos sin cos sin .

a

n
a

n n n n n

r f s ds
f s x a

s x

a a a a

a a a a

σ
π

σ τ α α τ α α

τ α α τ α α

−

= − = ≤
−

= + + − =

= + + −

∫

  (23.53) 

Асимптотичні формули 

Асимптотичні формули (23.26) будуть виконуватися і в околі краю викривленого 
включення, якщо вісь nx  системи n n nx O y  спрямувати уздовж дотичної до nL′  у 

відповідному кінці лінії і скористатися відповідними значеннями ns  та cos sinn
n sω θ θ= + . 

Наприклад, вираз для напружень набуде вигляду 

( ) ( )
( ) ( )

{ } { }
0

3,1 3,21 2 1 2
1 10

1
Re Im ..., .

2 2

n n
yzn n yzn n n n n

n
xzn n xzn n

z z K K
r r sz z

σ σ
ω ω

π πσ σ
λ λ λ∓− −−

= − =
−−

 

Враховуючи, що в основній системі координат  

( ) ( )0 0 expyz xz yz xz yzn xzn ni i i iσ σ σ σ σ σ α+ ≡ + = + − , 

в околі кінця n -го включення отримаємо 

{ } { }

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

0
3,1 3,21 2 1 2

0

0
6 1 2 3 1 2

0 0
6 1 2 3

Re Im
2 2

cos sin sin1 Re ,
2 sin cos cos

, cos sin , sin cos .

n n
yzn yzn n n

n n
xzn xzn

n n
n n n n n

n n
n n n n n

n nn n n
n n

n n

K K
r r

q s r s q
O r

r q s r s q

A
A s B s

B

σ σ
ω ω

π πσ σ

α α α

α α α

α
α α α α α α

α

μ μ

μ

∓

∓

− −

± ±

± ±

−
= −

−

− −
+

− + −

= = − = +
−

 

Оскільки з виразу (23.35) випливає  

( ) ( )
0

0
n n

n

sB
a

α
α

= , 

то остаточно 

( ) ( )

( ) ( )

0 1 2 1 2
3,1 3,20 0

0 0 0

20
6 3 55 1 2

0 20 00
6 3 55

Re Im
2 2

sin1 1Re .
2 cos

n n
yzn yzn n n

n nxzn xzn

n n n n

n
n n n n

K K
a ar r

q r q a
O r

ar q s r q a

σ σ ω ω
α απ πσ σ

α

α
α

λ λ ∓

∓

− −

± ±

± ±

⎧ ⎫ ⎧ ⎫− ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= −⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪− ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎧ ⎫
−⎪ ⎪⎪ ⎪ +⎨ ⎬

⎪ ⎪− −⎪ ⎪⎩ ⎭

       (23.54) 
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Зазначимо, що на продовженні осьової лінії включення 1nω = , а на самій осі включен-
ня – 1nω = − . 

Порівняння результатів цього пункту і праці [1044], де досліджувалася задача викрив-
лених тріщин у анізотропному середовищі, свідчить, що використані тут ( )0

1 zψ  та *
3f  ма-

ють сенс функцій ( )1zΦ  та ( )2ω t−  праці [1044], якщо взяти також до відома, що 
/ 2mα ψ π= −  (є протиріччя між означенням ψ  у тексті згаданої праці та поданим там рису-

нком). Врахувавши ці зауваги, замінивши nτ ±  на nZ ±±  та відкинувши інші зовнішні силові 
чинники, зведемо рівняння (23.47) до (2.1), (2.2) [1044]. Внаслідок рівності  

( ) ( )0 0
1 0 21Re ns aλ ψ α λ⎡ ⎤= − ≡⎣ ⎦ ,  ( ) ( )2 0Re 1 naλ ψ α⎡ ⎤= − ⎣ ⎦    при   0θ = ,  

3,2 0nK =  і без урахування членів порядку ( )1O  з виразів (23.49), (23.54) випливають асимп-
тотичні вирази (3.3), (3.4) [1044] для прямолінійного розрізу з точністю до загубленого там 
знаку "мінус" біля 2,3τ .  

Загалом питання поздовжнього зсуву анізотропного середовища з тріщинами досить 
детально вивчене у багатьох працях, зокрема [878, 1044, 701]. З’ясовано [701], що у загаль-
ному випадку прямолінійної анізотропії задачу для тривимірного середовища не можна роз-
щепити на плоску та антиплоску лише у трьох випадках: 1) коли тіло взагалі не має площини 
пружної симетрії; 2) коли ця площина існує, але орієнтована під деяким кутом до поздовж-
ньої осі тіла; 3) для тіла з віссю симетрії пружних сталих третього порядку. 

Дослідження поля напружень поблизу гострокутних типу астро- і гіпоциклоїдних 
включень засвідчило, що вони мають кореневу особливість, що характеризується одним КІН 
[81]. Поширення використаних там методів на пружні включення [68] підтвердило і у цьому 
випадку існування кореневої особливості, що характеризуються вже двома КІН. Там також 
було отримано асимптотичні вирази, які збігаються з головною частиною розвинення (23.26). 

У граничному випадку однорідного ізотропного матеріалу із асимптотичних залежнос-
тей (23.54) випливають вирази (20.22). 

23.6. Одне включення в однорідній матриці  

Для одного включення [ ; ]L a a′ = −  в однорідній матриці, коли виконуються залежності 
1 2 1

3 61
2, , 2r r q q r
r

= = − = , 

розв'язок інтегральних рівнянь (23.32) шукаємо у вигляді рядів (20.29), коли 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

1

1 1 1

1 / / , 1 ,

1 1 , 1 , 2 1 .
2

M
r

r r r n n
n

M M M
n n nr r r

r n r n r r n
n n n

f x x a x a t A T t t

aA p A q n nA

ϕ ϕ

ϕ

=

± ± ±

= = =

⎡ ⎤= − = ≤⎢ ⎥⎣ ⎦

± = ± = ± = ± = ± ±

∑

∑ ∑ ∑
 (23.55) 

Дія поля напружень на нескінченності 

Для тріщини  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2 2
3 3 6 6 6 6 0 0

1 1 1 1 1 1
6 6 6

1 1 1 1 1 2 2
6 6 1 1

1 1 1 1
6 45 55 1

3,1 3,2 3

0, 0, , , ,

1 , Re Re ,

Re Re 1 , ,

1 Im , ,
2

, 0,

yz

xz

f x t z t x q f x q x X x X z a z

t z q z X z z t z z X z

z s t z q s z X z X z z a

w z q X z w x w a a

K a K q

τ τ

τ σ τ τ

σ τ τ τ

τ τ τ

τ π

= = = = = −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤= + = − + = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= + = +

= = 1
3 6 62 0, 2 .n q n r τ± ± ± ±= ± = = ± = ±

  (23.56) 

Для абсолютно жорсткої плівки 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1
6 6 3 3 3 3 0

1 1 1 1 1 1 1
3 3 3

1 1 1 1 1
1 3

1 1 1 1 1
45 55 1

1 1 1 1
3,1 3,2 6 6 3 3

0, 0, , ,
11 , Im ,
2

1 Im ,
2

Re , ,

0, , 2 0, 2 .

yz

xz

f x t z t x q w f x q w x X x

t z q w z X z z q w z X z

z s q w s z X z

w z w X z r y w a a

K K w a r q n q n w r

σ τ

σ τ

τ τ τ

π ∓± ± ± ±

= = = =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − ⎢ ⎥⎣ ⎦

= + = +

= = = ± = = ± =

       (23.57) 

Тобто, для тріщини УКІН є такими є самими, як і у випадку ізотропного матеріалу. а для аб-
солютно жорсткої плівки – вже ні. 

Дія сили і гвинтової дислокації 

Якщо у точці *1z  локалізована сила 3f Q=  і ядро гвинтової дислокації зі складовою 
вектора Бюрґерса 6f b= , то згідно з (23.5) – (23.8)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 11 1 1
11 1 1 1 1,x G x G x r G x r G xσ G M= = − − − . 

Тоді для тріщини 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

1 1
*
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61 1 1 0
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, ,

2 2

Re1 Im 0, , ,
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1 1Im 0, , Im ,
2 2

yz yz

yz xz xz
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r r
f x t z t x if P x f x G x

t zr
t z F z F z z z

r

s t z
z f P z z z

r

z f s P z K Q a K

π π

σ σ
π

σ σ σ
π

σ
π π

− −

⎡ ⎤= = = =⎣ ⎦

⎡ ⎤= + = +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
− ⎢ ⎥⎣ ⎦⎡ ⎤= = +⎢ ⎥⎣ ⎦

±⎡ ⎤= = ±⎢ ⎥⎣ ⎦ 2 0;=

 (23.58) 

для абсолютно жорсткої плівки – 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

*
6 6 3 3 01 3

1 1
31 1 1 0

3 1

0 * 1 1 1 0
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3 01 3,2

1 10, 0, Re 0, , Re ,
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, ,
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1 1Im 0, , Im ,
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1 1Im 0, , Re
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f x t z t x f P x f x G x

r t zit z F z F z z z
r

z f P z z s t z z

z f s P z K Q a

π π

σ σ
π

σ σ σ
π

σ
π π

∓

− −

⎡ ⎤= = = − =⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦⎡ ⎤= − = +⎢ ⎥⎣ ⎦

− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= = ±⎢ ⎥⎣ ⎦ 3,1, 0,K =

 (23.59) 

де 

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1*0 *1 *11 * 1 3
3 1 1 1 11 1

*1 *10

* 6
0 0 3 3 1
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1 1 1 , 1 ,

, , , .

X z X zf
F z if Q z

az z z zX z X z

aQ x f
G x X z iX z X z iX z f f

X x r

±
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥= + ± = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥− −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦

= = − = = −

 (23.60) 

Для півнескінченної тріщини і абсолютно жорсткого включення вирази (23.58), (23.59) 
збережуть свою силу, тільки слід вважати  

1 1z aξ = − , 1 1
*1 *1z aξ = −   

та  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 13 3
1 1 1 1 1 1*1 *1

1
3 *11
1 1 1*1

, ,

2
, .

if if
F z F z

f iQ x
Q z G x
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ξ

ξ ξ ξ

∓

∓ ∓

∗ ∗
± ±

∗

±
= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − =
−

  (23.61) 

Тому для півнескінченної тріщини 

3 3 3
3,11 1 1 11 1

*1 *1*1

3 3
3,2 1 1 1 1*1 *1

1, Im ,
24

ˆ ˆ0, ;
4

yz xz

yz xz

f f fii K

f fiK i

σ σ
ππ ξ ξ ξ ξξ ξ

σ σ
π ξ ξ ξ ξ ξ

∗ ∗ ∗

∗ ∗

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ = + = −⎢ ⎥− +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + = −⎢ ⎥+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (23.62) 

для півнескінченної абсолютно жорсткої плівки 

3 3 3
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ˆ ˆ0, .
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yz xz
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⎢ ⎥= + = +⎢ ⎥+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (23.63) 



§ 23. Включення в анізотропному середовищі 

 

233

Дія силового та гвинтового диполів 

Оскільки для сили та дислокації в анізотропній площині ( ) ( )1 1
1 1 01 0,G z A P z= − , то для 

силового і дислокаційного диполя, орієнтованого під кутом ϕ  з плечем 0c → , згідно з (21.9) 
відповідна функція дорівнює 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 11 1
1 1 01

21 1 1
01 *1

cos sin 0, cos sin ,

0, .

G GG z c cA Q z s
x y

Q z z z

ϕ ϕ ϕ ϕ

−

⎧ ⎫∂ ∂ ⎡ ⎤= − + = +⎨ ⎬ ⎣ ⎦∂ ∂⎩ ⎭

= −

 

Тому, переходячи до границі при 1 constcA → , отримаємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
*

1 1 * * 1 * 6
1 1 01 1 3 3 3 1

0, , , cos sin , ,
4

d
d d d

f f
G z A Q z A i f f s f f i

r

ϕ
ϕ ϕ ϕ

π
= = = + = +   

(23.64)  
де ( )3 3

0
limd
c

f cf
→

= , ( )6 6
0

limd
c

f cf
→

=  – інтенсивності силового та дислокаційного диполів від-

повідно.  
 

 
 

Рис. 23.3 Рис. 23.4 
 

На відміну від ізотропного випадку, коли ( )1cos sin exps iϕ ϕ ϕ+ = , не для кожного дис-
локаційного диполя знайдеться еквівалентний до нього силовий диполь та навпаки. Відпові-
дно до (23.64) розв’язок для силового диполя 3df  під кутом ϕ  рівнозначний суперпозиції 

31 32cos sinM Mϕ ϕ+ , де 31M , 32M  – силові диполі величиною 3df , орієнтовані під кутами 
0ϕ =  та / 2ϕ π=  відповідно. Аналогічно і для дислокаційного диполя зручніше здійснювати 

обчислення на основі суперпозиції 31 32cos sinD Dϕ ϕ+ , де 31D , 32D  – дислокаційні диполі 
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величиною 6df , орієнтовані під кутами 0ϕ =  та / 2ϕ π=  відповідно. Тому під час здійснен-
ня обчислень достатньо обмежитися значеннями кутів 0ϕ =  та / 2ϕ π= , розв’язуючи рів-
няння лише для навантажень 31M , 32M , 31D , 32D . 

Формули (23.58), (23.59) для тріщини та абсолютно жорсткої плівки зберігають свій ви-
гляд і для диполів, якщо для випадку одного такого дефекту скінченної довжини (ширини) 
уздовж відрізка [ ; ]L a a′ = −  вважати 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

* 2 1 1
1 *1

2 2 21 1 2 1 2 1*1 *1

* 1 1 2
*11

2 2 21 2 1 1
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1 ,
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if a z zF z
z z a z a z

f z z a
Q z

a z a z z

ϕ

ϕ

±

⎡ ⎤
⎢ ⎥

−⎢ ⎥= ±⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

−
=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (23.65) 

для півнескінченного дефекту уздовж ( ; 0]L′ = −∞  –  

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
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* *1 1 1 1
1 1*1 *1

2 21 1 1 11 1 1 1
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2 2
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F z F z

f
Q z z a z a

ϕ ϕξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξξ ξ ξ ξ

ϕ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ

∓± ±
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥± =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+
= = − = −

−

 (23.66) 

 

 
 

Рис. 23.5 
 
Тому під час дії диполів для півнескінченної тріщини  
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( ) ( ) 3 2* 1
3,1 *1 3,2

1 Im , 0
8

K f Kϕ ξ
π

−⎡ ⎤
= =⎢ ⎥⎣ ⎦

;    (23.67) 

для півнескінченної абсолютно жорсткої плівки – 

( ) ( ) 3 2* 1
3,1 3,2 *1

10, Re
8

K K f ϕ ξ
π

−⎡ ⎤
= = − ⎢ ⎥⎣ ⎦

.    (23.68) 

Пружні поля від гвинтових дислокацій в анізотропному середовищі розглядалися у 
[1656, 1150, 461]. 

Пружне включення 

Для прикладу досліджувалася [967] концентрація напружень на тонкому ізотропному 
включенні ( 44B 55B B 45B1 , 0a a G a= = = ) в однорідній матриці ( )44 55 45, ,a a a  за умов взає-
модії (15.12), що породжують систему сингулярних інтегральних рівнянь (23.32). Півтовщи-
на ( )h x  включення змінювалася за законом (5.20); вважалося 0 0,1h a = . Параметр форми 

1; ; 2β = ∞ (включення еліптичної, прямокутної та деякої проміжної форми). Застосовувалася 
схема методу колокацій з точністю обчислень не меншою від 1 %. 

 

  
Рис. 23.6                                   Рис. 23.7  

 
Розглядалося п'ять типів навантаження: 1) однорідне поле напружень на нескінченнос-

ті; 2) сила Q  у точці *1 *z iy= ; 3) ядро гвинтової дислокації зі складовою b  вектора Бюрґерса 
у точці *1 *z iy= ; 4) силовий диполь 32M  у точці *1 *z iy= ; 5) дислокаційний диполь 32D  у 
точці *1 *z iy= .  
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Рис. 23.8 Рис. 23.9 

 
Вивчалося також два типи матриці:  

а) намоточного однонапрямленого склопластику [535, 43] з параметрами  

44

1 5,75ГПаxzG
a

= = ,  
55

1 5,00ГПаyzG
a

= = ,  45 0a = ;  

б) з абстрактного матеріалу зі сталими  

45 0a = ,  55

44
0,1xz

yz

G a
G a

= = . 

Під час виконання обчислень припускалося, що 

( )
( )

( )
0

*

44B 55
0,

max 1,
xzpc

xz
p

a
w a

a a

σ
σ−

−
= − = . 

Включення вважалося ізотропним з модулем зсуву B 44B1G a= , що змінюється від ну-
ля (тріщина) до нескінченності (абсолютно жорстке включення), або з алюмінію 
( B 26 ГПаG = ). Застосовувалася переважно основна модель (використання плівкової згаду-
ється окремо). В усіх вивчених випадках результати обчислень засвідчили, що за відносної 
жорсткості включення 3

44 44B 10k a a −= ≤  результати практично збігаються з аналітичними 
для тріщини. При 1000k ≥  дані обчислення УКІН 3,2K  практично збігаються з аналітичними 
результатами для абсолютно жорсткої плівки, а з використанням плівкової моделі цю ж тен-
денцію виявляють і значення 3,1K .  
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Рис. 23.10                                         Рис. 23.11 
 

 
 

Рис. 23.12 
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Рис. 23.3–23.7 подають вплив на УКІН орієнтації зсуву на нескінченності та відносної 
жорсткості включень. При 1k >  та дії напружень τ  УКІН 3,1K  ( 3,2K  у цьому випадку дорів-
нює нулю), так само, як і в ізотропному випадку, характеризується (рис. 23.3, матриця а) до-
волі повільною збіжністю, хоча отримані при цьому переміщення цілком відповідають 
механічній картині явища: наприклад, для абсолютно жорсткого включення (практично 

1000k ≥ ) переміщення на реальній межі включення ( )y h x= ±  дорівнюють нулю для дові-
льного значення параметра β  форми. У випадку плівкової моделі 3,1K  зберігає хорошу збі-
жність для довільних β , однак, знайдене при цьому поле переміщень придатне або для дуже 
тонких включень, або на деякій відстані від поверхні прошарку.  

 
 
 
 

  
Рис. 23.13 Рис. 23.14 

 
Порівняння результатів обчислення УКІН за основною (ом) та плівковою (пм) моделя-

ми містить рис. 23.4 (матриця б). При дії напруження 1xzσ τ∞ =  у випадку матриці типу а 
(склопластик) УКІН 3,1K =0, а зміна УКІН 3,2K  відображена на рис. 23.5. 

У табл. 23.1 містяться ненульові значення УКІН для еліптичного включення, обчислені 
за різної міри анізотропії матриці. Ліва частина таблиці побудована для відносної жорсткості 
включення 2,6k = ; права – при 1k = . Спостерігається істотна кількісна залежність УКІН від 
міри анізотропії матриці. У другому випадку величина 3,1K  практично дорівнює нулю. 

На рис. 23.6 відображені результати зміни УКІН для алюмінієвого включення у матриці 
типу а залежно від орієнтації α  осей симетрії матеріалу, уздовж яких діють напруження на 
нескінченності. Спостерігається і кількісний, і якісний вплив анізотропії матеріалу на конце-
нтрацію напружень.  
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Таблиця 23.1 
 

44 44B 2,6k a a≡ =  44 44B 1k a a≡ =   

55

44

xz

yz

a G
a G

=  3,1K

aτ π
 3,2K

aτ π
 3,1

1

K

aτ π
 3,2

1

K

aτ π
 

710  40,304 10−− ⋅ 40,316 10⋅  70,316 10−− ⋅ 40,315 10⋅  
510  30,304 10−− ⋅ 30,316 10⋅  60,316 10−− ⋅ 30,306 10⋅  
310  20,304 10−− ⋅ 20,312 10⋅  50,315 10−− ⋅ 20,240 10⋅  
210  20,961 10−− ⋅ 10,963 10⋅  50,990 10−− ⋅ 10,495 10⋅  

10 10,304 10−− ⋅ 10,281 10⋅  40,306 10−− ⋅ 00,684 10⋅  
5 10, 429 10−− ⋅ 10,189 10⋅  40, 428 10−− ⋅ 00,327 10⋅  
2 10,678 10−− ⋅ 10,109 10⋅  40,660 10−− ⋅ 10,878 10−⋅  
1 10,958 10−− ⋅ 00,694 10⋅  40,909 10−− ⋅ 40,910 10−⋅  

0,5 00,135 10− ⋅  00,423 10⋅  30,124 10−− ⋅ 10, 466 10−− ⋅  
0,2 00, 213 10− ⋅ 00,194 10⋅  30,183 10−− ⋅ 10,766 10−− ⋅  
0,1 00,300 10− ⋅ 10,878 10−⋅  30, 240 10−− ⋅ 10,872 10−− ⋅  

210−  00,926 10− ⋅ 10,587 10−− ⋅ 30,500 10−− ⋅ 10,980 10−− ⋅  
310−  10, 271 10− ⋅  10,900 10−− ⋅ 30,760 10−− ⋅ 10,996 10−− ⋅  
510−  20,137 10− ⋅ 10,992 10−− ⋅ 30,970 10−− ⋅ 00,100 10− ⋅  
710−  20, 238 10− ⋅ 10,179 10− ⋅  30,997 10−− ⋅ 00,100 10− ⋅  

 
Якщо включення орієнтоване уздовж однієї з осей симетрії ( )0; / 2α π= , то один з 

УКІН (залежно від орієнтації напружень) дорівнює нулю, а коли / 4α π= , то цей УКІН дося-
гає максимального значення. Якщо включення не орієнтоване уздовж осей симетрії матеріа-
лу, то обидва УКІН ненульові (виняток становлять тріщина та абсолютно жорстка плівка).  

На рис. 23.7 для порівняння подано залежність ненульових УКІН для двох досліджува-
них типів матриці (номер типу поміщено у дужках біля відповідного позначення УКІН), об-
числені за плівковою моделлю. І тут помітний якісний та кількісний вплив анізотропії 
матриці. 

Рис. 23.8 характеризує зміну УКІН 3,1K  (верхня частина рисунка) та 3,2K  під час пере-
міщення точки прикладання зосередженої сили Q  уздовж вертикальної осі геометричної си-
метрії задачі для окремих значень відносної жорсткості включення. Рис. 23.9, 23.10 містять 
подібні результати розрахунків для дислокації зі складовою вектора Бюрґерса b  (штрихова 
лінія характеризує результати обчислень з використанням плівкової моделі). Рис. 23.11, 23.12 
та 23.13, 23.14 стосуються вивчення впливу на УКІН силового 32M  та дислокаційного 32D  
диполів, орієнтованих під кутом / 2α π= . З віддаленням зосередженого чинника від вклю-
чення концентрація напружень істотно зменшується, причому для диполів це зменшення від-
бувається набагато яскравіше, ніж для породжуючих їх основних чинників, оскільки вони в 
певному сенсі слова є самоврівноваженими. Виняток становлять зосереджені чинники по-
близу відносно жорстких включень – з їх віддаленням від поверхні УКІН спочатку зростають 
до певного максимального значення, а вже потім починають монотонно зменшуватися. 

Додаткові поглиблені дослідження впливу на УКІН відносної жорсткості включення за 
дії зосереджених чинників було зроблено у праці [947]. Для унаочнення впливу анізотропії 
середовища на концентрацію напружень біля краю включення побудуємо графічні залежнос-
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ті УКІН від параметра відносної жорсткості матриці ( )44B 441lg /G a a= . Рис. 23.15 – 23.18 

стосуються випадку ізотропного включення (податності включення) 44B 55B 0,1 10la a= = ⋅  
ГПа–1, 45B 0a =  зі залежною від параметра l  жорсткістю (абсолютно жорстке при l → −∞ ; 
абсолютно податне – тріщина при l → +∞ ). У цьому випадку для ізотропного середовища з 
будь-якими пружними характеристиками отримаємо ідентичні залежності УКІН від параме-
тра G ; середовища з різною мірою анізотропії характеризуються іншими специфічними 
графічними залежностями. 
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Рис. 23.15 Рис. 23.16 

 
Обчислення виконано для тих випадків, коли матеріал середовища є: 
1. Ізотропним { } { }441 551 451; ; 0,1; 0,1; 0a a a =  ГПа–1; 

2. Ортотропним { } { }441 551 451; ; 0,1; 0,5; 0a a a =  ГПа–1; 

3. Анізотропним { } { }441 551 451; ; 0,1; 0,5; 0,05a a a =  ГПа–1; 

4. Ортотропним { } { }441 551 451; ; 0,5; 0,1; 0a a a =  ГПа–1; 

5. Анізотропним { } { }441 551 451; ; 0,5; 0,1; 0,05a a a =  ГПа–1. 
Номери ліній на рис. 23.15 – 23.18 відповідають розглядуваним випадкам. 

Рис. 23.15, 23.16 відображають залежність безрозмірних УКІН ( )0
3 3j jK K a Q π=  

( 1, 2j =  відповідно) від параметра G , якщо у точці z ia∗ =  середовища діє зосереджена сила 
Q . Спостерігається істотний вплив міри анізотропії матеріалу середовища на УКІН. У випа-
дку ортотропного середовища з відношенням пружних характеристик 441 551 1/ 5A a a≡ =  

безрозмірний УКІН 0
31K  збільшується у півтора рази стосовно УКІН для ізотропного середо-

вища; 0
32K  удвічі більший за модулем. Суто анізотропне середовище з таким же відношен-

ням 1/ 5A =  за наявності ненульового коефіцієнта 451a  додатково збільшує безрозмірні 
УКІН (лінії 2, 3). Анізотропні матеріали з оберненим відношенням пружних характеристик 

5A =  (лінії 4, 5) зменшують концентрацію напружень біля краю включення проти ізотроп-
ного середовища з таким само включенням. Тобто існує доволі широка можливість керувати 
концентрацією напружень біля стрічки належним підбором пружних властивостей матриці. 
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Рис. 23.17 Рис. 23.18 

 
Аналогічні залежності для випадку, коли у точці z ia∗ =  середовища розміщена гвинто-

ва дислокація з вектором Бюрґерса b  містять рис. 23.17, 23.18. Для такого навантаження 

( )0
3 3 551 551j jK K a a b a π=  ( 551a  – безрозмірне значення відповідної пружної сталої 

551a ). Максимальних значень УКІН досягають переважно за включень в ізотропному сере-
довищі 1A = . При 3G >  і 3G < −  усі числові розв’язки з точністю до 1% збігаються з грани-
чними значеннями відповідних аналітичних розв’язків для щілини та абсолютно жорсткого 
включення. 
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Рис. 23.19 Рис. 23.20 

 
Взаємна орієнтація головних осей анізотропії включення та середовища теж впливає на 

концентрацію напружень. Рис. 23.19 – 23.22 відображають залежність УКІН від кута α  оріє-
нтації головних осей анізотропії матеріалу матриці. Вважаємо, що при 0α =  пружні харак-
теристики середовища такі: { } { }441 551 451; ; 0,5; 0,1; 0,05a a a =  ГПа–1. Матеріал включення є 
таким: 

1. Ізотропним { } { }44B 55B 45B; ; 0,1; 0,1; 0a a a =  ГПа–1; 
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2. Анізотропним { } { }44B 55B 45B; ; 0,1; 0,5; 0,05a a a =  ГПа–1 (штрихова лінія); 
3. Абсолютно жорстким; 
4. Абсолютно податним. 

Номери ліній на рис. 23.19 – 23.22 відповідають розглядуваним випадкам. 
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Рис. 23.21 Рис. 23.22 

 
Рис. 23.19, 23.20 стосуються випадку дії зосередженої сили Q  у точці z ia∗ = ; рис. 

23.21, 23,22 – гвинтової дислокації з вектором Бюрґерса b . Лінія 4 на рис. 23.19 відповідає 
значенню 0

31 /10K . Для абсолютно жорсткого включення 0
31 0K = , а для 0

32K  спостерігається 

найбільший розмах його зміни. У випадку щілини 0
32 0K = , УКІН 0

31K  властива максимальна 
зміна. 

 

23.7. Антиплоска задача для анізотропного шаруватого середовища                       
з тонкими пружними включеннями  

Застосуємо метод функцій стрибка та інтегральне перетворення Фур’є до розв’язування 
антиплоскої задачі для пакету анізотропних смуг, що містять плоскі стрічкові неоднорідності 
[1662, 1006, 1663, 1004, 1117]. 

Постановка задачі 

Розглянемо антиплоску задачу теорії пружності для пакету анізотропних смуг jS , де 

,j M L= − , заввишки jH  з пружними характеристиками kmja , де , 4, 5k m =  (рис. 23.23). Ви-

сота крайніх смуг може бути скінченною або безмежно великою. Вісь Ox основної системи 
декартових координат xOy спрямуємо вздовж лінії розмежування смуг 0S  і 1S− . Всередині 
смуг jS  уздовж відрізків jL′  розміщені тонкі пружні неоднорідності, нахилені під кутами jα  

до меж 0 ,  1,jy y j M L= = − + , поділу матеріалів. У смугах можуть бути також інші включен-

ня, або їх може не бути зовсім. Включення можуть також розміщуватися на межі фаз. У 
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центрі jO  відрізка jL′  розмістимо початок двох локальних декартових систем координат 

j j jx O y  і j j js O n  ( ||j j jO s L′ , ||j jO x Ox ), зв’язаних залежністю 

0 , , ,ji
j j j j j j j jz x iy z z z x iy s in z e α−≡ + = + = + + =    (23.69) 

де 0 jz  – координати точок jO  в основній системі координат xOy. 
 

 
 

Рис. 23.23. Схема шаруватого середовища з тонкими включеннями 
 
На лініях 0 jy y=  розмежування матеріалів смуг jS  і 1jS −  поза включеннями викону-

ються умови ідеального механічного контакту: 
1

1

0 ( 1, )

j j
j j
yz yz

j

w w
x x

y y x j M L

σ σ
−

− ∂ ∂
= , =

∂ ∂
= , − ∞ < < +∞ = − + .

.   (23.70) 

На межах пакету задаємо напруження або переміщення: 

0, 1

0,

( )1 ( ) ( ) 2 ( ) ;

( )1 ( ) ( ) 2 ( )

L
L
yz L

M
M

yz M

w zz f x g x y y
x

w zz f x g x y y
x

σ

σ

+ +
+

−
− − −

−

∂
. = ; . = , =

∂

∂
. = ; . = , = .

∂

  (23.71) 

Індекс «+» стосується верхньої границі, «–» – нижньої. У кожній зі смуг задаємо напруження 
j

xz jσ τ∞ =  при x → ∞ , 1,j M L= − + . Зовнішнє навантаження задане також зосередженими 

силами jQ  та гвинтовими дислокаціями з складовою вектора Бюрґерса jb  всередині кожно-
го шару jS  у точках j j jz x iy∗ ∗ ∗= +  відповідно.  
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Метод функцій стрибка 

Відповідно до методу функцій стрибка задача теорії тонких дефектів базується на 
принципі спряження континуумів різної вимірності та умовах взаємодії тонкого включення 
із зовнішнім середовищем, які пов’язують напруження і переміщення на протилежних пове-
рхнях матриці, що прилягають до обох боків включення: 

( ),  0  ,   1, 2
j

j j
j ji n z

j

w s L i
s

∂σ
∂

Ψ ±⎛ ⎞
′= ∈ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
.   .  (23.72) 

За принципом спряження вплив тонкого включення на напружено-деформований стан 
тіла зводиться до утворення на jL′  стрибків вектора напружень і похідної від вектора пере-
міщень: 

( )3 6( ),   ( )   
j j

j j j jj j
j j j jn z n z

j
f s w w f s s L

s
∂σ σ

∂
− + − +⎡ ⎤ ′− = − = ∈⎣ ⎦ ,  (23.73) 

причому 3 6( ) ( ) 0j j
j jf s f s= = , якщо j js L′∉ . Функції стрибка, взагалі кажучи, є невідомими 

функціями. 
Для поздовжнього зсуву в напрямі осі Oz анізотропного середовища kS  співвідношен-

ня закону Гука та рівняння рівноваги мають вигляд (13.23), (13.24) і якщо ввести функцію 
напружень kF  згідно з означенням  

k
k
xz y

∂
σ

∂
ℑ

= ,  
k

k
yz x

∂
σ

∂
ℑ

= − ,  

то рівняння рівноваги задовольнятиметься тотожно, а з закону Гука отримаємо рівняння 
2 2 2

55 45 442 22 0
k k k

k k ka a a
x yy x

∂ ∂ ∂
∂ ∂∂ ∂

ℑ ℑ ℑ
− + = .   (23.74) 

Функцію напружень jℑ  у смузі jS  можна подати у вигляді суперпозиції однорідного 
0 jℑ , породженого зовнішнім навантаженням за відсутності включень, і збуреного ˆ jℑ  

розв’язків. У свою чергу, ˆ jℑ  є сумою основного збуреного розв’язку 0ˆ jℑ  для безмежної 
площини з такими самими механічними властивостями і тими самими включеннями, які на-
лежать jS  (якщо в jS  включень немає, то 0ˆ 0jℑ = ), і збуреного коригувального 1ˆ jℑ , який 

повинен враховувати скінченність висоти jH  і вплив сусідніх смуг, не породжуючи стрибків 
напружень і переміщень: 

( )0 0 0 1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  j j j j j j
jz z z z z z z Sℑ = ℑ + ℑ = ℑ + ℑ + ℑ ∈ .    (23.75) 

З умови відсутності поворотів на нескінченності ліній поділу матеріалів маємо зв’язок 
між зусиллями на безмежності: 

( ) ( )1 0 0, 1
45 55 45, 1 55, 1 1

| | | |
0.j j j j

j j j j j j
x x

w w w w a a a aτ τ τ τ− −
− − −

→∞ →∞
′ ′ ′ ′− = − = + − − =  

Однорідний розв’язок відповідає зовнішньому навантаженню всередині смуг, задово-
льняє крайові умови (23.71) та умови ідеального механічного контакту (23.70). Під час пере-
ходу через вісь включень jL′  він не викликає стрибків напружень і переміщень. Тому 
збурений розв’язок повинен задовольняти нульові крайові умови (одне з двох рівнянь на ко-
жній межі): 

0 1 0 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1) 0, 2) 0L L L L L L
yz yz yz w w wσ σ σ ′ ′ ′≡ + = ≡ + = ;     (23.76) 
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0, 1, 0, 1,ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1) 0, 2) 0M M M M M M
yz yz yz w w wσ σ σ− − − − − −′ ′ ′≡ + = ≡ + = ,   (23.77) 

умови ідеального механічного контакту на лініях поділу матеріалів: 
0 1 1 0, 1 1, 1 0 1 1 0, 1 1, 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ;j j j j j j j j j j j j

yz yz yz yz yz yz w w w w w wσ σ σ σ σ σ− − − − − −′ ′ ′ ′ ′ ′≡ + = ≡ + ≡ + = ≡ +  (23.78) 

та породжувати стрибки напружень і похідних від переміщень на jL′ : 

( )3 6ˆ ˆ ˆ ˆ( ),   ( )   
j j

j j j jj j
j j j jn z n z

j
f s w w f s s L

s
∂σ σ

∂
− + − +⎡ ⎤ ′− = − = ∈⎣ ⎦ . 

Розглянемо міжфазне включення на межі поділу двох півплощин jS  і 1jS − . Для цього 

зафіксуємо певне значення j і розглянемо випадок, коли висоти відповідних смуг jS , 1jS −  є 

необмежені ( 1,  j jH H − → ∞ , L j= , 1M j= − ). Тонке включення характеризується стрибка-
ми (23.73): 

3 6( ),   ( )
j j

j j
y z y z j j

j j

w wf x f x
x x

∂ ∂σ σ
∂ ∂

− +
− +− = − = ,    (23.79) 

де індекс «+» стосується до півплощини jS , а індекс «–» – до 1jS − . 
Розв’язок рівняння (23.74) у просторі зображень інтегрального перетворення Фур’є має 

вигляд 
( )1 1 2 2( , ) ( ) exp( ) ( ) exp( ) 1,kF k k k k

j j jy A y A y k j jξ ξ λ ξ λℑ = + = − ,  (23.80) 
де  

( )1( 1)    1, 2k i k k
i j iλ α ξ β ξ−= − − =   

2
44 55 45

55

( )k k kk

k

a a a
a

α
−

= ,  45

55

k k

k

a
a

β = . 

Оскільки функція напружень (23.80) повинна бути обмеженою у разі jy → ±∞ , то 

( )
( )

2 2

1 1
1 1

exp( ) 0 ,
( , )

exp( ) 0 .

j j
j jF

j j j
j j

A y y
y

A y y

λ
ξ

λ− −

⎧ >⎪ℑ = ⎨
<⎪⎩

   (23.81) 

У просторі зображень справджується такий зв’язок: 
( , )

,    ( , ),
j j

F
jF F F

x z y z j
j

y
i y

y
∂ ξ

σ σ ξ ξ
∂

ℑ
= = ℑ     (23.82) 

а залежності (23.79) зводяться до вигляду 

45, 1 55, 1 45 553 6( ),    ( )
j j j j j j

jF jFF F F F F F
y z y z j y z j x z j y z j x zf a a a a fσ σ ξ σ σ σ σ ξ− + − − + +

− −− = + − − = . (23.83) 

Підставивши (23.81) і (23.82) у (23.83), отримаємо систему лінійних алгебричних рів-
нянь стосовно ( )k

qA ξ , розв’язком якої є 

55 31 6
1

1
55, 1 36

2 1
55, 1 55

( )( )sign
( ) ,

( )( )sign 1( ) ,    .

jFj jjFj
jj

jFj jjFj
jj j

j j
j j

a ff
A

i

a ff
A

i a a

γ α ξγ ξ ξ
ξ

ξ ξ

γ α ξγ ξ ξ
ξ γ

ξ ξ α α

−

−
−

−
−

= +

= − =
+

  (23.84) 

На підставі (23.81), (23.82), (23.84) напружений стан кусково-однорідної анізотропної 
площини з міжфазним включенням опишемо залежністю 
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( )

1
55, 10 0

3 2 3 1

6 2 6 1

550 0 1 11 1
3 2 3 1

1 11 1
6 2 6 1

ˆ ˆ ( ) ( )
2

( ) ( )   ,
2

ˆ ˆ ( ) ( )
2

( ) ( )
2

j j

j j

j j
jj j j j j jj j

m py z x z

j
j j j jj j

m p j

j j
jj j j j j jj j

m py z x z

j
j j j jj j

m p

a
i g t z g t z

g it z g it z z S

a
i g t z g t z

g it z g it z

α γ
σ σ

γ

α γ
σ σ

γ

−
−

− −− −

− −− −

⎡ ⎤+ = − + +⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + ∈⎣ ⎦

⎡ ⎤+ = − + +⎣ ⎦

+ + ( )1  .jz S −
⎡ ⎤ ∈⎣ ⎦

   (23.85) 

Тут 

( )

( )1 2 1

( )1( )    3, 6 ,    ( 1),    ( 1),

,        1,  .

j

j
j k k k k k kr

r p m
L

k k k k k
j j j

f t dtt z r g i g i
t z

z x y i y z z k j j

β α β α
π

β α

′

= = = + + = + −
−

= + + = = −

∫
 

У випадку однакових матеріалів півплощин , 1( )kmj km ja a −=  залежності (23.85) визна-
чатимуть напружений стан однорідної площини: 

0 0
3 2 3 1 6 2 6 1

55

1 1ˆ ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) .
4 4j j

j j j j j j j j j jj j j j
m p m py z x z j

j
i g t z g t z g it z g it z

a
σ σ

α
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = − + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (23.86) 

Для включення в однорідній площині, повернутого на кут jα  відносно осі j jO x , у сис-

темі координат j j js O n  вираз для напружень (23.86) збережеться, лише в ньому слід форма-

льно замінити jx  та jy  на js  та jn , а сталі kmja , jα , jβ  на kmja′ , jα′ , jβ ′  відповідно. 

Сталі kmja′  характеризують пружні властивості матеріалу в системі координат j j js O n , а їх 

зв’язок з kmja  наведено у виразах (13.39) та (13.40). Використавши залежність 

( ) j
j j j j

i
y z x z n z s zi i e ασ σ σ σ −+ = + ,     (23.87) 

вираз для напружень від повернутого на кут jα  включення в однорідній півплощині запи-
шемо у вигляді 

0 0
3 2 3 1 6 2 6 1

55
ˆ ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) .

4 4

j j

j j

i i
j j j j j j j j j jj j j j

m p m py z x z j
j

e ei g t z g t z g it z g it z
a

α α
σ σ

α

− −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′+ = − + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦′ ′

 (23.89) 

Залежність (23.89) є основним збуреним розв’язком для смуги jS . 

Коригувальний збурений розв’язок 1ˆ jF  подаємо як 

1 2

1 2

1 2

1
1 2

1
1 1 2 2

1
1 2

1ˆ ( ) ( ) ( )
2

1( ) ( ) ( )ˆ
2

( ) ( ) ( )ˆ
2

j j

j j

j j

j jy y i xj

j j j j jy y i x
xz

j j jy y i x
yz

x y A e A e e dF

x y A e A e e d

ix y A e A e e d

λ λ ξ

λ λ ξ

λ λ ξ

ξ ξ ξ
π

ξ λ ξ λ ξσ
π

ξ ξ ξ ξσ
π

+∞
⎛ ⎞ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠−∞

+∞
⎛ ⎞ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠−∞

+∞
⎛ ⎞ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠−∞

, = + ,

, = + ,

, = + ,

∫

∫

∫

   (23.90) 
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де ( )j
qA ξ  – невідомі наперед функції. Причому, якщо висота jH  якоїсь із смуг є безмежною, 

то одна з цих функцій дорівнює нулю: 1 ( ) 0LA ξ =  для LS ; 2 ( ) 0MA ξ− =  для MS− . Підставив-
ши формули (23.89), (23.90) і (23.69) в умови (23.76) – (23.78) отримуємо систему лінійних 
алгебричних рівнянь стосовно ( )j

qA ξ : 

( )
2

1 3, 6
( ) ( ) ( , ) ( ) 0  ,

j

L
q j r j

q kj rkj
j M q r L

c A d t f t dt k M Lξ ξ ξ
=− = = ′

⎛ ⎞
− = = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∫ , 

розв’язок якої має вигляд 

( )
3, 6

( ) ( , ) ( )    1, 2;   ,
p

L
j jr p

q qp r
p M r L

A g t f t dt q k M Lξ ξ
=− = ′

= = = −∑ ∑ ∫ .  (23.91) 

Функції ( ),  ( , ),  ( , )q r jr
kj qpkjc d t g tξ ξ ξ  залежать від пружних сталих і геометрії пакету. Під-

ставивши отримані значення ( )j
qA ξ  (23.91) у співвідношення (23.90), запишемо коригувальні 

напруження: 

1 2

1 1

3, 6

1 1 2 2

ˆ ˆ( ) ( ) ( , ) ( ) ,

( , )( ) ( , )( ) .

p

j j

L
j j jr p

yz xz p r
p M r L

jr jrj jy yjr ix
p p p

z i z R z t f t dt

iR g t e g t e e dλ λ ξ

σ σ

ξ ξ λ ξ ξ λ ξ
π

=− = ′

∞
−

−∞

+ =

⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∫

∫
 (23.92) 

Формули (23.75), (23.89) і (23.92) дають повний розв’язок для смуги jS . Використову-

ючи (23.69) і (23.87), його можна записати в локальній системі координат j j js O n  і за фор-
мулою Сохоцького – Племеля знайти його граничні значення на лінії включення 

0 0
3 3

06 6
55 3, 6

45 55

1( ) ( ) 2 ( ) 2( 1) ( )
4

1 2(1 ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
4

( )
( )

j j j j

j j

p

j

j j j j j jjj
j j j jn z s z n z s z

Li ij j jr pj j
j j p j j rj

j p M r L

j
j j

j jn z
j

s i s i i t s i f s

i t s i f s e R s e z t f t dt
a

w s
a s a

s

α α

σ σ σ σ βα

β α
α

σ

± ± ± ±

=− = ′

±
±

⎡ ⎤′+ = + + ± − −′⎣ ⎦

⎡ ⎤′− − ± + + , ,′⎣ ⎦′ ′

∂
′ ′= +

∂

∑ ∑ ∫

( )
j

j
j js z sσ ± .

 

Їх підстановка в умови взаємодії (23.72) породжує систему сингулярних інтегральних рів-
нянь стосовно функцій стрибка ( )j

rf t , 3, 6r = ; ,j M L= − . Розв’язавши її методом колокацій 
чи механічних квадратур, остаточно побудуємо поле напружень і переміщень у довільній то-
чці пакету смуг. 

Біля кінців включення завдовжки 2a  в однорідному анізотропному матеріалі з власти-
востями матеріалу kS  напруження мають кореневу особливість і визначаються за формулами 
(23.26), (23.27): 

0
1/ 2 1/ 231 32

0

1 1
Re Im (1)

2 2
yz yz

k kk k
xz xz

K K
O

r rs s

σ σ
ω ω

π πσ σ
− −

⎛ ⎞ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎜ ⎟ = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎪ ⎪ ⎪ ⎪− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎝ ⎠
, 

де  
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cos sink
k sω θ θ= + ;  1 2

k k ks s is= + ;  45
1

55

k k

k

a
s

a
= ;  

2
55

k
k

k

r
s

a
= ;  2

45 44 55( )k
k k kr a a a= − ; 

r, θ  — полярні координати; 31K  і 32K  – узагальнені коефіцієнти інтенсивності напружень 
(УКІН), які визначаються виразами 

( )6
32 31 3 ,   lim ( ) | |

2 | | r rk x a

p
K iK p i p f x x a

r
π ∓

±
± ±

→±

⎛ ⎞
− = + + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Якщо функція стрибка має вигляд 

( )03 6( ) ( ) 3 6j jj j j j
r r j jf t f t f Q f b z z r j M Lδ ∗= , = , = , = = , ; = − , ,   (23.93) 

де ( )tδ  дельта-функція, то підстановка цих виразів у залежності для збуреного розв’язку дає 

вирази для зосередженої сили jQ  та гвинтової дислокації зі складовою вектора Бюрґерса jb , 
розташованими у точці jz∗  смуги jS . З урахуванням (23.93) залежності (23.89) і (23.92) да-
дуть основний і коригувальний однорідний розв’язки відповідно 

00 00

552 1 2 1

1 2 1

4 4

( ) ( ) ( )

j jj jj j
p pj j m m

yz xz j j j j j
j

j j jj j
j j j

g gg gQ ibi
az z z z

z x x y y i y y z z

σ σ
π π α

β α

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ = − − + ,
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − + − + − , = ;

   (23.94) 

01 01

3, 6
( 0)

L
j j jr p

yz xz p r
p M r

i R z fσ σ
=− =

+ = , .∑ ∑      (23.95) 

Коли включення розміщене на межі поділу двох шарів jS  і 1jS − , то методика 
розв’язування задачі повністю зберігається (див. § 22). Особливість полягає лише в тому, що 
основний збурений розв’язок від такого включення визначається формулою (23.85) відразу 
для обох смуг jS  і 1jS − . Включення, які розміщені всередині вказаних смуг, дають свій не-
залежний внесок до повного розв’язку за загальним правилом. 

Часткові випадки і приклади 

1. Два півпростори з внутрішнім включенням, паралельним до межі поділу мате-
ріалів. Поздовжній зсув зусиллями на безмежності [1006]. Розглянемо спочатку поздовж-
ній зсув зусиллями на безмежності yz xzσ σ τ∞ ∞= =  кусково-однорідної анізотропної площини, 

яка складається із двох півплощин ,   0, 1jS j = − . Вважатимемо для означеності, що всереди-

ні півплощини 0S  паралельно до межі 0y =  поділу матеріалів розміщене тонке пружне 
включення, в основній системі координат xOy координата центра якого є 0 jz iH=  ( 0j = ). 
Включення має довжину 2а і сталу товщину 2h. Відповідні рівняння можна отримати із спів-
відношень цього параграфа, якщо вважати 0 1,H H− → ∞ . 

Умови взаємодії (23.72) для пружного анізотропного включення мають конкретний ви-
гляд (15.12): 
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Тут 

( ) ( )3 6( ) ( ),  ( ) ,    ( ) , ,
j

j j jj j j
jy zz z w z x t f z f zσ ∂ ∂σ f= =  

2B
45B

44B 45B

1     
1

a r
a a

Λ
−

=
− −

;   ( )1 2;  j jj N NN =  – вектор апріорних сталих; 

440
1

44 44B
( )

max( ,  )j

jj j
x z

j

a
N a

a a
σ= − ,  

44 44B 0 0
44 452

44

min( ,  )
( ) ( )

j j

jj j j
j jy z x z

j

a a
N a a a a

a
σ σ⎡ ⎤= − − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Основний збурений однорідний розв’язок для півплощини 0S  (вираз (23.89) при 0j = ) 
на лінії 0y =  є тоді таким:  
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 (23.97) 

Коригувальний збурений однорідний розв’язок у півплощинах 0S  і 1S−  отримується із 

залежності (23.90) при 0, 1j = − , відповідно, з урахуванням того, що 0 1
1 2( ) ( ) 0A Aξ ξ−= =  Тоді 
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 (23.98) 

Похідні переміщень 1 1ˆ xw ,−∂ /∂  та 1 0ˆ xw ,∂ /∂  обчислюються з урахуванням закону Гука (13.23).  
Коли ми підставимо вирази (23.97),(23.98) в умови ідеального механічного контакту 

(23.78) при 0L = , 1M = , буде отримана система лінійних алгебричних рівнянь 
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розв’язок якої має вигляд  
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Підстановкою залежності (23.93) при 0j =  у вирази (23.100), (23.98) отримується кори-
гувальний однорідний розв’язок 
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  (23.101) 

для сили 0Q  й дислокації 0b  у точці 0z∗ . Основний однорідний розв’язок для цього наван-
таження отримується з виразу (23.94) при 0j = .  

Після підстановки повного розв’язку для верхньої півплощини 0S  (див. рівність 
(23.75)) в умови взаємодії (23.96), отримують визначальну систему сингулярних інтеграль-
них рівнянь 

0
0 0 0 0 0 0

0 0 0

00 0
0 0

1 ( ) ( ) ( 2 ) ( 2 )

2 ( 0) 2 ( [ ; ])

x

a
t dt x x i H x i H

h

x x a a

α αf Λ t V t D t B

N Λσ
−

,

+ + − + + =

= , − ∈ − ,

∫   (23.102) 
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Використовуючи умову однозначності переміщень під час обходу навколо включення 
та те, що до включення зовнішнє навантаження не прикладене, отримуємо додаткову умову 

0

0 ( ) 0
L

t dtf
′

= .∫      (23.103) 

Систему сингулярних інтегральних рівнянь (23.102), (23.103) стосовно функцій стрибка 
0 0

3 6( ),  ( )f t f t  в усіх розглянутих способах навантажування розв’язано з точністю до 1% мето-
дом колокацій. Обчислення виконано для тих випадків, коли матеріалом півплощини 0S  є 
однонапрямлений намоточний склопластик [43]  

{ } { } 9 -1
442 552 4521 / ; 1 / ; 0,2; 0,174; 0 10 Паyz xza G a G a −= = = ⋅ ;  

матеріалом півплощини 1S−  є або ортогонально напрямлений намоточний склопластик  

{ } 9 -1
441 551 451; ; {0,271;  0,273; 0} 10 Паa a a −= ⋅ ,  

або абсолютно податний матеріал чи абсолютно жорсткий матеріал (відповідно суцільна, 
пунктирна та штрихова лінії на рис. 1, 2). Включення є ізотропним: 55B 44B 45B1, 0a a a= = . 

Випадок абсолютної жорсткості області 1S  еквівалентний задачі для анізотропної пів-
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площини 0S  із защемленим краєм; випадок абсолютної податності 1S−  – задачі для анізот-

ропної півплощини 0S , коли на межі задані зусилля yzσ τ∞ = . Незалежно від пружних власти-

востей півплощини 1S−  і способу навантажування відповідна лінія графічної залежності 
УКІН завжди лежатиме між відповідною для механічних властивостей матриці пунктирною і 
штриховою лініями. 

 

 
Рис. 23.24                                                                         Рис. 23.25 

 

Рис. 23.24 відображає залежність безрозмірних УКІН 0
3 3j jK K aτ π= , 1, 2j =  від па-

раметра жорсткості включення ( )44B 442lgG a a=  у випадку дії однорідного поля напружень 
на нескінченності. Включення розміщене на відносній глибині / 1d H a= =  від межі поділу 
півплощин 0y = . Для 3G >  і 3G < −  числові розв’язки з точністю до 1% виходять на грани-
чні значення, властиві розв’язкам для щілини та абсолютно жорсткого включення відповід-
но. 

 

Рис. 23.26 Рис. 23.27 
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На рис. 23.25 відображено залежність 0
32 32K K aτ π=  від відносного заглиблення 

/d H a=  включення. Якщо d → ∞ , криві виходять на розв’язок для пружного включення в 
однорідній площині, який з точністю до 1% отримуємо вже при 3d = . 

2. Два півпростори з внутрішнім включенням, паралельним до межі поділу мате-
ріалів. Дія зосереджених сил і гвинтових дислокацій [1663]. Подібним способом з ураху-
ванням зміни функцій 0 0,xz yzσ σ  отримується розв’язок задачі про вплив на концентрацію 
напружень біля включення зосереджених сил і дислокацій. Рис. 23.26 подає залежність без-
розмірного УКІН 0 0

3 3j jK K a Q π= /  від параметра відносної жорсткості включення 

( )44B 440lg aG a= . Включення розміщене на відносній глибині 1d H a≡ / =  від межі поділу 

матеріалів 0y = . Зосереджена сила 0Q  діє у точці (0, 2a ). 
Рис. 23.27 відображує аналогічну залежність, якщо у точці (0, 2a ) діє гвинтова дисло-

кація 0b . Для такого навантаження вважалося, що ( )0 0
3 3 550 0 174j jK K a a b π= , . Якщо 

3G >  або 3G < − , числові значення з точністю до 1% збігаються з граничними значеннями, 
які дає точний аналітичний розв’язок для розрізу та абсолютно жорсткого плівкового вклю-
чення відповідно.  

 

  
Рис. 23.28 Рис. 23.29 

 

На рис. 23.28, 23.29 подано залежність ( )0 0
3 3 550 0 174j jK K a a b π= ,  ( 1 2j = ,  відпо-

відно) від відносного заглиблення d  включення у верхню півплощину, коли дислокація 0b  
діє у точці 0 (0 )z H a∗ = , + . Номери l  ліній на рисунках стосується різних податностей мате-

ріалу включення, обчислених за формулою 44B 440B 10la a= ⋅  ( 9 1
440B 0 1 10 Паa − −= , ⋅ ). Якщо 

d → ∞ , то в границі отримується розв’язок для пружного включення в однорідному анізот-
ропному масиві (з точністю до 1 % збігається із ним за відносного заглиблення включення 
більшого від 10d = ).  
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3. Вплив пружного стрічкового включення на деформацію поверхні анізотропного 
півпростору за поздовжнього зсуву [1010, 1117]. Якщо у отриманому вище розв’язку задачі 
для двох пружних півпросторів вважати, що модулі податності матеріалу 1S−  нескінченно 
малі, то отримаємо розв’язок задачі для області 0S  з включенням та жорстко закріпленим 
нижнім краєм.  

Вважаючи, що 44, 1 55, 10, 0a a− −= = , отримаємо відповідні інтегральні рівняння та 
розв’язок задачі про область 0S  ( 0y ≥ ) з включенням та вільною від зовнішніх зусиль пове-
рхнею. Розв’язок такої задачі має велике значення хоча б тому, що у задачах технічної діаг-
ностики матеріалів та виробів, пошуку копалин постає проблема визначення механічних і 
геометричних параметрів чужорідних елементів за відомими переміщеннями та деформація-
ми поверхні досліджуваного тіла. Для розв’язання цієї складної багатопараметричної обер-
неної задачі потрібні деякі вхідні експериментальні дані, результати інших вимірювань. 
Першим кроком до вирішення цієї проблеми є детальний аналіз впливу параметрів дефекту 
на напружено-деформований стан із використанням розв’язку прямої задачі механіки для се-
редовищ із такими включеннями. 

У праці [117] досліджено вплив параметрів тонкостінного ізотропного включення на 
поле деформацій для випадку, коли матеріалом півпростору є однонапрямлений намотуваль-
ний склопластик [43]: 440 0,2a = ГПа–1, 550 0,174a = ГПа–1, 450 0a = , а включення паралельне 
до межі півпростору. Міру його жорсткості охарактеризуємо коефіцієнтами податності 

44B 0,1 10ga = ⋅  ГПа–1, 55B 0,1 10ga = ⋅  ГПа–1, 45B 0a = , залежними від числового параметра g .  
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Рис. 23.30 
 

На рис. 23.30 зображено залежність компоненти деформації 0ˆxz xz xzε ε ε∗ = /  нормованого 

збуреного розв’язку від безрозмірної координати /x x a∗ =  на межі півпростору 0y =  для 
значень g = –6; –2; –1; 0; 6 (значенню 6g = −  відповідає практично абсолютно жорстке 
включення, 6g =  – майже щілина). Відносна товщина включення 0,1h a =/ , а його відносне 

заглиблення H H a∗ = =/ 0,5. Помітно, що xzε ∗  змінює свій знак на протилежний в околі 

1x∗ = , тобто над вершиною включення. За поздовжнього зсуву зусиллями xzσ ∞  тільки для 
абсолютно жорсткого включення ( 6g = − ) і включень, жорсткіших від середовища 
( 6; 2; 1g = − − − ), збурений напружено-деформований стан є істотним. Для податніших він є 
дуже малим і для щілини – дорівнює нулеві. Тому надалі вплив заглиблення і довжини 
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включення на поле деформацій досліджено для абсолютно жорсткого включення. У випадку 
поздовжнього зсуву зусиллями yzσ ∞  результат є протилежним – для щілини та включень, по-
датніших від середовища, збурений напружено-деформований стан є істотним, а для абсолю-
тно жорсткого включення він дорівнює нулеві. 
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Рис. 23.31 
 

Рис. 23.31 відображає зміну xzε ∗  на вільній поверхні для різних значень відносної за-

глибленості  ( H ∗ = 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; 4; 4, 5; 5) абсолютно жорсткого включення при 
0,1h a =/ . Бачимо, що, чим більше заглиблене включення, тим далі від проекції його краю на 

вільну поверхню нормована компонента деформації xzε ∗  змінює свій знак, а її величина істо-
тно зменшується. 
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Рис. 23.32 

 

На рис. 23.32 відображено вплив відносної довжини a a H∗ = /  включення на залежність 

компоненти нормованої деформації xzε ∗  від безрозмірної координати x x H∗ = /  на вільній по-

верхні 0y = . Помітно, що xzε  змінює свій знак на протилежний в околі x a∗ ∗= , тобто над 

проекцією вершини включення. На рис. 23.32–23.34 кривим зі значеннями 1, 2, 3, 4, 5a∗ =  
відповідають такі значення відносної товщини включення:  

1 1 1 1 1; ; ; ;
10 20 30 40 50

h
a

= .  
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Усередині тіла ( 0, 2y y H∗ = =/ ) обидві компоненти деформації xzε ∗  і 0ˆyz yz yzε ε ε∗ = /  но-
рмованого збуреного розв’язку не дорівнюють нулеві. Це дає додаткову інформацію про до-
вжину включення. Компонента деформації yzε ∗  досягає екстремальних значень над 
проекцією вершини включення. Ці залежності зображено на рис. 23.33 і 23.34.  

 

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0 2 4 6 8 x∗

εxz

4

a∗ = 1
2

5
3

∗

 
-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0 2 4 6 8 x∗

εyz

4
a∗ = 5

2

1

3

∗

 
Рис. 23.33 Рис. 23.34 

 
На основі отриманих результатів можна стверджувати, що, отримавши дані про збурене 

поле деформацій на поверхні пружного півпростору або під нею, можна визначити розміри і 
заглиблення включення, яке збурило поле. 

4. Два півпростори з довільно орієнованим внутрішнім включенням [1003]. Роз-
глянемо антиплоску задачу теорії пружності для кусково-однорідної анізотропної площини, 
яка складається із двох півплощин 1S−  ( 0y < ) та 0S  ( 0y > ) (рис. 23.35).  

 

 
 

Рис. 23.35 
 
Пружні характеристики матеріалів складових позначимо kmja  (k, m=4, 5; 1, 0j = − ). 

Вісь Ox основної системи декартових координат xOy спрямуємо вздовж лінії розмежування 
півплощин. Всередині області 0S  уздовж нахиленого під кутом 0α  до осі Ox відрізка L′  
розміщене тонке пружне включення з пружними характеристиками Bkma  (k, m=4, 5). Воно 
має довжину 2a і сталу товщину 2h. Центр 0O  відрізка L′  має координати ( 0, H ) у основній 
системі координат xOy. У центрі O0 розмістимо початок двох локальних декартових систем 
координат 0 0 0x O y  та 0 0 0s O n  ( 0 0O s L& ′ , 0 0O x Ox& ), пов’язаних між собою залежністю 

0
0 00 0 0 0 0 0 0, , iz x iy z z z x iy s in z e α−≡ + = + ≡ + + = .  (23.104) 

Координати точки 0O  в основній системі координат xOy позначені 00z . 
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На лінії розмежування матеріалів 00 0y y= =  виконуються умови ідеального механіч-
ного контакту 

0 1 0 1,yz yz w wσ σ − −′ ′= = .           (23.105) 
На нескінченності для визначеності задане однорідне поле напружень  

, ( 1, 0)yz xz j jσ τ σ τ∞ ∞= = = − .    (23.106) 
Урахування іншого типу навантаження, як відомо, не вносить принципових відмінностей у 
методику розв’язування задачі. 

За принципом спряження континуумів різної вимірності вплив тонкого включення на 
напружено-деформований стан тіла зводиться до утворення на L′  стрибків вектора напру-
жень та похідної від вектора переміщень 

( ) ( ) ( )0 0 0 0
3 0 6 0 0

0
,nz nz f s w w f s s L

s
∂σ σ

∂
− + − +⎡ ⎤ ′− = − = ∈⎣ ⎦ ,         (23.107) 

причому  
( ) ( )3 0 6 0 0f s f s= = , якщо 0s L′∉ . 

Функцію напружень jℑ  у компоненті (складовій) jS  можна подати у вигляді суперпо-

зиції однорідного 0 jℑ , породженого зовнішнім навантаженням за відсутності включень, і 
збуреного ˆ jℑ  розв’язків. У свою чергу, ˆ jℑ  є сумою основного збуреного розв’язку 0ˆ jℑ  для 
безмежної площини з притаманними Sj механічними властивостями і включеннями (якщо у 

jS  включень немає, то 0ˆ 0jℑ = ) та збуреного коригувального 1ˆ jℑ , який повинен враховува-
ти скінченність висоти H0 та вплив сусідніх компонент, не породжуючи стрибків напружень і 
переміщень.  

Однорідний розв’язок відповідає зовнішньому навантаженню та задовольняє умови 
ідеального механічного контакту (23.105). Під час переходу через вісь включення він не 
викликає стрибків напружень та переміщень. Тому збурений розв’язок повинен задовольняти 
умови ідеального механічного контакту на лініях поділу матеріалів та породжувати стрибки 
напружень і похідних від переміщень (23.107). 

Розв’язок рівняння (23.74) щодо пружного потенціалу у просторі зображень інтеграль-
ного перетворення Фур’є має вигляд 

1 2
1 2( , ) ( ) ( )

j jj jy yjF y A e A eλ λξ ξ ξℑ = + ,    (23.108) 
де  

( )
2

44 55 44 45
1 2

55 55
, , , 1, 0j j j jj jj j j j j j

j j

a a a a
i i j

a a
λ α ξ β ξ λ α ξ β ξ α β

−
= − = − − = = = − ; 

( ) ( )1, 2; 1, 0j
qA q jξ = = −  – наперед невідомі функції. 

Оскільки функція напружень повинна бути обмеженою в разі y → ±∞ , то 

( )

( )

0
2

1
1

0
2

1
1

0; 0 ,
( , )

1; 0 .

y
jF

y

A e j y
y

A e j y

λ

λ
ξ

−−

⎧ = >⎪ℑ = ⎨
⎪ = − <⎩

    (23.109) 

У просторі зображень для напружень виконується залежність 
( , ) , ( , ).

jF
jF jF jF
xz yz

y i y
y
ξσ σ ξ ξ∂ℑ

= = ℑ
∂

    (23.110) 

З умови відсутності повертання лінії поділу матеріалів на нескінченності отримаємо 
зв’язок між зусиллями на безмежності 
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( ) ( )0 1 00 0, 1

450 550 0 45, 1 55, 1 1 0.

x x
w w w w

x x

a a a a

∂ ∂
∂ ∂

τ τ τ τ

− −

→∞ →∞

− − −

− = − =

= + − − =

   (23.111) 

Вираз для напружень від повернутого на кут 0α  включення в однорідній площині з ма-
теріалу 0S  має вигляд 

0 0

00 00 0 0 0 0
3 0 3 0 6 0 6 00

550

1ˆ ˆ ( ) ( ) ( ) ( )
4 4

p m p my z x z
ii g t z g t z g t z g t z

a
σ σ

α
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′+ = − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦′ ′

, (23.112) 

де 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 , 1 , 1 ,

3, 6; 0, 1 .

r j j j j j j
r p m

L
j j

j j j j

f t dt
t z g i g i

t z

z x y iy r j

β α β α
π

β α
′

= = + + = + −
−

= + + = = −

∫
 

Для однорідної площини із включенням, повернутим на кут 0α  відносно осі 0 0O x  ви-
раз (23.112) для напружень у системі координат 0 0 0s O n  збережеться, лише у ньому слід фо-

рмально замінити 0x  та 0y  на 0 0,s n  відповідно; сталі , ,j j
kmja α β  – на  

( )
2

44 55 44 45

55 55
, , 1, 0j j j jj j

kmj
j j

a a a a
a j

a a
α β

′ ′ ′− ′
′ ′ ′= = = −

′ ′
 

відповідно. Сталі kmja′  характеризують пружні властивості матеріалу в повернутій системі 

координат 0 0 0s O n  і їх зв’язок з kmja  дається формулою (23.35). 

Скориставшись залежністю 

( )0i
yz xz nz szi e iασ σ σ σ−+ = + , 

виразу для напружень в основній системі координат від повернутого на кут 0α  включення в 
однорідній площині надамо вигляду 

0 000 00 0 0 0 0
3 0 3 0 6 0 6 00

550
ˆ ˆ ( ) ( ) ( ) ( )

4 4

i i

yz xz p m p m
e iei g t z g t z g t z g t z

a

α α
σ σ

α

− −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′+ = − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦′ ′

, (23.113) 

Залежність (23.113) є основним збуреним розв’язком для півплощини 0S . Відповідний 

розв’язок 0, 1 0, 1ˆ ˆyz xziσ σ− −+  для півплощини 1S−  є нульовим.  

Коригувальні збурені розв’язки у півплощинах 1S−  і 0S  випливають із (23.109), 
(23.110) 

( )

2

2

1
2

1
2 2

ˆ ( , ) ( ) ,
2

1ˆ ( , ) ( ) 0, 1 .
2

j
j

j
j

yjj ix
yz j

yj jj ix
xz j j

ix y A e e d

x y A e e d j

λ ξ

λ ξ

σ ξ ξ ξ
π

σ λ ξ ξ
π

+

+

∞
−

+
−∞
∞

−
+ +

−∞

=

= = −

∫

∫
   (23.114) 

Підставивши (23.113) і (23.114) в умову ідеального механічного контакту півплощин 
(23.105), отримаємо систему лінійних алгебричних рівнянь 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 0 1
1 2

1 1 0 0 2
55, 1 1 550 2

,

,

B
A A

i
B

a A a A

ξ
ξ ξ

ξ
ξ

α ξ α ξ
ξ

−

− −
−

− =

− =
    (23.115) 

де 

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1

2 1

2 1

2 1

1 1

1

0

1
1

1 0

2
1

0 0
450 550

1
1

2 0 0
450 550

2
1

1 3 60
550

2 3

0 ,
2

0 ,
2

0 ,
2

0 ,
2

,

i D D

i D D

i D D

i D D

i t D i t D

L L

i t D

i C e
D

B
i C e
D

i a a
C e

D
B

i a a
C e

D
iC f t e dt f t e dt

a

C f t e dt

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ

ξ

γ ξ ξ
ξ

γ ξ ξ

γ δ
ξ ξ

ξ
γ δ

ξ ξ

ξ
α

ξ

−

−

−

−

− −

′ ′

−

′

⎧ ′
>⎪

⎪= ⎨
′−⎪ <⎪

⎩
⎧ ′ ′+
⎪ >⎪⎪= ⎨

′ ′⎪ − +
⎪ <
⎪⎩

= +
′ ′

=

∫ ∫

( )

( )
( ) ( )

160
550

0 0 0 0
1 0 0 2 00 00

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

,

sin cos , ,

cos cos sin , sin cos sin .

i t D

L L

i f t e dt
a

D i D i x i y

i i

ξ

α

β α α α γ δ

δ α α β α α γ α α α β α

−

′

−
′ ′

′ ′ ′ ′= + − = − +

′ ′ ′ ′ ′ ′= − + = + −

∫ ∫

 

Розв’язок цієї системи дорівнює 
0

1 550 12
1

0
0 550 12
2 0 1

550 55, 1

( )( )sign( )( ) ,

( )( )sign( ) 1( ) , .

a BBA
i

a BBA
i a a

α γ ξγ ξ ξ
ξ

ξ ξ

α γ ξγ ξ ξ
ξ γ

ξ ξ α α

−

−
−

= +

= − =
+

  (23.116) 

Підставляючи повний розв’язок ( )0 00 00 10ˆ ˆ ~ ,kz kz kz kz k x yσ σ σ σ= + +  для верхньої півпло-
щини Підставивши повний розв’язок для смуги S0 в умови взаємодії (15.12), отримаємо сис-
тему сингулярних інтегральних рівнянь стосовно функцій стрибка 

( )
0

0

00 2
0 00

1 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 [ ; ] ~
s

n
a

t dt s z z s a a L
h

f L t V t D t B σ N L∗ ∗ =
−

′+ + + = − ∈ −∫ , (23.117) 

де 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0
3 6 * 1 0 0 00 1 0 0 00 2

0
550

11 12 11 12

21 22 21 220
550

, , sin cos ,

0
, 2 , 2 ,1 0

z t z t z z D s y i D s x D

a D D D D
D D D D

a

α α β α

α

α

= = + − − + −

′ ′−
= = − = −

′ ′

t

V D B
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450
11 21 12 450 550 220 0 0

550 550
, , , ,n s n

n n s
iK K a K

D K D D a K a K D i
a aα α α

⎛ ⎞′
′ ′= = = + = +⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′ ′ ′ ′⎝ ⎠

 

( ) ( )
0 0 1 0

450 550 55, 1 0 0
0 0 0cos sin sin ,

4n
i a a ia

K i
γ γ δ α γ

α β α α α
−

−′ ′ ′+ +
= + −  

( ) ( )
0 0 1 0

450 550 55, 1 0 0
0 0 0sin cos cos .

4s
i a a ia

K i
γ γ δ α γ

α β α α α
−

−′ ′ ′+ +
= − +  

Вимагаючи однозначності переміщень за обходу по замкнутому контурі включення, 
отримаємо додаткову умову 

( ) 0
L

t dtf
′

=∫ .                                                              (23.118) 

Система (23.117)–(23.118) в загальному випадку розв’язується методом колокацій. 
Біля кінців включення всередині 0S  напруження мають кореневу особливість і визна-

чаються за формулами (23.26): 
( ) ( )

( ) ( )
{ } { }

0
3,1 3,21 2 1 21 1

0 00
Re Im (1)

2 2

n n
yz yz

xz xz

z z K K
O

r rz z

σ σ
ω ω

π πσ σ
λ λ− −−

= − +
−

.               (23.119) 

Часткові випадки. У граничному випадку абсолютно податного включення-щілини 
( Bkma → ∞ ) ССІР (23.117)–(23.118) дає  

( )3 0 0f s = ,  

та одне сингулярне інтегральне рівняння для визначення ( )6 0f s .  
Коли включення є абсолютно жорстким ( B 0kma → ), то з (23.117)–(23.118) отримуємо  

( )6 0 0f s =  

і сингулярне інтегральне рівняння на ( )3 0f s . Якщо вважати B 0km kma a= , права частина 
ССІР (23.117)–(23.118) дорівнює нулю, що дає  

( )ˆ ˆ 0 1, 0j j
yz xzi jσ σ+ = = − . 

Підставляючи у формулі (23.117) , 1 0km kma a− = , отримаємо 
10 10 1, 1 1, 1 00 00ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ0,yz xz yz xz yz xzi i iσ σ σ σ σ σ− −+ = + = + ,    (23.120) 

що збігається з розв’язком антиплоскої задачі для анізотропного однорідного тіла з вклю-
ченням. 

Якщо у формулі (23.117) , 1kma − → ∞  (матеріал півплощини 1S−  є абсолютно подат-
ним), то отримаємо 

2 1

2 1

/0
1

10
2 /0

2

1

2 ( ) ( 0),
4

( )
2 ( ) ( 0).

4

i D D

i D D

C e
D

A
C e

D

ξ

ξ

γ ξ
ξ

ξ
ξ

γ ξ
ξ

ξ

−

−

⎧ ′
− >⎪

⎪= ⎨
′⎪

<⎪
⎩

   (23.121) 

Вираз (23.121) збігається з відповідним розв’язком у задачі поздовжнього зсуву для відокре-
мленого пружного півпростору 0S , коли на його межі 0y =  задані рівномірно розподілені 

зусилля 0 ( , 0)yz xσ τ= .  
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Коли ж у співвідношенні (23.117) , 1 0kma − →  (матеріал півплощини 1S−  абсолютно 
жорсткий), воно набуде вигляду 

( )
( )

( )
( )

2 1

2 1

/0 0
450 550 1

0
1 450 550 20

2 /0 0
450 550 2

0
1 450 550 2

2 ( )
( 0),

4
( )

2 ( )
( 0).

4

i D D

i D D

i a a C e

D a i a
A

i a a C e

D a i a

ξ

ξ

γ δ ξ
ξ

ξ λ
ξ

γ δ ξ
ξ

ξ λ

−

−

⎧ ′ ′− +
⎪ >⎪ +⎪

= ⎨
′ ′⎪ +

⎪ <
⎪ +
⎩

   (23.122) 

Цей результат збігається з відповідним розв’язком у задачі поздовжнього зсуву для відокре-
мленого пружного півпростору 0S  із жорстко защемленим краєм, коли 0 ( , 0) 0w x = . 

Граничний перехід у співвідношеннях (23.109) – (23.119) від анізотропії пружних влас-
тивостей матеріалу до ізотропії 

( )45 44 55
10, ~ 1, 0j j j

j
a a a j

G
→ → = − ,      (23.123) 

де jG  – модулі зсуву матеріалів півплощин, дає залежності для включення всередині пруж-
ного ізотропного півпростору, що контактує з іншим ізотропним півпростором. 

Граничний перехід (23.123) у виразах (23.121), (23.122) дає такі вирази для коригуваль-
ного збуреного поля напружень: 

0

10 10 3 0 6

00

( ) ( )ˆ ˆ ( 1)
2

k
yz xz i

L

f t iG f tii dt
te z zασ σ

π −
′

+
+ = −

− +∫ .    (23.124) 

Тут 0k =  за умови задання на границі півпростору напружень (відповідає (23.121)), 1k =  – 
переміщень (відповідає (23.122)). Бачимо, що зміна типу крайової умови на поверхні пів-
площини змінює у (23.124) знак коригувального збуреного поля напружень на протилежний. 

Якщо кут нахилу включення 0 0α = , то будуть отримані усі результати прикладу 1. 
5. Два півпростори, поєднані смугою з включеннями [1004]. Розглянемо антиплоску 

задачу теорії пружності для кусково-однорідної анізотропної площини, яка складається із 
двох півплощин 1S−  ( 0y < ) та 1S  ( 0y H> ) і анізотропної смуги 0S  ( 0 0H y> > ) заввишки 

0H  (рис. 23.36).  
 

 
 

Рис. 23.36. Схема задачі 
 
Пружні характеристики матеріалів складових позначимо kmja  (k, m=4, 5; 1,1j = − ). Вісь 

Ox основної системи декартових координат xOy спрямуємо вздовж лінії розмежування пів-
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площини 1S−  та смуги 0S . Всередині області 0S  уздовж нахиленого під кутом 0α  до осі Ox 
відрізка L′  розміщене тонке пружне включення з пружними характеристиками Bkma  
(k, m=4, 5). Воно має довжину 2a і сталу товщину 2h. Центр 0O  відрізка L′  має координати 
( 0, H ) у основній системі координат xOy. У центрі O0 розмістимо початок двох локальних 
декартових систем координат 0 0 0x O y  та 0 0 0s O n  ( 0 0O s L& ′ , 0 0O x Ox& ), пов’язаних між со-
бою залежністю 

0
0 00 0 0 0 0 0 0, , iz x iy z z z x iy s in z e α−≡ + = + ≡ + + = .  (23.125) 

Координати точки 0O  в основній системі координат xOy позначені 00z . 
На лініях розмежування матеріалів 00 0y y= =  та 01 0y y H= =  виконуються умови іде-

ального механічного контакту 
1 1, ( 1, 0)j j j j

yz yz w w jσ σ+ +′ ′= = = − .   (23.126) 
За принципом спряження континуумів різної вимірності вплив тонкого включення на 

напружено-деформований стан тіла зводиться до утворення на L′  стрибків вектора напру-
жень та похідної від вектора переміщень 

( ) ( ) ( )0 0 0 0
3 0 6 0 0

0
,nz nz f s w w f s s L

s
∂σ σ

∂
− + − +⎡ ⎤ ′− = − = ∈⎣ ⎦ ,  (23.127) 

причому  
( ) ( )3 0 6 0 0f s f s= = ,  якщо  0s L′∉ . 

Функцію напружень jℑ  у компоненті (складовій) jS  можна подати у вигляді суперпо-

зиції однорідного 0 jℑ , породженого зовнішнім навантаженням за відсутності включень, і 
збуреного ˆ jℑ  розв’язків. У свою чергу, ˆ jℑ  є сумою основного збуреного розв’язку 0ˆ jℑ  для 
безмежної площини з притаманними Sj механічними властивостями і включеннями (якщо у 

jS  включень немає, то 0ˆ 0jℑ = ) та збуреного коригувального 1ˆ jℑ , який повинен враховува-
ти скінченність висоти H0 та вплив сусідніх компонент, не породжуючи стрибків напружень і 
переміщень. Однорідний розв’язок відповідає зовнішньому навантаженню та задовольняє 
умови ідеального механічного контакту (23.126). Під час переходу через вісь включення він 
не викликає стрибків напружень та переміщень. Тому збурений розв’язок повинен задоволь-
няти умови ідеального механічного контакту на лініях поділу матеріалів та породжувати 
стрибки напружень і похідних від переміщень (23.127). 

Подібно до того, як це було зроблено у попередньому прикладі, вираз для напружень 
від повернутого на кут 0α  включення в однорідній площині має вигляд 

0 000 00 0 0 0 0
3 0 3 0 6 0 6 00

550
ˆ ˆ ( ) ( ) ( ) ( )

4 4

i i

yz xz p m p m
e iei g t z g t z g t z g t z

a

α α
σ σ

α

− −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′+ = − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦′ ′

. (23.128) 

Тут  

0 0 0( 1)pg iβ α′ ′ ′= + + ,  0 0 0( 1)mg iβ α′ ′ ′= + − ,  
2

440 550 4500

550

( )a a a
a

α
′ ′ ′−

′ =
′

,  

0
450 550a aβ ′ ′ ′= ,  ( )1( ) r

r
L

f t dtt z
t zπ ′

=
−∫   ( 3, 6r = ),  0 0

0 0 0 0z x y i yβ α′ ′= + + . 

Залежність (23.128) є основним збуреним розв’язком для смуги 0S . Відповідний розв’язок 
для півплощин 1S−  та 1S , внаслідок відсутності там включень, дорівнює нулю. 
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Розв’язок рівняння (23.74) у просторі зображень інтегрального перетворення Фур’є має 
вигляд 

1 2
1 2( , ) ( ) ( )

j jj jy yjF y A e A eλ λξ ξ ξℑ = + ,     (23.129) 
де  

1 2,j jj j j ji iλ α ξ β ξ λ α ξ β ξ= − = − − . 
Із подання (23.129) отримаємо коригувальні збурені розв’язки 

1
1

0 0
1 2

1
2

1, 1
1

111, 1 1

10
0 0
1 20 010 1 2

11
1
2111 2

ˆ ( , ) 1 ( ) ,
2ˆ ( , )

ˆ ( , ) 1 ( ) ( ) ,
2ˆ ( , )

ˆ ( , ) 1 ( ) .
2ˆ ( , )

yz y ix

xz

yz y y ix

xz

yz y ix

xz

ix y
A e e d

x y

i ix y
A e A e e d

x y

ix y
A e e d

x y

λ ξ

λ λ ξ

λ ξ

ξσ
ξ ξ

π λσ

ξ ξσ
ξ ξ ξ

π λ λσ

ξσ
ξ ξ

π λσ

−
− +∞

− −
−−

−∞

+∞
−

−∞

+∞
−

−∞

=

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

=

∫

∫

∫

  (23.130) 

Підставивши вирази (23.128) і (23.130) в умови ідеального механічного контакту 
(23.126), отримаємо систему лінійних алгебричних рівнянь, розв’язок якої має вигляд: 

( )

( )

0

0

01 10 10

1 11 1
1 11

1 01 10 10

1 12 1
1 1

( )( , ) ( ) ( , ) 0 ,
2 2 ( )

( )
( )( , ) ( ) ( , ) 0 ,

2 2 ( )

H

H

i s i s

i s i s

e ik p c eC S D C S
S S d

A
e ik p c eC S D C S

S S d

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

− −− −
+ −

−
− −− −

− +

⎧ −
+ >⎪

⎪= ⎨
−⎪ + <⎪

⎩

, 

( )

( )

0
2 0 0

0
2 0 0

0, 1 01 01 10

1 1
1 10

1
0, 1 01 01 10

1 1
1 1

( , ) ( , ) 0 ,
2 ( ) 2 ( )

( )

( , ) ( , ) 0 ,
2 ( ) 2 ( )

H

H

H i s i s

H i s i s

ik p e e ik c eC S C S
S d S d

A
ik p e e ik c eC S C S

S d S d

λ ξ ξ

λ ξ ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

− −− −
+ −

− −− −
− +

⎧
⎪ − >
⎪

= ⎨
⎪

− <⎪
⎩

, 

( )

( )

0
1 0 0

0
1 0 0

0, 1 01 01 10

1 1
1 10

2
0, 1 01 01 10

1 1
1 1

( , ) ( , ) 0 ,
2 ( ) 2 ( )

( )

( , ) ( , ) 0 ,
2 ( ) 2 ( )

H

H

H i s i s

H i s i s

ik c e e ik p eC S C S
S d S d

A
ik c e e ik p eC S C S

S d S d

λ ξ ξ

λ ξ ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

− −− −
+ −

− −− −
− +

⎧
⎪ + >
⎪

= ⎨
⎪

+ <⎪
⎩

       (23.131) 

( )

( )

0

1 0 0 1
2 2 1 0 2 0

0

1 0 0 1
2 2 1 0 2 0

0, 1 01 01
31

1 1( )
1 11

2 0, 1 01 01
32

1 1( )
1 1

( )( )( , ) ( , ) 0 ,
2 ( ) 2

( )
( )( )( , ) ( , ) 0 .

2 ( ) 2

H

H

i si s

H H

i si s

H H

e Dik p c eC S C S
S d e S e

A
e Dik p c eC S C S

S d e S e

ξξ

λ λ λ λ

ξξ

λ λ λ λ

ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ
ξ

ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

−−−
+ −

− −

−−−
− +

− −

⎧ +
+ >⎪

⎪⎪= ⎨
+⎪ + <⎪

⎪⎩

 

Тут  
0, 1 0 0 1 0

450 550 55, 1k a a a iγ δ α γ− −
−′ ′ ′= + + ,  01 0 0 1 0

450 550 551k a a a iγ δ α γ′ ′ ′= + + ,  

( )0 0 0
0 0 0sin cos siniγ α α α β α′ ′ ′= + − ,  ( )0 0 0

0 0 0cos cos siniδ α α β α α′ ′ ′= − + ,  
0 0
2 0 1 010 01 10 01( ) H Hd p p e c c eλ λξ − −= + , ( )0 0

2 00 0 00( )HS i y H xδ γ′ ′= − − ,  
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0 0
2 0 1 00 0, 1 01 01

11( ) ( )H HD ik p e c e dλ λξ γ ξ− ⎛ ⎞′= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  ( )0 0
1 0 0sin cosS iβ α α α′ ′= + − ,  

0 0
2 0 1 00 0, 1 01 01

12( ) ( )H HD ik p e c e dλ λξ γ ξ− ⎛ ⎞′= − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  ( )0 0
00 00 00S i y xδ γ′ ′= − ,  

0 0
2 0 1 00 01 10 10

31( ) ( )H HD ik p e c e dλ λξ γ ξ− −⎛ ⎞′= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  55 55
ij i j

i jp a aα α= − ,  

0 0
2 0 1 00 01 10 10

32( ) ( )H HD ik p e c e dλ λξ γ ξ− −⎛ ⎞′= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  55 55
ij i j

i jc a aα α= + ,  

/ /
3 60

550
( , ) ( ) ( )i t S i t S

L L

iC S f t e dt f t e dt
a

ξ ξξ
α

± − −

′ ′

= ±
′ ′∫ ∫ ,  00

0
1

S
s

S
= ,  2

1

H
H

Ss
S

= . 

Сталі 0kma′  характеризують пружні властивості матеріалу в системі координат s0O0n0. Їх 
зв’язок з базовими сталими 44 440~a a , 45 450~a a , 55 550~a a . 0kma  подано формулою 
(23.35). 

Підставивши повний розв’язок для смуги S0 в умови взаємодії (15.12), отримаємо сис-
тему сингулярних інтегральних рівнянь стосовно функцій стрибка, яка у загальному випадку 
розв’язується методом колокацій. 

Якщо у формулах (23.131) перейти до границь , 1kma − → ∞  та 1kma → ∞  (матеріали пів-

площин 1S−  і 1S  є абсолютно податними), то отримаємо розв’язок задачі поздовжнього зсу-
ву виокремленої пружної анізотропної смуги (шару) 0S , коли на її межах задані розподілені 
зусилля, причому 

0 0
2 0 1 0

0 0
2 0 1 0

01 0, 1 0, 1 01 01 0, 1 0, 1 01 0

10 0, 1 0, 1 01 01 0, 1 10 01 2

,
( ) ( ) ( ) ( )

.
( ) ( ) ( ) ( )

H H

H H

p k c k c k p k i
d d d d e e

p k c k c k p k i
d d d d e e

λ λ

λ λ

γ
ξ ξ ξ ξ

γ
ξ ξ ξ ξ

− − − −

− − − −

′− −
= = = =

−
′

= = = =
−

  (23.132) 

Коли ж у співвідношеннях (23.131) , 1 0kma − →  і 1 0kma →  (матеріали півплощин 1S−  та 

1S  є абсолютно жорсткими), то для задачі поздовжнього зсуву виокремленої пружної смуги 

0S  із жорстко защемленими межами відношення (23.132) дорівнюють 

0 0
1 0 2 0

0 0
2 0 1 0

0 001 0, 1 0, 1 23 01 0, 1 0, 1 01
450 550

0
550

0 010 0, 1 0, 1 01 01 0, 1 10 01
450 550

0
550

,
( ) ( ) ( ) ( )

.
( ) ( ) ( ) ( )

H H

H H

a ap k c k c k p k
d d d d a e e

a ap k c k c k p k
d d d d a e e

λ λ

λ λ

γ δ
ξ ξ ξ ξ α

γ δ
ξ ξ ξ ξ α

− − − −

− − − −

′ ′+
= = = =

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

′ ′+− −
= = = =

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (23.133) 

Підставляючи у формули (23.131) 1 0km kma a= , отримаємо 0
1 ( ) 0A ξ = ; функції 1

1 ( )A ξ−  та 
0
2 ( )A ξ  стають такими, як відповідні функції у задачі поздовжнього зсуву кусково-однорідної 

анізотропної площини, утвореної двома півплощинами 1S−  та 0S  [1003] (див. приклад 4). 
Такий самий результат отримаємо, здійснивши граничний перехід 0H → ∞ . 
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23.8. Антиплоска задача для тріщини перпендикулярної                                  
до межі поділу двох анізотропних півпросторів [125] 

У роботі [1155] одержані асимптотичні вирази для напружень біля кінця тріщини, пер-
пендикулярної до межі поділу матеріалів і розташованої як завгодно близько до неї. У праці 
[1154] отриманий аналітичний вираз для напружень, коли тріщина перпендикулярна до межі 
поділу півпросторів і розташована симетрично відносно неї. Досліджено плоску задачу для 
тріщини, що перетинає межу поділу матеріалів [1272, 1402]. У згаданих працях розглядалися 
ізотропні матеріали. Нижче досліджується вплив ортотропії на коефіцієнт інтенсивності на-
пружень (КІН) у задачі поздовжнього зсуву про тріщину, перпендикулярну до межі поділу 
двох анізотропних матеріалів. У випадку ортотропних матеріалів будується апроксимаційна 
формула для нього, залежна від відносної жорсткості півпросторів і розташування тріщини. 

Побудова сингулярного інтегрального рівняння задачі 

Розглядається віднесене до системи координат Oxyz  суцільне кусково-однорідне сере-
довище, що складається з двох анізотропних півпросторів kS  (рис. 23.37) з різними пружни-
ми властивостями, що характеризуються коефіцієнтами податності 44 55 45, ,k k ka a a  

( )1,2k = . Площина xOz  збігається з площиною поділу матеріалів. Тунельна тріщина з віль-
ними від навантажень берегами завширшки 2a  лежить у площині yOz  і її нижній фронт пе-
ребуває на відстані c  від поверхні поділу. Композиція перебуває в умовах поздовжнього 
зсуву вздовж осі Oz  під впливом однорідного поля напружень на нескінченності 

( )xz k kz Sσ τ∞ = ∈ , yzσ τ∞ = . 
 

 
 

Рис. 23.37. Схема задачі 
 
Для побудови розв’язку задачі спочатку розглянемо розв’язок задачі про навантаження 

бездефектного кусково-однорідного середовища 1 2S S∪  згаданим напруженням 

( )xz k kz Sσ τ∞ = ∈ , yzσ τ∞ =  та гвинтовою дислокацією з вектором Бюрґерса 6b  (за механіч-

ним змістом - зосередженою функцією стрибка переміщень) у точці * * 2z iy S= ∈ . Згадане на-
вантаження породжує поле напружень 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
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 (23.134) 

де 
, kwτσ∞ =   ( )45 55

k
k k kw a aτ τ= + ,    

( ) ( ) ( )0 ,k k k
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G z

ir z zπ
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−
,  ( )0
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kj kj
mnMM = ,   1 2 221, ,kj kj kj
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1 2
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k kk
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a a
= = = − = ,  

* * * * *
k k k kz x iy x s y= + = + . 

Вважаємо, що параметр kr  характеризує жорсткість матеріалу півпростору. 
Використовуючи співвідношення (23.134), запишемо вирази для компоненти тензора 

напружень ( )yz zσ  і похідної переміщення ( )w z z∂ ∂  у півпросторі ( )2z S∈  

( )

( )

( )
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2 2 2 2 2 2 2 22 1 2 1 2* * * *
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1 1 1 1 ,
4
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.

yz
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ir r r r rz s y z s y z s y z s y

w z b r r r rw r
x ir r r r rz s y z s y z s y z s y

z S
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π
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⎡ ⎤∂ − −⎢ ⎥= + + − −
∂ + +⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

∈

(23.135) 

На основі виразу (23.135) та закону Гука 

( ) ( ) ( ) ( )45

55 55

1 , 1,2k
xz yz k

k k

w za
z z z S k

a a x
σ σ

∂
= − + ∈ =

∂
  (23.136) 

отримується вираз для другої ненульової компоненти тензора напружень 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 452 2 16 *
2 452 2 2 2 2 22 552 1 2* *

2

1 1Re
2

.

xz
r a r rb y

z a r
ir a r rz s y z s y

z S
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∈

 (23.137) 

Тріщина, перпендикулярна до межі поділу матеріалів, моделюється неперервно розпо-
діленими гвинтовими дислокаціями уздовж відрізка [ ]* *, 2 , 0y c a c x= + =  з наперед невідо-
мою функцією стрибка (густини розподілу вектора Бюрґерса) ( )6 *b y  [1154, 115, 111]. У 
цьому випадку напруження xzσ  у довільній точці середовища дорівнюють 

( ) ( ) ( )
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2
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c

z b y a r
ir a z s y

r a r r
dy

r r z s y

σ τ
π

+ ⎡
= + + +⎢

−⎢⎣

⎤+ −
⎥+

+ ⎥− ⎦

∫
  (23.138) 
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Оскільки береги тріщини вільні від навантаження, то крайова умова на поверхні тріщи-
ни 

( ) [ ]0, ; 2xz iy y c a cσ ± = ∈ +     (23.139) 
дає можливість отримати сингулярне інтегральне рівняння  

( ) ( ) ( ) ( )

[ ]

2
452 2 2 452 2 1

6 * * 22 2 22 552 * 1 2 *

1 1 1Re ,
2

; 2

c a

c

a r r a r r
b y dy

ir a y y r rs s y s y

y c a c

τ
π

+ ⎤⎡ + + −
⎥+ = −⎢ − + ⎥−⎣ ⎦

∈ +

∫  (23.140) 

стосовно шуканої густини вектора Бюрґерса ( )6 *b y . 
Умови однозначності зміщень під час обходу навколо тріщини запишуться так [111]: 

( )6 * * 0
a

a
b y dy

−

=∫ .     (23.141) 

Після заміни змінних   
( ) ( ) ( )* 6 * 6, ,p y c a t y c a b y b p c a b p= − − = − − = + + ≡   (23.142) 

сингулярне інтегральне рівняння (23.140) набуде вигляду 
( ) ( ) ( ) ( )1 ,

a a

a a

b p
B dp K p t b p dp F t

p tπ
− −

+ =
−∫ ∫ ,    (23.143) 

де 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

452 2
2

2 552 2

2
2 1

2 22 1 2

1 1Re , ,
2 2

1 1, Re .
2

a r
B F t

ir a irs

r r s
K p t

ir r r s p c a s t c a

τ

π

2
⎡ ⎤+

= = =⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤−⎢ ⎥=
+⎢ ⎥+ + − + +⎣ ⎦

  (23.144) 

Коефіцієнт інтенсивності напружень визначається функцією ( )b p  таким чином: 

( )3 lim
p a

K p a b pπ
∓

∓
→

⎡ ⎤= ±⎣ ⎦2
.    (23.145) 

Числові результати 

Для прикладу досліджено залежність КІН від жорсткості матеріалів півпросторів та 
геометрії розташування тріщини за дії однорідного поля напружень на нескінченності 

xz kσ τ∞ =  ( )0yzσ ∞ = . Зазначимо, що напруження yzσ ∞  за такої геометрії задачі не впливають на 

КІН.  
Обчислення КІН ґрунтується на залежності  

( )3
2 0

1
2

N
n

n
n

aK A
r

π

=
= ±∑ ,     (23.146) 

де nA  - коефіцієнти розвинення густини розподілу функції густини розподілу (стрибка) за 
ортогональними многочленами з виділеною кореневою особливістю 

( )
( )2 0

1

1

N

n n
n

pb p A T
ap a =

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠−

∑ .     (23.147) 
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Тут ( )nT x  – многочлени Чебишева першого роду. 
Розглядалися такі типи кусково-однорідної матриці:  
1) верхній півпростір (у якому розміщена тріщина) жорсткіший від нижнього; 
2) верхній півпростір – податніший;  
3) півпростір без тріщини – абсолютно жорсткий, тобто півпростір з тріщиною защем-

лений на своїй межі ( )441 5511 , 1a a→ ∞ → ∞ ;  
4) тріщина розташована перпендикулярно до вільної межі півпростору – півпростір 1S  

абсолютно податний ( )441 5511 0, 1 0a a→ → . 
Обчислення були здійснені за схемою методу колокацій з точністю до п’яти значущих 

цифр. При 0,001 0,01c a≤ <  кількість N  членів ряду розвинення функції густини (стрибка) 
за ортогональними многочленами 80N = ; при 0,01 0,05c a≤ ≤  – 40N = ; при 0,05 c a<  
достатньо взяти 20N = . 

 

 
Рис. 23.38. Залежність КІН 0

3K  від відстані тріщини до межі поділу 
 

На рис. 23.38 зображена графічна залежність зведеного КІН 0
3 3K K aπ τ2≡  на ниж-

ньому фронті тріщини від відносної відстані між ним і межею поділу матеріалів l c a= . Рис. 

23.39 містить графічну залежність 0
3K  від відносної жорсткості матеріалів 2 1r r r= . 

На основі отриманих числових даних була побудована придатна для інженерних роз-
рахунків аналітична апроксимаційна формула для зведеного КІН 0

3K , залежна від двох пара-
метрів – відносної жорсткості півпросторів r  і відносної відстані між тріщиною і межею 
поділу матеріалів l : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )0

3 1 2 2( , )
p rd l rK r l K l K l e K l−⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ,   (23.148) 

де 

( ) ( )0.003 1
pi

il a
i iK l b e− −= + , 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )1 2

2
ln , 0,4 0,5

1
rK l K l

d l p r e
K l

−⎡ ⎤−
= = +⎢ ⎥−⎣ ⎦

, 

1 2 1 2 1 23,581, 0,755, 4,626, 3,138, 0,367, 0,543b b a a p p= = − = = = = . 
Відносна похибка цієї наближеної формули не перевищує 6% при 0,001 0,01c a≤ ≤ , 4% при 
0,01 0,1c a< <  і 2% при 0,1c a ≥ . 

 

 
 

Рис. 23.39. Залежність КІН 0
3K  від відносної жорсткості складових матриці 

 
Отримані результати дають змогу дійти таких висновків: 

1. З віддаленням тріщини від межі поділу зведений КІН 0
1K  наближається до 1, що й влас-

тиве тріщині в однорідній матриці. 
2. Зведений КІН тріщини у жорсткішому півпросторі завжди більший за одиницю, причому 

з наближенням до межі поділу з податнішим матеріалом він збільшується.  
3. Чим більша різниця між пружними властивостями півпросторів, тим більше значення 

0
1K  за фіксованої геометрії задачі про тріщину у жорсткішому півпросторі.  

4. При прямуванні тріщини до межі з податним півпростором (вільна межа півпростору) 
КІН прямує до ∞ .  

5. Якщо тріщина прямує до абсолютно жорсткої межі, то КІН прямує до 0 . 
6. Якщо тріщина розміщена у податнішому півпросторі, то висновки 2, 3 набувають якісно 

протилежного змісту. 

23.9. Моделювання однорідного поля напружень рядами сил [121]  

В експериментальних дослідженнях з визначення концентрації напружень та КІН біля 
тонких та гострокутних неоднорідностей однорідне поле напружень на нескінченності моде-
люють рядами зосереджених сил, прикладених на достатній відстані від досліджуваного 
концентратора. Такий підхід є вірним для ізотропних матеріалів, однак, як це буде нижче до-
ведено, його перенесення на випадок анізотропії матеріалу зі сталими 44 55 45, ,a a a  може дати 
хибні результати. 
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На основі (23.60) для віддаленої сили та дислокації у точці *1z  отримуємо 

( ) *
3 1

*1

* 1 16
3 3 *1 *1 *11

,

, .

aQ a f
z

f
f f z x s y

r

± =

= − = +

∓
 

Якщо припустити, що такі чинники однакової інтенсивності розташовані (рис. 23.40) у 
досить віддалених точках  

*1 *1z k iy= +  ( 1 1
*1 *1z k s y= + , 0, 1, ,...k = ± ± ),  

а такі ж чинники протилежного знаку – у точках  

*1 *1z k iy= −  ( 1 1
*1 *1z k s y= − , 0, 1, ,...k = ± ± ),  

то на основі принципу суперпозиції, а також формули (1.421.4) [191]  

2 2
1

1 2 1ctg
k

xx
x x k

π
π π

∞

=
= +

+
∑   

отримаємо  

( ) ( )* 1 1
3 2 1 *12 ctgQ a if a s is yπ π⎡ ⎤± = ± −⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Переходячи до границі *1y → ∞  з урахуванням того, що  

( )
*1

1 1
2 1 *1lim ctg 1

y
s is yπ

→∞
⎡ ⎤− =⎢ ⎥⎣ ⎦

,  

отримаємо  
( ) *

32Q a if aπ± = ± . 
За відсутності дислокацій та інтенсивності сил 5f τ=  отримаємо згідно з (23.58) для 

тріщини 

3,1 3,2, 0K a Kτ π= = ,    (23.149) 
а для абсолютно жорсткої тонкої плівки відповідно до виразів (23.59) – 

3,1 3,20, 0K K= = .     (23.150) 
 

 
 

 

 
 

Рис. 23.40. Ряди сил, паралельні до осі x  
 

Рис. 23.41. Ряди сил, паралельні до осі y  
 
Цілком подібно під час урахування двох віддалених рядів зосереджених чинників (сил 

та дислокацій) протилежного знаку, розташованих у точках  
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*1 *1z x ik= +  ( 1 1
*1 *1z x s k= + )  

та 

*1 *1z x ik= − +  ( 1 1
*1 *1z x s k= − + ), 

коли 0, 1, ,...k = ± ±  (ряди паралельні до осі y , рис. 23.41), отримаємо у границі *1x → ∞  ви-
раз  

( ) *
3 12 aQ a if

s
π± = ∓ .  

У цьому випадку за інтенсивності сил 5 1f τ=  отримаємо згідно з (23.58) для тріщини 

45
3,1 1 3,2

44
, 0

a
K a K

a
τ π= − = ,          (23.151) 

а для абсолютно жорсткої тонкої плівки відповідно до виразів (23.59) – 

( )
1

21
3,1 3,2 1 45 44 55

44
0, ,

r
K K a r a a a

a
τ π= = − = − .  (23.152) 

Вирази (23.149) – (23.152) для УКІН (за винятком (23.149) не збігаються з поданими у 
(23.56), (23.57) для загального випадку дії однорідного поля напружень на нескінченності 

3,1 3,2

1 1
3,1 3,2 45 55 11

, 0 (тріщина);

0, , (АЖП).

K a K

aK K w w a a
r

τ π

π τ τ

= =

= = = +
 

Причина полягає у тому, що компоненти тензора напружень у віддаленій від точок дії 
сил області тіла відповідно до формул (23.8) та вищезгаданої (1.421.4) [191] за дії паралель-
них до осі x  рядів зосереджених протилежно спрямованих сил дорівнюють 

( ) ( )0 0 1 45
1

55
,yz xz

a
z z s

a
σ τ σ τ τ= = − = − ,    (23.153) 

а якщо ряди сил паралельні до осі y , то 

( ) ( )0 0 45
1 1

44
,xz yz

a
z z

a
σ τ σ τ= = − .          (23.154) 

Таким чином, подані вище способи навантажування за допомогою двох компланарних 
рядів зосереджених сил не приводять до природно очікуваної відсутності дотичних напру-
жень в одній із координатних площин, а викликають зсувні зусилля уздовж двох площин (па-
ралельної площині навантаження та перпендикулярної до неї), якщо тільки 45 0a ≠ . 

Використання зовнішнього навантаження типу (23.153) чи (23.154) під час підставлян-
ня у залежності (23.56), (23.57) для УКІН під час дії однорідного поля напружень на нескін-
ченності приводить до виразів (23.149), (23.150) чи (23.151), (23.152) відповідно. Тому для 
моделювання однорідного поля напружень поздовжнього зсуву на нескінченності лише в од-
ній з площин анізотропного тіла , 0yz y xzσ τ σ∞ ∞= =  ( , 0xz x yzσ τ σ∞ ∞= = ) треба навантажувати 
двома взаємно перпендикулярними рядами зосереджених сил інтенсивності 

45 1 45
1 1

55 44
2 2

44 55 45 45

44 55 44 55

, , ;

( ) ( )
1 .

y xa a
R a R a

a a a a
R

a a a a

τ τ τ τ
τ τ τ τ

⎛ ⎞
= = = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

−
= = −

    (23.155) 
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§ 24. Взаємодія лінійних дефектів  

24.1. П'ять щілин в умовах поздовжнього зсуву  

До недавнього часу дуже добре були вивчені задачі поздовжнього зсуву для одної, двох 
ізольованих тріщин та окремих періодичних систем математичних розрізів [706, 860, 589, 
103]. Скінченні системи з трьох, чотирьох та більшої кількості тріщин не досліджувалися, 
хоча саме такий аналіз може слугувати обґрунтуванню застосовності до визначення концен-
трації напружень на такій системі тріщин відповідного періодичного розв'язку. 

Для вирішення такої проблеми розглянемо [109] приклад розв'язування системи сингу-
лярних інтегральних рівнянь задачі поздовжнього зсуву ізотропного тіла з системою 5M ≤  
співвісних та розташованих а) в одній площині; б) компланарних щілин (що лежать в пара-
лельних площинах одна над іншою) за їхньої різної кількості 1;  2;  3;  4;  5M =  та однакової 

півширини  ( 1, )pa a p M= =  в умовах однорідного поля напружень зсуву на безмежності 

, 0yz xzσ τ σ∞ ∞= = , так що площина розрізів збігається з площиною прикладеного навантажен-

ня. На рис. 24.1 відображена геометрія поставлених задач при 5M = . 
 

 
 

Рис. 24.1. Схеми задач для співвісних (а) та компланарних (б) тріщин 
 
У випадку так поставленої задачі базова система інтегральних рівнянь найпростіше бу-

дується з умови, що ( ) 0  ( ;  1, )yzp p p px x L p Mσ ± ′= ∈ = , яка з урахуванням того, що кути пове-

ртання осей тріщин стосовно осі абсцис основної системи координат дорівнюють нулю 
( 0pα = ), дає змогу записати 

* * 0 0
3 3

1

1 1

1Re ( ) ( , ) ( ) ( ) 0, ( ) ,
2 2

1( , ) ,   ,     ( , 1, )

m

M

p p pm m yzp p yzp p
m L

pm p p p m m
m p

if x P t x f t dt z z

P t x X x z T t z m p M
T X

σ σ τ
π = ′

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + = =
⎢ ⎥
⎣ ⎦

= = + = + =
−

∑ ∫∓
 

або 
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6
6

1 11

( )1Re 0, ( ) 0  ( , 1, )
2

m

M
m

m
p p mm L

f t dt
f t m p M

t x z z
τ

π = ′

⎡ ⎤
⎢ ⎥ + = = =
⎢ ⎥− − +
⎣ ⎦

∑ ∫ . 

Ця система рівнянь має структуру рівнянь (4.1) з додатковими умовами (4.2), у якій  
1mp

ijB = ,  ( , ) 0mp p mp
ij ij ijC D K t z= = = ,  ( ) constip pF x = ,  0mjQ = .  

Розрізи 1,p M=  нумеруємо залежно від способу їхнього розташування справа наліво чи зго-
ри донизу. Обчислення здійснені у припущенні, що відстань між осьовими лініями щілин 
дорівнює 2 2d π= ; півширина розрізів –  

/ 0,1pa a rπ= = −  ( 1, ;  1,5)p M r= = .  

Тоді для тріщин в одній площині маємо 1 2 (1 )pz pπ= − ; для тріщин у паралельних площинах 

– 1 2 (1 )pz i pπ= − . 
Табл. 24.1, 24.2 містять обчислені значення безрозмірних коефіцієнтів інтенсивності 

напружень (КІН) ( )0
3 3 /K K aτ π≡  для правого краю кожного із розрізів, занумерованих 

зліва направо. Випадку а) відповідає табл. 24.1; випадку б) – табл. 24.2. Розв'язок порівню-
ється з точним аналітичним розв'язком відповідної періодичної задачі [706, 861]: 

а) 0 3
3 32 tg ,   

2
KaK b K

b a
πτ

τ π
= ⋅ = ;     (24.1) 

б) 0 3
3 32 th ,   

2
KaK b K

b a
πτ

τ π
= ⋅ = .     (24.2) 

 
Таблиця 24.1. Зведені коефіцієнти інтенсивності напружень ( )0

3 3 /K K aτ π≡  

 для системи 1;  2;  3;  4;  5M =  співвісних розрізів 
 

 a / 2a π  M=1 Періо- M=2  M=3  
r   p=1 дичність p=1 p=2 p=1 p=2 p=3 
1 3,0416 0,4841 1 3,625 1,971 1,164 2,288 2,325 1,242 
2 1,4708 0,2341 1 1,109 1,040 1,024 1,050 1,065 1,032 
3 0,9472 0,1508 1 1,040 1,014 1,010 1,017 1,024 1,013 
4 0,6854 0,1091 1 1,020 1,007 1,005 1,008 1,012 1,007 
5 0,5283 0,0841 1 1,012 1,005 1,007 1,005 1,008 1,004 

 
 M=4   M=5   
r p=1 p=2 p=3 p=4 p=1 p=2 p=3 p=4 p=5 
1 2,409 2,607 2,459 1,285 2,479 2,740 2,752 2,535 1,311 
2 1,054 1,075 1,073 1,035 1,056 1,079 1,082 1,076 1,037 
3 1,019 1,028 1,027 1,014 1,019 1,029 1,031 1,028 1,015 
4 1,009 1,014 1,020 1,008 1,009 1,015 1,015 1,014 1,008 
5 1,005 1,008 1,008 1,004 1,005 1,009 1,009 1,009 1,005 

 
Обчислення були здійснені за схемою методу колокацій (7.51), (7.52) з точністю до чо-

тирьох значущих цифр (при 1r =  кількість членів ряду (4.3) 16N = ; при 2r ≥  виявилося до-
статнім взяти 8N = ). 

У випадку компланарних тріщин (табл. 24.2) внаслідок симетрії задачі КІН на правому 
краю тріщини з номерами p  і 1M p+ −  однакові. Тому значення КІН для 1p =  ( 3M = ) і 

4;  5p =  ( 5M = ) у таблиці не подані. З лівого боку ( x a= ) КІН такі ж, як і з правого. Подіб-
на, але дещо складніша симетрія, властива й випадку співвісних дефектів (табл. 24.1). 
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Таблиця 24.2. Зведені коефіцієнти інтенсивності напружень ( )0
3 3 /K K aτ π≡  

 для системи 1;  2;  3;  4;  5M =  компланарних розрізів 
 

 a / 2a π  M=1 Періо- M=3  M=5  
r   p=1 дичність p=1 p=2 p=1 p=2 p=3 
1 3,0416 0,4841 1 0,7731 0,9102 0,8575 0,8982 0,8338 0,8248 
2 1,4708 0,2341 1 0,9229 0,9703 0,9526 0,9662 0,9442 0,9411 
3 0,9472 0,1508 1 0,9651 0,9867 0,9787 0,9848 0,9748 0,9734 
4 0,6854 0,1091 1 0,9811 0,9928 0,9884 0,9918 0,9864 0,9856 
5 0,5283 0,0841 1 0,9886 0,9957 0,9931 0,9951 0,9918 0,9913 

 
Отримані результати дають змогу дійти певних висновків. По-перше, у системі співвіс-

них розрізів максимальне значення КІН 0 0
3 3maxK K=  спостерігається на геометрично центра-

льному розрізі. По-друге, збільшення кількості тріщин у системі співвісних тріщин збільшує 
КІН у кожній з тріщин системи. По-третє, 0

3maxK  у такій системі досить добре оцінюється 
зверху розв'язком відповідної періодичної задачі, причому тим точніше, чим більші відносна 
відстань між дефектами та їхня кількість. По-четверте, під час вертикального (компланарно-
го) розташування тріщин справедливі усі попередні висновки, тільки у них слова "максима-
льний", "зменшення КІН", "оцінюється зверху" слід замінити на вирази "мінімальний", 
"збільшення КІН", "оцінюється знизу" відповідно.  

 

  
Рис. 24.2 Рис. 24.3 

 

24.2. Взаємодія тріщини з тонкостінними включеннями  

Питання взаємодії неоднорідностей вивчалося багатьма авторами. У роботі [674] з ви-
користанням інших підходів і, відповідно, іншої моделі включення, розглянуті два співвісні 
або компланарні тонкі пружні включення; у [911] – також і періодичні системи включень. 
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Тут для прикладу досліджена задача про тріщину, яка одним або двома краями набли-
жається до розташованого перпендикулярно стрічкового включення в ізотропному або анізо-
тропному масиві за його зсуву напруженнями на нескінченності yzσ τ∞ = .  

 

 
 

Рис. 24.4 
 
Зокрема для системи двох дефектів (тріщина – включення) отримано, що збільшення 

відносної жорсткості Вk G G=  включення збільшує КІН. З наближенням тріщини до подат-
ної стрічки ( k <1) КІН зменшується; зближення з жорсткою ( k >1) стрічкою спричиняє збі-
льшення КІН. Значення КІН на віддаленому від жорсткого ( k >1) прошарку фронті тріщини 
відрізняється від КІН для окремої тріщини не більше як на 4%. У випадку податного вклю-
чення ця різниця є більшою. 



§ 24. Взаємодія лінійних дефектів 
 

275

Поява з протилежного боку другої симетрично розташованої стрічки дещо зменшує 
концентрацію напружень біля тріщини (рис. 24.2). Для анізотропної матриці (намоточний 
однонапрямлений склопластик) з ізотропними включеннями та тріщиною якісні висновки 
зберігаються, кількісні зміни КІН виявилися незначними (рис. 24.3). 

24.3. Система з п'яти включень 

Вивчена система з п'яти ідентичних тонких стрічок еліптичного профілю [116], розта-
шованих симетрично з обох боків, зверху та знизу від основного в ізотропному середовищі 
під впливом однорідного поля напружень за плівковою моделлю. На врізці у рис. 24.4, де по-
дана залежність УКІН 3,1K  від відносної жорсткості Вk G G=  включення, зображений пра-
вий верхній квадрант схеми задачі, який містить половинки першої, другої і третьої стрічок. 
Така схема дає можливість вивчити концентрацію напружень на центральному (першому) 
включенні за одночасного екранування з усіх боків, а щодо крайніх стрічок (друга і третя) 
виявити вплив несиметричного розташування за зближення кінців взаємно перпендикуляр-
них включень. Вважалося, що 0 10a h =  і змінювалася відносна віддаль між включеннями 

/A a c= . Суцільна лінія відповідає першому, пунктирна – другому, штрихова – третьому 
включенню. При k <0,001 результати практично відповідають системі п'яти тріщин; при 
k >1000 – п'яти абсолютно жорстких плівок. 

За дії yzσ τ∞ =  УКІН 3,1K  на центральному включенні приблизно на два порядки мен-

ший від відповідної величини для крайніх включень, а УКІН 3,2K  для нього взагалі дорівнює 

нулю. Якщо діє 1xzσ τ∞ = , то картина протилежна: 3,1K  для першої стрічки практично дорів-
нює нулю, а 3,2K  – на два порядки менший від 3,2K  для крайніх стрічок. 

За всіх способів навантажування якщо A =0,75, то спостерігається дуже сильна взаємо-
дія неоднорідностей; якщо A =0,25 – вона мала; якщо A =0,125 – взаємодія практично відсу-
тня (усі УКІН біля вершини кожного з включень практично збігаються зі значеннями, 
одержаними для відповідним чином розташованих ізольованих стрічок). 

24.4. Періодичні задачі для тонких дефектів  

Періодичним задачам теорії тріщин поздовжнього зсуву у необмеженому ізотропному 
середовищі приділялося досить багато уваги з огляду на відносну простоту побудови аналі-
тичних розв'язків та зручність їхнього використання до вивчення особливостей напружено-
деформованого стану у неперіодичних системах рівновіддалених множинних дефектів. Пе-
реважно розгляд обмежувався одним рядом дефектів [48, 706, 860] за дії однорідного поля 
напружень на нескінченності yzσ τ∞ = , 1xzσ τ∞ =  (індекс z  визначає вісь, паралельну напрямо-

ві зсуву). Коли площини тріщин паралельні до площини xOz , то для періодичної системи 
тріщин завширшки 2 a , розташованих в ізотропній матриці вертикально одна над другою на 
відстані 2b  справедлива формула (24.2). Якщо відстань 2b  між компланарними тріщинами 
прямує до нескінченності, то з (24.2) випливає, що 3K aτ π=  (поодинока тріщина), а коли 
a → ∞  (b → ∞ ), то отримується розв'язок (5.19) [586] для відповідної паралельної системи 
півбезмежних тріщин, до берегів якої прикладене стале напруження yzσ τ= − : 

3 2K bτ= .      (24.3) 
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Періодичні системи тріщин  

Апробація методу колокацій здійснена на прикладі розв'язування задачі поздовжнього 
зсуву для ізотропного тіла з періодичною системою а) співвісних ( 1 12 , 0x yd dπ= = ) та б) ком-

планарних ( 1 10, 2x yd d π= = ) щілин за їхньої різної півширини / 0,1pa a rπ= = −  ( r =1,2,...,5) 

за умов однорідного поля напружень зсуву на нескінченності у площині розрізів yzσ τ∞ = , ко-

ли 

1mp
ijB = ,  ( , ) 0mp p mp

ij ij ijC D K t z= = = ,  ( ) constip pF x = . 

У табл. 24.3, 24.4 містяться обчислені значення безрозмірних КІН ( )0
3 3K K aτ π=  

для правого краю кожного із розрізів за різної кількості врахованих у періодичному розв'язку 
розрізів 2Q +1. Випадку а) відповідає табл. 24.3; випадку б) – табл.24.4. Розв'язок порівню-
ється з точним аналітичним розв'язком відповідної періодичної задачі [706, 860]: а) (24.1); б) 
(24.2). Обчислення здійснені методом колокацій за схемою (7.40), (8.20) з точністю до 4 і 5 
значущих цифр при кількості членів ряду (4.3) N = 8. 

 
Таблиця 24.3. Зведені коефіцієнти інтенсивності напружень 0

3K  
для періодичної системи M  співвісних розрізів 

 
 Наближено  

r  
 

a  / 2a π  Q = 1 Q = 2 Q = 5 Q = 10 
Точно 
(24.1) 

1 3,0416 0,4841 2,473 2,816 3,157 3,314 3,625 
2 1,4708 0,2341 1,067 1,083 1,097 1,103 1,109 
3 0,9472 0,1508 1,024 1,031 1,036 1,038 1,040 
4 0,6854 0,1091 1,012 1,016 1,018 1,019 1,020 
5 0,5283 0,0841 1,007 1,009 1,011 1,011 1,012 

 
Таблиця 24.4. Зведені коефіцієнти інтенсивності напружень 0

3K  
для періодичної системи M  компланарних розрізів  

 
 Наближено  

r  
 

a  / 2a π  Q = 1 Q = 2 Q = 5 Q = 10 
Точно 
(24.2) 

1 3,0416 0,4841 0,86580 0,82953 0,79854 0,78628 0,77305 
2 1,4708 0,2341 0,95344 0,94154 0,93140 0,92734 0,92289 
3 0,9472 0,1508 0,97883 0,97349 0,96893 0,96710 0,96508 
4 0,6854 0,1091 0,98854 0,98566 0,98320 0,98221 0,98113 
5 0,5283 0,0841 0,99309 0,99135 0,98987 0,98928 0,98862 

 
Обчислення підтверджують хорошу збіжність зі збільшенням Q  отриманих результатів 

до точного розв'язку. Порівняння з результатами обчислень для ізольованої системи розрізів 
(табл. 24.1, 24.2) свідчить, що КІН біля центральної щілини в групі з M  тріщин дуже добре 
оцінюється наближеним розв'язком відповідної періодичної задачі, в котрому врахована від-
повідна кількість дефектів ( M =2Q +1). У періодичних задачах співвісних щілин зі збіль-
шенням Q  наближений розв'язок прямує до точного результату знизу, а для компланарних 
розрізів – зверху. 
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Система компланарних включень  

Праця [657] довший час була єдиною, яка стосувалася побудови розв'язку подібної за-
дачі, коли періодичну структуру утворює не одна, а дві тріщини. Там був побудований скла-
дний аналітичний розв'язок та наведені графіки КІН біля внутрішнього та зовнішнього вістря 
тріщини. 

У цьому [963] підпункті на основі результатів п. 8.1 інтегральні рівняння для одного, 
двох та трьох тонких пружних дефектів, що лежать в одній площині, трансформуються у рі-
вняння відповідної періодичної задачі та наближено розв'язуються на основі п. 8.4 методом 
колокацій шляхом заміни кожного стовпця з безмежною кількістю включень на 2 M +1 де-
фект. 

 

 
 

Рис. 24.5 
 
На рис. 24.5 відображена залежність безрозмірних значень узагальнених КІН біля віст-

ря , ,A B C  дефекту від відносної жорсткості Вk G G=  включення для двох крайніх значень 
параметра β =1, ∞  форми перерізу включення. Півтовщина прошарку визначена формулою 
(5.44). Цифрою 1 відзначені криві, які відповідають необмеженій віддалі між рядами дефек-
тів (відповідна суцільна лінія – одному, штрихова – двом, пунктирна – трьом ізольованим 
дефектам); цифрою 2 – відношення / 4 / 3B b a≡ = ; 3 – 2/3; 4 – 4/9; 5 – 2/9. 

Суцільним лініям на рис. 24.5, 24.6 відповідають УКІН біля краю включень, що фор-
мують один стовпчик рівновіддалених дефектів (схема а); штриховим та пунктирним лініям 
– на внутрішньому та зовнішньому краях включень, які утворюють два стовпці включень 
відповідно (схема б) з центрами на відстані 2 8 / 3c a= . Рис. 24.5 відображає результати обчи-
слення 3,1K  за основною моделлю пружного дефекту (15.1), а рис. 24.6 – 3,1K  та 3,2K  при 
використанні плівкової моделі (умова (15.1) без підкресленого члена), див. також модель 1пм 
п. 20.10.  
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Рис. 24.6 
 
У кожній з груп кривих, що відповідають однаковому значенню B , є по дві однакового 

типу лінії: верхня стосується значення параметра форми β = ∞ ; нижня – 1β = . Значення 
КІН, які відповідають проміжним значенням β , розміщені між відповідними крайніми зна-
ченнями (лініями). Для випадку тріщини величина 3,1K  від β  не залежить так само як і 3,2K , 
обчислене для абсолютно жорсткої тонкої плівки (АЖТП) на підставі плівкової моделі. 

При k <0,001 результати розрахунку 3,1K  з точністю до п'яти значущих цифр збігають-
ся з результатами обчислення класичних КІН 3K . У цьому випадку значення КІН, які відпо-
відають точкам суцільної лінії, можна обчислити за формулою (24.2), а значення штрихових 
та пунктирних ліній з позначками 1 – 4 відповідають значенням, поданим суцільною та 
штриховою лініями рисунку праці [657] при введеному там параметрі l = 0,75. 

За малої відстані між рядами включень ( B ≤ 4/9; криві 4, 5) КІН в точках B  та C  прак-
тично збігаються (похибка не перевищує 1%) і при цьому стає помітною відзначена у [657] 
для випадку тріщин, очевидна тенденція їхнього прямування до значень, отриманих з розв'я-
зку для одного стовпця компланарних півбезмежних дефектів. Для тріщини 3,1K  у цьому ви-
падку визначається формулою (24.3), а для абсолютно жорсткої тонкої плівки – 

3,2 2K bτ= .      (24.4) 
Рис. 24.7 подає результати визначення 3,1K , 3,2K  за плівковою моделлю на правому 

краї пружних стрічок еліптичного профілю ( β = 1), що утворюють три однаково віддалені 
( 2 8 / 3c a= ) ідентичні стовпчики. Суцільна лінія стосується лівого, пунктирна – центрально-
го, а штрихова – правого стовпчика. При 4 / 3B =  значення 3,1K  на правих краях лівого та 
центрального стовпчиків (внутрішніх краях системи) практично збігаються, а при 2 / 3B =  
(близьке розташування рядів) 3,1K  вже майже однакове для будь-якого краю довільного 
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включення системи і зближене (як і у випадку одного чи двох стовпчиків) до значення КІН у 
задачі про один стовпець півбезмежних включень.  

 

 
 

Рис. 24.7 
 
Як і для випадку двох стовпчиків використання плівкової моделі дає для 3,2K  на абсо-

лютно жорсткій плівці (практично k >1000), такі ж значення, що й для 3,1K  при k =0,001 
(тріщина). 

Розрахунки засвідчили, що збільшення кількості стовпчиків включень сприяє підви-
щенню концентрації напружень на включеннях, причому, за збереження співвідношення від-
далей КІН досягають найменших значень на зовнішніх краях зовнішніх стовпчиків і з 
наближенням відповідного краю включення до вертикальної осі геометричної симетрії задачі 
вони зростають. Зближення стовпчиків веде до збільшення КІН, зближення рядів включень 
сприяє зменшенню концентрації напружень на включеннях при їх довільних пружних влас-
тивостях (відомий у теорії тріщин ефект екранування). 

Під час обчислень було враховано N =20 членів розвинення функцій стрибка [951] у 
ряди поліномів Чебишева з виділеною кореневою особливістю. Для врахування ефекту пері-
одичності з точністю до 1% для кривих 1 – 3 бралося M =15, для кривих 4 – M =50, а для 
кривих 5 – M =100, оскільки виявилося, що зі зменшенням відносної відстані B  між двома 
найближчими дефектами у q  разів необхідне для досягнення заданої точності значення M  
приблизно у q  разів зростає. Відзначені на рис. 24.5, 24.6 індексом “5" лінії (відповідають 
лініям з індексом 5) побудовані при врахуванні M =15. 

Табл. 24.5. містить значення ( )0
3 3K K aτ π= , обчислені для одного стовпчика ком-

планарних тріщин ( k <0,001) за різних значень параметра M  ( N =10; B =2/9; 4/9). Помітна 
збіжність до точних значень ~0,37613 та ~0,53192 відповідно. 
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Таблиця 24.5. Безрозмірний КІН 0

3K  при ( N =10; B =2/9; 4/9) 
 

B  M  0
3K  M  0

3K  M  0
3K  M  0

3K  M  0
3K  

1 1,000 15 0,409 30 0,393 100 0,381 250 0,378 
5 0,473 20 0,401 40 0,388 150 0,379 500 0,377 

2
9

 
10 0,426 25 0,396 50 0,386 200 0,378 1000 0,376 
1 1,000 15 0,552 30 0,542 100 0,535 250 0,533 
5 0,591 20 0,547 40 0,539 150 0,534 500 0,532 

4
9

 
10 0,562 25 0,544 50 0,538 200 0,533 1000 0,532 

 

Табл. 24.6 містить значення 0
3K , обчислені при 710k −= , M =15, N =5; 10; 15; 20; 25 та 

B =12/9; 10/9; 8/9; 6/9; 4/9; 2/9 для одного стовпчика тріщин і відповідні точні значення для 
періодичної задачі скінченних (формула (24.2)) та півнескінченних (формула (24.3)) тріщин. 
У дослідженому діапазоні зміни B  навіть значення N =5 забезпечує 2%, а N =10 – 0,4% від-
хилення від остаточного значення. Подальше підвищення точності можливе за допомогою 
збільшення M – для ілюстрації цього у другому нижчому рядку, яка відповідає B =4/9 міс-
тяться відповідні значення, обчислені при M =50. Слід врахувати, що тривалість обчислень 
практично пропорційна до M  та до N  (за не дуже великих N ). 

 
Таблиця 24.6. Залежність 0

3K  від B  та N  
 

N   

B  5 10 15 20 25 
2 th

2
b a
a b

π
π

 2b
aπ

 

12/9 0,84409 0,84409 0,84409 0,84409 0,84409 0,б83777 0,б92132 
10/9 0,80077 0,80077 0,80077 0,80077 0,80077 0,79267 0,84104 
8/9 0,74120 0,74128 0,74128 0,74128 0,74128 0,73061 0,75225 
6/9 0,65999 0,66004 0,66004 0,66004 0,66004 0,64564 0,65147 

0,55314 0,55186 0,55187 0,55187 0,55187  

4/3 0,53884 0,53759 0,53760 0,53760 0,53760 
 

0,53147 
 

0,53192 

2/9 0,41701 0,40936 0,40951 0,40951 0,40951 0,37613 0,37613 
 
Подібним чином можна дослідити періодичні задачі для анізотропного середовища з 

пружними стрічковими включеннями. У частковому випадку однієї періодично повторюва-
ної тріщини відтворюються результати праці [1425]. 

До переваг запропонованого у п. 8.4 методу розв'язування періодичних задач належить 
і те, що, на відміну від використаного у праці [657], він дає можливість вивчати взаємодію 
рядів близько розташованих дефектів. 

 

24.5. Антилоска деформація тіла з близькими паралельними тріщинами  

Досліджується [943, 944] розв’язок задачі про напружений стан тіла, яке перебуває в 
умовах антиплоскої деформації і містить дві паралельні не зсунуті тріщини завдовжки 2l  
(рис. 24.8), завантажені однаковим на берегах тріщини самозрівноваженим симетричним 
відносно їх середин навантаженням ( ) ( )x xτ τ= − . Комплексний потенціал ( )F z  можна по-
дати у вигляді [706] 

2 2
2 ( )( )

( / 2)

l

l

z t dtF z
i t i d z

μ
π

−

′
=

+ −∫ , 
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де ( ) ( )6~t f tμ′  шукана функція, яка пропорційна похідній від стрибка переміщень точок 
берегів тріщини і визначається зі сингулярного інтегрального рівняння з додатковою умовою 
[706] 

( )
( ) ( ) ( )

( )

2 2
1 ;

0.

l

l
l

l

t x t dt x x l
t x t x d

t dt

μ πτ

μ

−

−

⎡ ⎤+ ′⎢ ⎥+ = <
−⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

′ =

∫

∫
  (24.5) 

Таке саме рівняння випливає зі співвідношень п. 24.1. 
 

 
 

Рис. 24.8. Дві паралельні (компланарні) тріщини 
 
У працях [706, 860, 589, 1647] відзначено, що коли спрямувати відстань між тріщинами 

до нуля, то коефіцієнти інтенсивності напружень (КІН) прямують до вироджених значень. 
Дослідимо докладніше особливості цього граничного переходу, застосувавши два методи 
розв’язування сингулярного інтегрального рівняння – метод ортогональних многочленів та 
метод колокацій. 

Метод ортогональних поліномів. Розв’язок рівняння (24.5) шукаємо у вигляді  

( ) ( ) ( ) ( )2 12 1
, , ,

1

N

k k
k

u tt u X T u u
lu

ϕ
μ ϕ −

=

′ = = =
−

∑    (24.6) 

де ( )jT u  – поліноми Чебишева першого роду; kX  – невідомі коефіцієнти, які визначаються 
системою лінійних алгебричних рівнянь 

1

1 1
0

2 ,
N

m nm n m
n

X S X Y
π

−

+ +
=

− =∑    0, 1,m N= −    (24.7) 

у якій  

( )
( ) ( )

1 2
2

2 1
2 21

1
2

2
1

1 ( )
Re ,

( ) 1 ( ) 1

2, , 1 ;

m
nm n

n n

v U v dv
S

v iq v iq v i q

d xq v Y vl v U v dv
l l

τ
π

+
−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥

+ − + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

= = = −

∫

∫

   (24.8) 

( )kU v – поліноми Чебишева другого роду. 
З урахуванням (24.6) комплексний потенціал ( )F z  матиме вигляд 
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( )
( )

2

2 1
2 21 1

1( ) , ( 1) 1,2
2

1 1

N
j

k jk
k j

j j j

z iqF z i X z j
l

z z z
−

= =
= = + − =

− + −
∑ ∑  (24.9) 

і для КІН можна отримати вираз [706] 
2 2

3
1

lim ( ) .
N

k
x l k

l xK x l X
l

μ±

→± =

⎡ ⎤−⎢ ⎥′≡ ± = −
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑    (24.10) 

Випадок поодинокої тріщини можна отримати з (24.7), (24.8), якщо d → ∞ . Тоді 
0nmS =  і система (24.7) спрощується до залежності 

( )1 0, 1 .m mX Y m N+ = = −     (24.11) 

З урахуванням цього  

0
3 3 1

1
.

N

k
k

K K l Y± ±
−

=
≡ = − ∑     (24.12) 

Другий крайній випадок дає граничний перехід при 0d → . Тоді  
( ) ( )0 , / 2 , 0, 1nm mmS n m S n m Nπ= ≠ = − = −  

і система (24.7) дає 
1 / 2.m mX Y+ =      (24.13) 

Як видно з порівняння (24.11) та (24.13), для кожної з двох гранично зближених тріщин 
КІН удвічі менший від КІН для поодинокої тріщини. Окрім того, в останньому випадку 

1 2 /z z z l→ → , тому комплексний потенціал (24.9) набуде вигляду 

( ) ( )
1

2 1 2 1
2 2 2 21 1
1 1 1 1 1 1

( ) 2 .
1 1 1 1

N N
k k

k k
k k

X Y
F z i i

z z z z z z

−
− −

= =
= =

− + − − + −
∑ ∑  

Тобто вираз для функції ( )F z  збігається з комплексним потенціалом одної тріщини. Ця си-
туація відповідає явищу злиття двох півтріщин в одну тріщину.  

За великого зближення тріщин із них повинні формуватися півтріщини внаслідок того, 
що між тріщинами формується тонка мембрана. Оскільки напруження на її поверхнях зали-
шається незмінним, то відносне зміщення поверхонь мембрани при 0d →  повинно дорівню-
вати нулю. Це означає, що для гранично зближених тріщин прилеглі поверхні не 
деформуються (на них складова переміщення в напрямі осі z  дорівнює нулю ( 0w = )), а пе-
реміщення зовнішніх поверхонь є таким, як для одної тріщини (рис. 24.9). 

 

 
 

Рис. 24.9. Явище формування двох “півтріщин” під час зближення двох тріщин 
 
Таке злиття розв’язку можна спостерігати і у розподілах напружених станів поблизу ві-

стря кожної з тріщин. Дійсно, якщо перейти до полярної системи координат з полюсом у віс-
трі якоїсь тріщини, вважаючи, наприклад, що для верхньої (першої) тріщини  
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2
idz l i re θ= + + ,  

то згідно з (24.9) за умови r>d напруження поблизу вістря цієї тріщини дорівнюватимуть 
/ 2

1

2 ( ).
Ni

xz yz k
k

i lei X O d
r

θ
τ τ

−

=
− = +∑         (24.14) 

З урахуванням (24.13) і (24.12) залежність (24.14) зводиться до 
/ 2 / 2

1 3
1

( ) ( ).
2 2

Ni i

xz yz k
k

i le iei Y O d K O d
r r

θ θ
τ τ

− −
+

−
=

− = + = − +∑   (24.15) 

Якщо в (24.15) спрямувати d до нуля, то буде отримано відомий розподіл напружень 
поблизу вістря поодинокої тріщини [706, 860, 589]. 

Метод механічних квадратур. Подамо розв’язок рівняння (24.5) у вигляді (24.6), при-
чому для знаходження вузлових значень функції ( )uϕ  матимемо систему лінійних алгебри-
чних рівнянь [706]  

( )
( )

( ) ( )

( )

2 2
1

1

1 1 1, 1 ,

0,

M
m r

m r
m rm m r

M

m
m

u v
u v l r M

M u v u v q

u

ϕ τ

ϕ

=

=

⎡ ⎤+⎢ ⎥+ = = −
−⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

=

∑

∑
 (24.16) 

де 

( ) ( )2 1cos 1, ; cos 1, 1 .
2m r
m ru m M v r M
M M

π
π

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

У цьому випадку КІН визначається за формулою [860] 

( ) ( ) ( )
1 1 1 123

1

1 2 11 ctg .
4

M
m M

m
m

mK l u
M M

ϕ π+± ±

=

−⎛ ⎞= − − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∓    (24.17) 

Якщо у системі рівнянь (24.16) обчислити границю 0d → , то вона набуває вигляду 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1

2 1, 1 ; 0.
M M

m
m r m

m mm r

u
u v l r M u

M u v
ϕ τ ϕ

= =

⎡ ⎤
= = − =⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑   (24.18) 

Оскільки 1 1,Mx x −= −  то визначник системи лінійних алгебричних рівнянь (24.18) дорі-
внює нулю. Тому слід видозмінити систему лінійних алгебричних рівнянь (24.16), врахував-
ши те, що оскільки функція ( )tμ′  непарна, то непарною повинна бути і функція ( )uϕ . Тому 
останнє рівняння системи (24.16) задовольняється автоматично, а першу групу рівнянь мож-
на звести до системи 

( )
[ ]

( ) ( ) [ ]( )
/ 2 2 2 2

2 2 22 2 2 2 21

1 1 1, / 2 ,
4

M
m r

m r
m m r m r m r

u v q
y u v l r M

M u v u v q u v
τ

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥− +

+ = =⎢ ⎥
−⎢ ⎥+ + −

⎣ ⎦

∑  (24.19) 

де ( ) ( )2m m my u u uϕ= ; [a] – ціла частини числа a. 
Формула для визначення КІН (24.17) запишеться 

( ) ( )
[ ]

( )( )
/ 2
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3

1

2 1 11 cosec , 1 1 1 .
2

M
m M

m
m

mK l y u
M M
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= − = + ± −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∓  (24.20) 
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Числові результати застосування методів механічних квадратур та колокацій і їх 
аналіз. На рис. 24.10, відображено результати отриманого з використанням методу механіч-
них квадратур числового аналізу впливу взаємного зближення тріщин (зміни параметра q) на 
зміну безрозмірного КІН * 0

3 3 3/K K K=  ( )0
3K aτ π=  за різних способів його обчислення, 

якщо ( ) const.xτ τ= =  Лінії 1–5 побудовані на основі використання запропонованої обчислю-
вальної схеми (24.19) – (24.20) для різної кількості M врахованих членів. Лінія 6 отримана з 
використанням традиційної схеми (24.16) – (24.18) при M=300.  

 

 
 

Рис. 24.10. Залежність зведених КІН від відносної відстані q між тріщинами: 
 1 – M=220; 2 – M=260; 3 – M=300; 4 – M=340; 5 – M=600; 6 – M=300 з використанням (24.17) 

 
Стосовно тенденцій зміни КІН можна зробити такі висновки.  
1. Для досягнення бажаного рівня точності в обох випадках слід при 0q →  збільшува-

ти разом із тим кількість M врахованих у рядах членів. Для покращення точності й надійнос-
ті результатів доцільно використовувати екстраполяцію за Річардсоном (див. § 12). 

2. Поки розмір розрядної сітки комп’ютера дає можливість уникнути істотного нагро-
мадження похибок округлення під час розв’язування лінійних алгебричних систем великого 
розміру, обидва методи дають за достатньо великого значення M результати, які добре узго-
джуються з асимптотичним розв’язком с. 394 [589], [1647]  

( ) ( )( ){ } 1*
3 2 1 / 2 2 / 3 ln / 4K q qπ π

−
⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ ,   (24.21) 

засвідчуючи при не занадто малих q (в діапазоні досліджуваних значень параметрів – це 
0,0002q > ) тенденцію утримування поблизу отриманого з виразу (24.21) граничного при 

0q →  значення *
3 1/ 2 0,707K → ≈  (вітка лінії 6 при 0,00005q < ). Видається, що такий 

розв’язок є слушним для випадку, поки тріщини є вже дуже близько, але їхні зони інтенсив-
ності все ще розділені чи ще не сильно перекриваються. З подальшим дуже великим збли-
женням тріщин їхні зони інтенсивності починають зливатися і формувати спільну зону 
інтенсивності напружень. 

3. Яким би великим не було значення параметра M, традиційна схема методу механіч-
них квадратур з прямуванням q до нуля завжди дає в результаті *

3K → ∞  (вітка лінії 6 при 
0,00005q < ). Запропонована тут схема методу механічних квадратур (24.19) – (24.20) чітко 
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виловлює тенденцію границі *
3 0,5K → , властивої для півтріщини (q=0) і яке узгоджене з 

отриманим на основі методу ортогональних многочленів значенням (24.13). Те ж саме можна 
сказати і про застосування методу колокацій з огляду на його спорідненість із методом меха-
нічних квадратур (див. п. 7.4). Таку ситуацію можна пояснити об’єднанням зон інтенсивності 
кожної з тріщин у спільну зону. Поки це об’єднання не відбулося (у процесі зливання зон ін-
тенсивності – для більших q ) відбувається поступове зменшення *

3K  від 0,707 до 0,5. 
4. Класична схема методу механічних квадратур теж дає можливість для достатньо ве-

ликих значень М вловити таке намагання досягнути *
3K  після рівня 0,707 граничного зна-

чення 0,5 при 0q →  (див. спадну ділянку лінії 6 в діапазоні значень 0,00005< q <0,0001). 
5. В обох обчислювальних схемах методу механічних квадратур, покидаючи перед 

прямуванням відповідно до ∞  чи 0,5 лінію тренду *
3K → ∞ , традиційна схема формує “ви-

ступ зменшення”, а запропонована схема – “виступ збільшення”, аналогічні відомому в об-
числювальній математиці ефекту Ґіббса. 

6. У випадку зближення аналогічної системи з трьох чи більшої кількості ідентичних 
тріщин крайні тріщини повинні формувати «півтріщини», а внутрішні – давати нульові КІН. 

 

 
 

Рис. 24.11. Залежність безрозмірних напружень при зближенні тріщин  
за сталого навантаження τ  на їх берегах: 1. – ( )*

yz Aτ , 2. – ( )*
xz Aτ ; 3. – ( )*

yz Bτ  

 

На рис. 24.11 зображена залежність безрозмірних напружень * /yz yzτ τ τ= , * /xz xzτ τ τ=  

від відносного зближення q тріщин у точках (1,01 ; / 2)A l d  на продовженні осі тріщини та 
(1,01 ; 0)B l . Зі збільшенням q  напруження у точці A  прямують до значень, які відповідають 

поодинокій тріщині; у точці B  – до нуля. Якщо 0q → , то напруження ( )*
yz Aτ  спочатку де-

що зменшуються (екранувальний ефект), а потім повертаються до значення, яке відповідає 
одній повноцінній тріщині. Напруженням ( )*

xz Aτ  при 0q →  властива обернена властивість 
– вони зростають від нуля до деякого доволі високого рівня, а вже потім круто зменшуются 
до нуля. Тобто щодо цих компонент тензора напружень не можна стверджувати екрануваль-
ний ефект, оскільки зближення тріщин спричиняє збільшення напружень. 
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24.6. Двоперіодичні задачі для тонких дефектів  

Системи тріщин 

Для апробації методу колокацій (§ 11) досліджується розв'язок двоперіодичної задачі 
поздовжнього зсуву ізотропного середовища з тунельними розрізами під впливом однорідно-
го поля напружень yzσ τ∞ = , 1 0xzσ τ∞ = =  на нескінченності у площині розрізів. Інтегральне 
рівняння відповідної задачі для ізольованої щілини завширшки 2a  має вигляд (VIII.16) [706] 
або (VI.30) [860]. Вважається, що 1 0C = . 

 

 
 

Рис. 24.12. Порівняння точного розв’язку [1439] (лінія 2)  
та асимптотичного [706] (лінія 1) для квадратної ґратки тріщин 

 
У табл. 24.7, 24.8 записані результати обчислення безрозмірного КІН 

( )0
3 3,1K K aτ π=  для квадратної з 1 22 , 2d d iπ π= =  (табл. 24.7) і трикутної з 

( )1 2 12 , exp 3d d d iπ π= =  (табл. 24.8) ґраток для різних значень меж підсумовування 

Q L= , відстаней між дефектами / 0,1a rπ= −  ( r =1,...,5) і кількості вузлів колокації N =8; 
10. Помітна дуже швидка збіжність: вже при Q L= =2 у вказаному діапазоні зміни ширини 
розрізів забезпечена точність розрахунків в 1%. Для порівняння в таблицях подані результа-
ти обчислення відповідних величин за асимптотичними формулами (VIII.72) [706] для пря-
мокутної ґратки (табл. 24.7) 

( )
( ) ( )

( )

2 2 4
3

3 6 8

1 1 1 2 1

1 8 64 0, 2215cos 4

512 0,1448cos 6 ,

2 ,x

K a

O

a d d d d id

τ π πλ π α λ

π α λ λ

λ

⎡= + + + +⎣
⎤+ + +⎥⎦

= = =

   (24.22) 

і (VIII.71) [706] для трикутної ґратки (табл. 24.8)  

( ) ( ) ( )
( )

2 2 4 6 8
3

1 2 1

1 4 3 48 0,0932 0,2862cos 6 ,

2 , exp 3 ,

K a O

a d d d i

τ π πλ π λ α λ λ

λ π

⎡ ⎤= + + + + +⎦⎣

= =
 (24.23) 

а також розв'язок відповідних періодичних задач для розрізів в одній площині (співвісних) і в 
паралельних площинах (компланарних).  
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Таблиця 24.7. Значення 0
3K  і зв0

3K  для квадратної ґратки тріщин ( 1 22 , 2d d iπ π= = ) 
 

r  a Співвісні Компланарні 0
3K  

(24.24) 

(24.22) зв0
3K  (N=20) зв0

3K  (N=40) 

1 3,0416 3,625 0,7731 3,61124 1,8673* 3,5718 3,62393 
2 1,4708 1,109 0,9229 1,10677 1,1063 1,1071 1,10707 
3 0,9472 1,040 0,9651 1,03871 1,0390 1,0390 1,03896 
4 0,6854 1,020 0,9811 1,01931 1,0196 1,0196 1,01955 
5 0,5283 1,012 0,9886 1,01116 1,0114 1,0114 1,01139 

 

N =8 Q L=  r  
1 2 3 4 5 10 15 20 

1 1,7760 1,7897 1,7933 1,7947 1,7955 1,7965 1,7967 1,7967 
2 1,0109 1,0110 1,0110 1,0110 1,0111 1,0111 1,0111 1,0111 
3 1,0018 1,0018 1,0018 1,0018 1,0018 1,0018 1,0018 1,0018 
4 1,0005 1,0005 1,0005 1,0005 1,0005 1,0005 1,0005 1,0005 
5 1,0002 1,0002 1,0002 1,0002 1,0002 1,0002 1,0002 1,0002 

 

N =10 Q L=  зв0
3K   зв0

3K   r  
1 2 3 4 5 10 15 20 5 20 

1 1,8085 1,8224 1,8260 1,8275 1,8283 1,8281 1,8293 1,8295 3,5760 3,5718 
2 1,0106 1,0109 1,0110 1,0110 1,0111 1,0111 1,0111 1,0111 1,1142 1,1140 
3 1,0018 1,0018 1,0018 1,0018 1,0018 1,0018 1,0018 1,0018 1,0434 1,0433 
4 1,0005 1,0005 1,0005 1,0005 1,0005 1,0005 1,0005 1,0005 1,0222 1,0222 
5 1,0002 1,0002 1,0002 1,0002 1,0002 1,0002 1,0002 1,0002 1,0130 1,0130 

 
Таблиця 24.8. Значення 0

3K  і зв0
3K  для трикутної ґратки тріщин 1 2 12 , exp( 3)d d d iπ π= = ) 

 
a Співвісні Компланарні [1439] (24.23) зв0

3K  r  
1 3,0416 3,625 0,7731 3,0416 1,9182* 3,5760 
2 1,4708 1,109 0,9229 1,1139 1,1133 1,1142 
3 0,9472 1,040 0,9651 1,0432 1,0432 1,0434 
4 0,6854 1,020 0,9811 1,0221 1,0221 1,0222 
5 0,5283 1,012 0,9886 1,0130 1,0130 1,0130 

 
N =8 Q L=  r  

1 2 3 4 5 10 15 20 
1 1,7418 1,7513 1,7547 1,7562 1,7569 1,7579 1,7581 1,7581 
2 1,0119 1,0126 1,0128 1,0129 1,0129 1,0130 1,0130 1,0130 
3 1,0040 1,0042 1,0042 1,0043 1,0043 1,0043 1,0043 1,0043 
4 1,0020 1,0021 1,0021 1,0021 1,0021 1,0022 1,0022 1,0022 
5 1,0012 1,0012 1,0013 1,0013 1,0013 1,0013 1,0013 1,0013 

 
N =10 Q L=  r  

1 2 3 4 5 10 15 20 
1 1,7736 1,7833 1,7868 1,7883 1,7890 1,7898 1,7899 1,7899 
2 1,0119 1,0126 1,0128 1,0129 1,0129 1,0129 1,0130 1,0130 
3 1,0040 1,0042 1,0042 1,0043 1,0043 1,0043 1,0043 1,0043 
4 1,0020 1,0021 1,0021 1,0021 1,0021 1,0022 1,0022 1,0022 
5 1,0012 1,0012 1,0013 1,0013 1,0013 1,0013 1,0013 1,0013 

 
Отримані результати можна також зіставити (рис. 24.12) з результатами обчислення 

КІН за точним аналітичним виразом для прямокутної ґратки [1439] 
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   (24.24) 

де ( )z℘  – еліптична функція Вейєрштрасса (пе-функція); ( )z′℘  – її похідна; 2 3,g g  – інва-
ріанти пе-функції; ( )K k  – повний еліптичний інтеграл першого роду з модулем k . 

Пояснення отриманим істотним відмінностям можна знайти в роботі [1589] і § 10, де 
відзначається, що під час такого розв'язування двоперіодичних задач (їх можна називати 
псевдодвоперіодичними) істотне значення має не тільки (і не стільки) абсолютне значення 
кількості врахованих у розв'язку рядів 2 L +1 розрізів і їх стовпчиків 2Q +1, але передусім 
відношення /R Q L= . Зі збільшенням параметра Q  за збереження значення цього відношен-
ня розв'язок прямує до певної границі, властивої цьому відношенню (табл. 24.9). Причому, як 
видно з цієї таблиці, значення R  є визначальним: збільшення Q  після досягненням ним пев-
ного значення за збереження R  практично нічого при даних значеннях a  не змінює. 

Зірочкою "*" відзначене значення, яке отримане за межами дозволеного в [706] значен-
ня параметра 12 1lλ ω= < . 

 
Таблиця 24.9. Збіжність значення безрозмірних КІН 0

3K  та зведеного КІН зв0
3K   

(виділено грубим шрифтом) для різних значень параметра /R Q L=  ( N =10) 

і квадратної ґратки тріщин ( 1 22 , 2d d iπ π= = ) 
 

R =1  
r  

 
a  L =1 L =5 L =10 L =15 L =20 L =25 L =50 L =50 L =99 L =99 

1 3,0416 3,4490 3,5628 3,5693 3,5707 3,5711 3,5714 3,8298 3,5717 3,8298 3,5718 
2 1,4708 1,1042 1,1069 1,1071 1,1071 1,1071 1,1071 1,0111 1,1071 1,0111 1,1071 
3 0,9472 1,0380 1,0390 1,0390 1,0390 1,0390 1,0390 1,0018 1,0390 1,0018 1,0390 
4 0,6854 1,0191 1,0196 1,0196 1,0196 1,0196 1,0196 1,0005 1,0196 1,0005 1,0196 
5 0,5283 1,0112 1,0114 1,0114 1,0114 1,0114 1,0114 1,0002 1,0114 1,0002 1,0114 

 
R =2 R =3 R =4  

r  L =1 L =2 L =3 L =4 L =5 L =1 L =2 L =3 L =4 L =1 L =2 
1 2,1449 2,2079 2,2321 2,2450 2,2529 2,3883 2,4696 2,5005 2,5168 2,5651 2,6511 
2 1,0389 1,0431 1,0447 1,0455 1,0460 1,0554 1,0600 1,0618 1,0627 1,0655 1,0700 
3 1,0131 1,0147 1,0152 1,0156 1,0158 1,0195 1,0213 1,0219 1,0223 1,0234 1,0251 
4 1,0064 1,0072 1,0075 1,0077 1,0078 1,0096 1,0106 1,0109 1,0111 1,0117 1,0125 
5 1,0037 1,0041 1,0043 1,0044 1,0045 1,0056 1,0061 1,0063 1,0064 1,0068 1,0073 

 
R =4 R =5 R =6 R =7 r  

L =3 L =1 L =2 L =3 L =1 L =2 L =3 L =1 L =2 
1 2,6832 2,6975 2,7826 2,8140 2,7998 2,8818 2,9118 2,8810 2,9592 
2 1,0717 1,0725 1,0766 1,0781 1,0775 1,0812 1,0826 1,0812 1,0847 
3 1,0258 1,0261 1,0276 1,0282 1,0280 1,0293 1,0299 1,0293 1,0307 
4 1,0129 1,0130 1,0138 1,0141 1,0140 1,0147 1,0150 1,0147 1,0154 
5 1,0075 1,0076 1,0080 1,0082 1,0081 1,0086 1,0087 1,0085 1,0089 
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R =8 r  
L =1 L =1 L =2 L =2 L =3 L =3 L =4 L =4 L =5 L =5 

1 2,9469 3,5699 3,0211 3,5712 3,0477 3,5715 3,0614 3,5717 3,0698 3,5717 
2 1,0842 1,1071 1,0874 1,1071 1,0884 1,1071 1,0890 1,1071 1,0893 1,1071 
3 1,0305 1,0390 1,0317 1,0390 1,0321 1,0390 1,0323 1,0390 1,0324 1,0390 
4 1,0153 1,0196 1,0159 1,0196 1,0161 1,0196 1,0162 1,0196 1,0162 1,0196 
5 1,0089 1,0114 1,0092 1,0114 1,0094 1,0114 1,0094 1,0114 1,0095 1,0114 

 
R =9 r  

L =1 L =1 L =2 L =2 L =3 L =3 L =4 L =4 L =5 L =5 
1 3,0014 3,5700 3,0717 3,5714 3,0968 3,5716 3,1096 3,5717 3,1175 3,5717 
2 1,0865 1,1071 1,0894 1,1071 1,0984 1,1071 1,0909 1,1071 1,0912 1,1071 
3 1,0314 1,0390 1,0324 1,0390 1,0328 1,0390 1,0330 1,0390 1,0331 1,0390 
4 1,0157 1,0196 1,0163 1,0196 1,0164 1,0196 1,0165 1,0196 1,0166 1,0196 
5 1,0092 1,0114 1,0095 1,0114 1,0096 1,0114 1,0096 1,0114 1,0097 1,0114 

 
R =10 r  

L =1 L =1 L =2 L =2 L =3 L =3 L =4 L =4 L =5 L =5 
1 3,0473 3,5704 3,1139 3,5715 3,1375 3,5717 3,1496 3,5717 3,1569 3,5718 
2 1,0884 1,1071 1,0910 1,1071 1,0920 1,1071 1,0925 1,1071 1,0928 1,1071 
3 1,0321 1,0390 1,0331 1,0390 1,0334 1,0390 1,0336 1,0390 1,0337 1,0390 
4 1,0161 1,0196 1,0166 1,0196 1,0167 1,0196 1,0168 1,0196 1,0169 1,0196 
5 1,0094 1,0114 1,0097 1,0114 1,0098 1,0114 1,0098 1,0114 1,0098 1,0114 

 
R =20 r  

L =1 L =1 L =2 L =2 L =3 L =3 L =4 L =4 L =5 L =5 
1 3,2814 3,5716 3,3236 3,5718 3,3383 3,5718 3,3456 3,5718 3,3501 3,5718 
2 1,0974 1,1071 1,0989 1,1071 1,0994 1,1071 1,0997 1,1071 1,0998 1,1071 
3 1,0354 1,0390 1,0360 1,0390 1,0362 1,0390 1,0362 1,0390 1,0363 1,0390 
4 1,0178 1,0196 1,0180 1,0196 1,0181 1,0196 1,0182 1,0196 1,0182 1,0196 
5 1,0104 1,0114 1,0105 1,0114 1,0106 1,0114 1,0106 1,0114 1,0106 1,0114 

 
R =30 r  

L =1 L =1 L =2 L =2 L =3 L =3 L =4 L =4 L =5 L =5 
1 3,3713 3,5717 3,4018 3,5718 3,4122 3,5718 3,4175 3,5718 3,4207 3,5718 
2 1,1006 1,1071 1,1016 1,1071 1,1019 1,1071 1,1021 1,1071 1,1022 1,1071 
3 1,0366 1,0390 1,0370 1,0390 1,0371 1,0390 1,0372 1,0390 1,0372 1,0390 
4 1,0184 1,0196 1,0185 1,0196 1,0186 1,0196 1,0186 1,0196 1,0187 1,0196 
5 1,0107 1,0114 1,0108 1,0114 1,0109 1,0114 1,0109 1,0114 1,0109 1,0114 

 
R =40 r  

L =1 L =1 L =2 L =2 L =3 L =3 L =4 L =4 L =5 L =5 
1 3,4480 3,5718 3,4676 3,5718 3,4742 3,5718 3,4775 3,5718 3,4795 3,5718 
2 1,1031 1,1071 1,1038 1,1071 1,1040 1,1071 1,1041 1,1071 1,1042 1,1071 
3 1,0375 1,0390 1,0378 1,0390 1,0378 1,0390 1,0379 1,0390 1,0379 1,0390 
4 1,0188 1,0196 1,0190 1,0196 1,0190 1,0196 1,0190 1,0196 1,0190 1,0196 
5 1,0110 1,0114 1,0111 1,0114 1,0111 1,0114 1,0111 1,0114 1,0111 1,0114 

 
R =50 r  

L =1 L =1 L =2 L =2 L =3 L =3 L =4 L =4 L =5 L =5 
1 3,4480 3,5718 3,4676 3,5718 3,4742 3,5718 3,4775 3,5718 3,4795 3,5718 
2 1,1031 1,1071 1,1038 1,1071 1,1040 1,1071 1,1041 1,1071 1,1042 1,1071 
3 1,0375 1,0390 1,0378 1,0390 1,0378 1,0390 1,0379 1,0390 1,0379 1,0390 
4 1,0188 1,0196 1,0190 1,0196 1,0190 1,0196 1,0190 1,0196 1,0190 1,0196 
5 1,0110 1,0114 1,0111 1,0114 1,0111 1,0114 1,0111 1,0114 1,0111 1,0114 
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R =100 r  
L =1 L =1 L =2 L =2 L =3 L =3 L =4 L =4 L =5 L =5 

1 3,5087 3,5718 3,5190 3,5718 3,5224 3,5718 3,5241 3,5718 3,5272 3,5718 
2 1,1051 1,1071 1,1054 1,1071 1,1055 1,1071 1,1056 1,1071 1,1056 1,1071 
3 1,0380 1,0390 1,0384 1,0390 1,0384 1,0390 1,0384 1,0390 1,0384 1,0390 
4 1,0192 1,0196 1,0193 1,0196 1,0193 1,0196 1,0193 1,0196 1,0193 1,0196 
5 1,0112 1,0114 1,0112 1,0114 1,0112 1,0114 1,0112 1,0114 1,0113 1,0114 

 
R =100 r  

L =10 L =10 
[706] Співвісні зв0

3K  

1 3,5271 3,5718 1,8673* 3,625 3,5718 
2 1,1057 1,1071 1,1063 1,109 1,1071 
3 1,0385 1,0390 1,0390 1,040 1,0390 
4 1,0193 1,0196 1,0196 1,020 1,0196 
5 1,0113 1,0114 1,0114 1,012 1,0114 

 
R =1/2 r  a  Компла-

нарні Q=1 Q=1 Q=2 Q=2 Q=3 Q=3 
1 3,0416 0,7731 1,5801 3,5117 1,5579 3,5545 1,5483 3,5635 
2 1,4708 0,9229 0,98425 1,1058 0,98090 1,1067 0,97956 1,1069 
3 0,9472 0,9651 0,99076 1,0386 0,98930 1,0389 0,98872 1,0390 
4 0,6854 0,9811 0,99469 1,0194 0,99391 1,0195 0,99361 1,0196 
5 0,5283 0,9886 0,99672 1,0113 0,99625 1,0114 0,99607 1,0114 

 
R =1/2 R =1/3 r  

Q=4 Q=4 Q=5 Q=5 Q=1 Q=2 Q=3 Q=4 
1 1,5431 3,5669 1,5397 3,5686 1,4762 1,4517 1,4421 1,4370 
2 0,97883 1,1070 0,97838 1,1071 0,97026 0,96647 0,96507 0,96424 
3 0,98841 1,0390 0,98822 1,0390 0,98477 0,98313 0,98250 0,98218 
4 0,99344 1,0196 0,99334 1,0196 0,99151 0,99064 0,99030 0,99013 
5 0,99597 1,0114 0,99591 1,0114 0,99482 0,99430 0,99409 0,99399 

 
R =1/4 R =1/5 R =1/6 r  

Q=1 Q=2 Q=3 Q=1 Q=2 Q=2 Q=1 Q=2 Q=3 
1 1,4185 1,3963 1,3879 1,3822 1,3627 1,3555 1,3574 1,3402 1,3334 
2 0,96177 0,95831 0,95699 0,95625 0,95303 0,95191 0,95237 0,94948 0,94845 
3 0,98112 0,97958 0,97902 0,97871 0,97730 0,97680 0,97699 0,97573 0,97528 
4 0,98958 0,98875 0,98844 0,98829 0,98754 0,98726 0,98737 0,98669 0,98645 
5 0,99366 0,99316 0,99298 0,99288 0,99244 0,99227 0,99233 0,99193 0,99178 

 
R =1/7 R =1/8 R =1/9 r  

Q=1 Q=2 Q=3 Q=1 Q=2 Q=3 Q=1 Q=2 Q=3 
1 1,3394 1,3242 1,3187 1,3258 1,3123 1,3073 1,3152 1,3029 1,2985 
2 0,94948 0,94685 0,94594 0,94722 0,94487 0,94404 0,94544 0,94330 0,94256 
3 0,97573 0,97458 0,97418 0,97475 0,97371 0,97334 0,97396 0,97302 0,97268 
4 0,98668 0,98608 0,98586 0,98616 0,98560 0,98541 0,98574 0,98523 0,98505 
5 0,99193 0,99156 0,99143 0,99161 0,99127 0,99116 0,99135 0,99105 0,99094 

 
R =1/10 R =1/20 R =1/30 r  

Q=1 Q=2 Q=3 Q=1 Q=2 Q=3 Q=1 Q=2 Q=3 
1 1,3066 1,2955 1,2915 1,2680 1,2624 1,2603 1,2551 1,2551 1,2550 
2 0,94404 0,94206 0,94136 0.93738 0,93630 0,93594 0,93509 0,93436 0,93412 
3 0,97334 0,97245 0,97215 0,97038 0,96990 0,96973 0,96936 0,96903 0,96892 
4 0,98540 0,98493 0,98477 0,98382 0,98355 0,98346 0,98326 0,98308 0,98303 
5 0,99116 0,99087 0,99077 0,99020 0,99004 0,98999 0,98987 0,98976 0,98972 
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Цікаво теж, що за однакових значень R  (чи 1/ R ) розв'язок даного сингулярного інтег-
рального рівняння дає практично однакові значення 0

3K  (порівняти з розв'язками для IIK  у 
праці [1589]), причому отриманий розв’язок зі збільшенням  чи L  дуже швидко прямує до 
певного граничного значення. Цією властивістю пояснюються результати роботи [1237], ко-
трі близькі до розв'язку періодичної задачі для системи компланарних розрізів: те, що здійс-
нене повне підсумовування ядер Коші "по вертикалі" і скінченне – "по горизонталі" і означає 
необхідність близькості розв'язку до границі, яку має ґратка з відношенням R = ∞ .  

Виникає закономірне запитання, яке з цих значень є розв’язком поставленої двоперіо-
дичної задачі? На разі можна відповісти, що жодне. Кожне з них дає наближений розв’язок 
задачі про пакет зі скінченної кількості ( ) ( )2 1 2 1Q L+ +  тріщин у необмеженому середовищі, 

навантаженому зусиллями інтенсивності yzσ τ∞ = , 1 0xzσ τ∞ = =  на нескінченності, або ж про 

прямокутну у поперечному перерізі балку із такою ж кількістю внутрішніх стрічкових вклю-
чень, коли рівномірно розподілені напруження прикладені на її поверхні. Причому він най-
краще придатний для тріщин всередині цієї групи (чим ця група більша – тим краще) і з 
наближенням до краю групи погіршується. До питання про точний розв’язок двоперіодичної 
задачі повернемося нижче (під час побудови зведеного розв’язку).  

Табл. 24.10 подає значення безрозмірних КІН 0
3K  для деяких значень відношення Q L  

та різних значень півширини a  і N =10 для квадратної ґратки з 1 22 , 2d d iπ π= = . Якщо по-
рівняти з даними табл. 24.7, то можна зауважити, що при 0Q = , 10L =  і при 0L = , 10Q =  
розв'язки досить добре збігаються з точними значеннями для відповідних періодичних задач 
(див. у табл. 24.7 третій та четвертий стовпчики). Помітна збіжність до "симетричних розв'я-
зків” (Q L=  табл. 24.7), коли Q L→  і відмінність від відповідних “симетричних розв'язків” 
при Q L≠  навіть якщо Q  або L  більші від відповідного значення L  або Q . Очевидно, що 
відображені у табл. 24.10 розв'язки є наближеними несиметричними розв'язками двоперіоди-
чних задач для квадратних ґраток за різного відношення кількості рядів до кількості стовп-
ців: 

{ }0,1, 2, 3, 4 10L Q =   і  { }10 0,1, 2, 3, 4L Q = .  
 

Таблиця 24.10. Значення безрозмірних КІН 0
3K  для деяких 

 значень Q L  і півширини a  для квадратної ґратки з 1 22 , 2d d iπ π= =  
 

Q =10 r  a  
L =0 L =1 L =2 L =3 L =4 L =10 

1 3,0416 3,3769 3,0472 2,7826 2,5689 2,3951 1,8283 
2 1,4708 1,1028 1,0884 1,0767 1,0656 1,0554 1,0111 
3 0,9472 1,0379 1,0321 1,0276 1,0234 1,0195 1,0018 
4 0,6854 1,0192 1,0161 1,0138 1,0117 1,0096 1,0005 
5 0,5283 1,0112 1,0094 1,0080 1,0068 1,0056 1,0002 

 
L =10 r  a  

Q =0 Q =1 Q =2 Q =3 Q =4 Q =10 
1 3,0416 0,78628 1,3067 1,3627 1,4204 1,4797 1,8283 
2 1,4708 0,92734 0,94402 0,95306 0,96186 0,97034 1,0111 
3 0,9472 0,96710 0,97333 0,97731 0,98114 0,98479 1,0018 
4 0,6854 0,98222 0,98540 0,98753 0,98958 0,99152 1,0005 
5 0,5283 0,98928 0,99115 0,99243 0,99366 0,99482 1,0002 
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Табл. 24.11, 24.12 містять результати порівняння двоперіодичних розв'язків для квадра-
тної ґратки ( 1 22 , 2d d iπ π= = ) за Q =5 (табл. 24.11) та Q =10 (табл. 24.12) і різних значень 
L =0; 1; 2; 5; 10, що відповідає 1; 3; 5; 11; 21 врахованому ряду тріщин, з періодичним "по 
вертикалі" ( 2 2d iπ= ) розв'язком для груп з 1, 3 і 5-ти розрізів з відповідним урахуванням 
2Q +1 щілин у кожній з груп. У таблицях містяться значення безрозмірних КІН на правому 
краю розрізу p -ї групи, занумерованої зліва направо. Розрахунки були здійснені при N =8. 

Обчислення двоперіодичного розв'язку на комп'ютері займає менше часу, ніж прове-
дення обчислень для періодичної задачі у випадку декількох груп розрізів, однак двоперіо-
дичний розв'язок за деякого значення L  (або Q ) досить добре характеризує КІН на 
центральній групі розрізів у періодичній задачі з 2 L +1 (або 2Q +1) груп тріщин – порівняти 
виділені грубим шрифтом результати у верхній та двох нижніх частинах табл. 24.11 та 24.12. 

 
Таблиця 24.11. Значення безрозмірних КІН 0

3K  для двоперіодичної 
  і відповідних одноперіодичних задач 

 
Двоперіодичний розв’язок Q =5 Одноперіодичний r  a  

L =0 L =1 L =2 L =5 L =10 M =1, p =1 
1 3,0416 0,79454 1,3576 1,4684 1,7995 2,2122 0,79854 
2 1,4708 0,93140 0,95625 0,97254 1,0111 1,0461 0,93140 
3 0,9472 0,96893 0,97871 0,98574 1,0018 1,0158 0,96893 
4 0,6854 0,98320 0,98828 0,99203 1,0005 1,0078 0,98320 
5 0,5283 0,98987 0,99288 0,99513 1,0002 1,0045 0,98987 

 
розв’язок для M  груп по 2 Q +1 розрізів 

M =3 M =5 
 
r  

p =1 p =2 p =2 p =1 p =2 p =3 p =4 p =5 
1 1,3347 1,3392 0,8705 1,4291 1,4550 1,4559 1,4356 0,9260 
2 0,9542 0,9562 0,9490 0,9676 0,9716 0,9724 0,9711 0,9618 
3 0,9778 0,9787 0,9767 0,9836 0,9853 0,9857 0,9852 0,9823 
4 0,9878 0,9883 0,9874 0,9908 0,9918 0,9920 0,9918 0,9904 
5 0,9926 0,9929 0,9924 0,9944 0,9950 0,9951 0,9950 0,9942 

 
Таблиця 24.12. Значення безрозмірних КІН 0

3K  для  
 двоперіодичної і відповідних одноперіодичних задач 

 
Двоперіодичний розв’язок Q =10 Періодичний r  a  

L =0 L =1 L =2 L =5 L =10 M =1, p =1 
1 3,0416 0,78628 1,2835 1,3385 1,5122 1,7965 0,78628 
2 1,4708 0,92734 0,94402 0,95306 0,97838 1,0111 0,92734 
3 0,9472 0,96710 0,97333 0,97731 0,98822 1,0018 0,96710 
4 0,6854 0,98221 0,98540 0,98753 0,99334 1,0005 0,98221 
5 0,5283 0,98928 0,99115 0,99243 0,99591 1,0002 0,98928 

 
розв’язок для M  груп по 2 Q +1 розрізів 

M =3 M =5 
 
r  

p =1 p =2 p =2 p =1 p =2 p =3 p =4 p =5 
1 1,2668 1,2706 0,8289 1,3183 1,3332 1,3335 1,3227 0,8612 
2 0,9425 0,9440 0,9376 0,9510 0,9529 0,9530 0,9528 0,9459 
3 0,9727 0,9733 0,9717 0,9764 0,9772 0,9773 0,9772 0,9753 
4 0,9850 0,9854 0,9847 0,9870 0,9875 0,9875 0,9875 0,9867 
5 0,9909 0,9911 0,9908 0,9921 0,9924 0,9924 0,9924 0,9920 
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Табл. 24.13 характеризує збіжність методу залежно від кількості N  врахованих у роз-
виненні (4.3) членів для прямокутної і правильної трикутної ґратки при Q L= =10 для двох 
значень півширини розрізу / 0,1 ( 1, 2)a r rπ= − = . Відстань між розрізами істотно впливає на 
величину параметра N , необхідного для забезпечення заданої точності: в межах дослідже-
ного тут діапазону зміни величини а для забезпечення точності в 1% досить вважати N =10. 
Близькі результати отримані і при Q L= =15; 20.  

У табл. 24.14 містяться результати визначення безрозмірного КІН 

( )0( )
3,13

i
iK K aτ π=  у двоперіодичній задачі поздовжнього зсуву ізотропного тіла з двома 

групами компланарних щілин різної довжини, які формують кожна прямокутну ґратку у 
трьох варіантах геометричних параметрів. Для порівняння подані результати, що містяться у 
праці [1334].  

 
Таблиця 24.13. Вплив кількості N  членів розвинення (4.3) на зміну  

безрозмірного КІН 0
3K  для квадратної і трикутної ґраток 

 
 Квадратна ґратка 

1 22 , 2d d iπ π= =  
Трикутна ґратка 

( )1 2 12 , exp 3d d d iπ π= =  

\N a  3,042 1,471 3,042 1,471 
 1 1,0735 1,0036 1,0702 1,0102 
 2 1,2131 1,0072 1,1951 1,0113 
 3 1,4582 1,0110 1,4235 1,0126 
 4 1,5569 1,0110 1,5221 1,0128 
 5 1,6726 1,0111 1,6371 1,0130 
10 1,8293 1,0111 1,7900 1,0130 
15 1,8525 1,0111 1,8127 1,0130 
20 1,8555 1,0111 1,8156 1,0130 

 
Аналіз результатів свідчить, що оскільки у варіанті 1 відстань між щілинами дуже ве-

лика і тому взаємодії між щілинами практично не повинно бути, то значення 0( )
3

iK  повинні 
були би бути дуже близьким до одиниці (що й підтверджують здійснені обчислення). Отри-
мані ж у [1334] для цього випадку значення КІН доволі сильно різняться від одиниці. Це мо-
же свідчити про їхню хибність. Однак відношення зведених КІН на різних групах розрізів 
близьке до одержаних у даному дослідженні. 

 
Табл. 24.14. Значення безрозмірного КІН 0( )

3
iK  у двоперіодичній задачі  

поздовжнього зсуву  ізотропного тіла з двома групами компланарних щілин 
 

Варіант 1a  2a  1x  1y  2x  2y  1
xd  1

yd  2
xd  2

yd  

1 1 4/3 0 0 10/3 40/3 20/3 0 0 80/3 
2 1 1,2 0 0 2 4 4 0 0 8 
3 1 8/7 0 0 10/7 10/7 20/7 0 0 20/7 

 
[1334] Запропонований метод Варіант 

0(1)
3K  0(2)

3K  0(1) 0(2)
3 3K K  0(1)

3K  0(2)
3K  0(1) 0(2)

3 3K K  
1 1,63 1,68 1,031 0,996 1,03 1,034 
2 1,78 1,90 1,067 0,945 1,01 1,070 
3 2,16 2,56 1,185 0,828 0,951 1,150 
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Таблиця 24.15. Зіставлення різних розв’язків двоперіодичних задач 
 

Задача 1c  2c  Примітка 
Двоперіодична трикутна 

(VIII.71) [706] 
2 3 1,154396≈  4 / 3 1,333333≈  Правильна трикутна 

Двоперіодична квадратна 
(VIII.72) [706] 

1 21 14,18 2, 436735π+ ≈
 

Кут 0α =  

Лінійна одноперіодична 3 1,047198π ≈  219 90 2,083583π ≈   

 
Якщо позначити через a  довжину тріщини, 2d b=  - період розташування тріщин у од-

ноперіодичній задачі, то у випадку плоскої (поперечний зсув) і антиплоскої задач (попере-
чний зсув) КІН подається формулою (24.1) ( )tgK d a dτ π= , яку можна розвинути у 
наближений асимптотичний ряд  

2 2 4

1 22 41
2 4

a aK a c c
d d

π πτ π
⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

.    (24.25) 

Зіставлення коефіцієнтів 1c , 2c  для цієї задачі і двоперіодичних розв'язків [706] дає табл. 
24.15. 

Помітно, що асимптотичні розвинення (VIII.71), (VIII.72) [706] доволі близькі до роз-
в'язку відповідної періодичної задачі. 

Зведені коефіцієнти інтенсивності напружень 

Нехай представницький елемент двоперіодичної задачі (детальніше про представницькі 
елементи див. § 25) має форму прямокутника з розмірами 2 2c d×  (періоди 1 2d c= , 

2 2d id= ; рис. 24.13).  
 

V

 
 

Рис. 24.13. Прямокутний представницький елемент  
у двоперіодичній задачі 

 
Систему координат xOy  помістимо у центрі цього елемента. Середні за змінною x  

значення напруження ( )xz x iyσ +  та ( )yz x iyσ +  на відрізку [ ];x c c∈ −  за фіксованого зна-
чення координати y  визначимо виразами 

( ) ( ) ( )
1

1 1ˆ ,
2

c T

yz yz yz ix
ic

x iy x iy dx x iy
c T

τ σ σ σ
=−

≡ + = + ≈ +∑∫   (24.26) 

де ix  ( 1,i T= ) – це загалом довільно обрана на проміжку [ ];x c c∈ −  система з T  квадратур-
них вузлів.  
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Подібним чином середні за змінною y  значення напруження ( )xz x iyσ +  та ( )yz x iyσ +  

на відрізку [ ];y d d∈ −  за фіксованого значення x  визначимо виразами 

( ) ( ) ( )1
1

1 1ˆ ,
2

d T

xz xz xz iy
id

x iy x iy dx x iy
d T

τ σ σ σ
=−

≡ + = + ≈ +∑∫   (24.27) 

де у свою чергу iy  ( 1,i T= ) – це загалом довільно обрана на проміжку [ ];y d d∈ −  система з 
T  квадратурних вузлів. 

Розглянемо детальніше поняття напруження на нескінченності. У випадку скінченної 
кількості тріщин (включень, дефектів) і навіть їх нескінченної кількості для одноперіодичних 
задач під однорідним полем напружень на нескінченності розуміють рівень напружень у 
безмежно віддаленій точці, тобто безмежно далеко від кожного з дефектів. У всіх згаданих 
випадках така точка існує. А ось у випадку двоперіодичної задачі не можна знайти точки 
площини xOy , яка би була на безмежній відстані від усіх неоднорідностей. У цьому випадку 
під напруженням на нескінченності слід розуміти середній рівень напружень на межі пред-
ставницького елемента.  

 

 
 

Рис. 24.14. Трансформація розв’язку двоперіодичної задачі:  
розрахункова схема методу колокацій (а);  

отриманий розв’язок відповідає фактичній схемі навантаження (б) 
 
Виявляється, що якщо розв’язати за допомогою запропонованого методу відповідну 

двоперіодичну задачу при дії на нескінченності напружень yzσ τ∞ = , 1 0xzσ τ∞ = =  та обчисли-

ти середні напруження ( ) ˆ ˆx
yz yzx

x idσ σ τ± ≡ ≡  на межах представницького елемента 

[ ]; ,x c c y d∈ − = ±  та середні напруження ( ) 1ˆ ˆy
xz xzyc iyσ σ τ± + ≡ ≡  на межах представниць-

кого елемента [ ]; ,y d d x c∈ − = ± , то вони (так само, як і безрозмірні КІН 0
3 3,1 ( )K K aτ π= ) 

для кожного значення параметра R  будуть різними навіть у граничних випадках ,L Q → ∞  і 

не збігатимуться з очікуваними значеннями yzσ τ∞ = , 1xzσ τ∞ = , за яких здійснювалися обчис-

лення. Це означає, що у реально розв’язаній двоперіодичній задачі фактичне “навантаження 
на нескінченності” дорівнює не yzσ τ∞ = , 1xzσ τ∞ = , а ˆ ˆx

yz yzσ σ τ∞ = = , 1ˆ ˆy
xz xzσ σ τ∞ = =  (рис. 24.14). 
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Тому на основі розрахованого за напруження yzσ τ∞ = , 1 0xzσ τ∞ = =  значення КІН 3,1K  

реальне зведене значення КІН зв зв
3 3,1~K K  та у розглядуваній конкретній задачі відповідне 

безрозмірне значення зв0 зв0
3 3,1~K K  обчислюються на основі виразів  

зв зв зв0 зв0 0
3 3,1 3,1 3 3,1 3~ , ~

ˆ ˆ
K K K K K Kτ τ

τ τ
= = .    (24.28) 

Цими ж формулами можна користуватися, коли у прямокутному представницькому елементі 
є не одна, а декілька тріщин, паралельних до осі Ox . 

У табл. 24.16 подані результати розрахунку безрозмірних звичайних 0
3 3,1 ( )K K aτ π=  

та зведених зв0
3K  коефіцієнтів інтенсивності напружень у двоперіодичній задачі для пласти-

ни з тріщинами завдовжки 2a , навантаженій “напруженнями на нескінченності” yzσ τ∞ = , 

1 0xzσ τ∞ = =  (квадратний представницький елемент 1 2d c= , 2 2d ic=  ( c d= ) і c = 1,05 a ; 
1,25 a ; 2,25 a ; 4,25 a ). Обчислення здійснені для різних значень кількості стовпчиків та ряд-
ків ,Q L  відповідно (значення 0, 0Q L= =  відповідає розв’язку для одної тріщини) за ураху-
вання 10N =  членів часткових сум рядів поліномів Чебишева і T =100 квадратурних вузлів 

ix  у формулах (24.27) для обчислення середніх напружень ( ) ˆ ˆx
yz yzx

x idσ σ τ± ≡ ≡  на межі 

[ ]; ,x c c y d∈ − = ±  представницького елемента. Поряд зі значеннями 0
3K , зв0

3K  у таблиці по-

дано відносні похибки зв,Δ Δ  їхнього обчислення стосовно точного знерозміреного значен-

ня 0
3 3 ( )K K aτ π= =2,97896; 1,56297; 1,09402; 1,02267, обчисленого на основі аналітичного 

розв’язку 3 3~K K  праці [1439] (формула (24.24)), а також знерозмірене середнє напруження 

τ̂ τ  на межі представницького елемента й відносне відхилення τΔ  середнього напруження 

ˆ ˆx
yzσ τ≡  від номінального:  

0 0 зв0 0
зв3 3 3 3

0 0
3 3

ˆ
100%, 100%, 100%

K K K K
K K

τ τ τ
τ

− − −
Δ = Δ = Δ = . 

Основна кількість даних отримана для однакових значень Q L=  ( 1R = ), щоб відобра-
зити характер збіжності обчислювальних процесів зі збільшенням кількості врахованих трі-
щин. Однак приведені також окремі результати, які були обчислені для різних значень 1R ≠ . 
Помітно, що хоча значення R  виразно впливає на обчислене значення КІН 0

3K , зведене зна-

чення КІН зв0
3K  для довільних значень R  надзвичайно мало відрізняється від точного аналі-

тичного значення.  
Грубим шрифтом у таблиці виділено рядки з оптимальними щодо точності обчислень 

значеннями параметрів ,Q L . Навіть для випадку відносно дуже сильно зближених тріщин 

( c = 1,05 a ) відносна похибка обчислення зв0
3K  дорівнює усього 0,308%, хоча значення 0

3K  
різниться від точного аж на 45%. Причому зі збільшенням розміру представницького елеме-
нта похибка зведеного КІН швидко зменшується: –0,028% для c = 1,25 a ; 0,005% для 
c = 2,25 a  та –0,012% для c = 4,25 (для 0

3K  ці похибки відповідно дорівнювали 27,120%; 
7,780%; 2,148%). Збільшення параметрів ,Q L  за межі оптимальних спричиняє навіть неве-
лике зростання модуля похибки, породжене, ймовірно накопиченням похибок обчислення 
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внаслідок істотного збільшення кількості обчислень. Подібно веде себе зі збільшенням пара-
метрів ,Q L  і безрозмірне середнє напруження τ̂ τ  – спочатку систематично зменшується, а 
потім починає злегка зростати. 

 
Таблиця 24.16. Безрозмірні значення КІН 0

3K , зведеного КІН зв0
3K  та  

середнього напруження τ̂ τ  і відносні похибки їхнього обчислення зв, , τΔ Δ Δ  
 

Q  L  0
3K  τ̂ τ  зв0

3K  Δ , % звΔ , % τΔ , % 

c = 1,05 a ,  0
3K = 2,97896 

0 0 1 0,80334 1,24480 66,431 58,214 19,666 
5 5 1,6268 0,54895 2,96348 45,390 0,520 45,105 

10 10 1,6277 0,54839 2,96814 45,360 0,363 45,161 
15 15 1,6278 0,54827 2,96898 45,357 0,335 45,173 
20 20 1,6279 0,54823 2,96937 45,353 0,322 45,177 
25 25 1,6279 0,54821 2,96948 45,353 0,318 45,179 
50 50 1,628 0,54819 2,96977 45,350 0,308 45,181 
15 45 1,289 0,43405 2,96970 56,730 0,311 56,595 
45 15 2,2088 0,74379 2,96966 25,853 0,312 25,621 

c = 1,25 a ,  0
3K = 1,56297 

0 0 1 0,85456 1,17019 36,019 25,130 14,544 
5 5 1,1388 0,7289 1,56235 27,139 0,039 27,11 

10 10 1,1391 0,7286 1,56341 27,120 –0,028 27,14 
15 15 1,1392 0,72854 1,56368 27,113 –0,045 27,146 
20 20 1,1392 0,72851 1,56374 27,113 –0,049 27,149 
25 25 1,1392 0,7285 1,56376 27,113 –0,051 27,15 
50 50 1,1392 0,72849 1,56378 27,113 –0,052 27,151 
10 5 1,2723 0,81386 1,56329 18,597 –0,021 18,614 
5 10 1,0311 0,65956 1,56331 34,029 –0,022 34,044 

c = 2,25 a ,  0
3K = 1,09402 

0 0 1 0,95226 1,05013 8,594 4,012 4,774 
1 1 1,0085 0,92367 1,09184 7,817 0,199 7,633 
2 2 1,0088 0,92255 1,09349 7,790 0,048 7,745 
3 3 1,0089 0,92224 1,09397 7,780 0,005 7,776 
4 4 1,0089 0,92212 1,09411 7,780 –0,008 7,788 
5 5 1,0089 0,92206 1,09418 7,780 –0,015 7,794 

10 10 1,0089 0,92196 1,09430 7,780 –0,026 7,804 
50 50 1,0089 0,92193 1,09433 7,780 –0,029 7,807 
3 8 0,97085 0,8872 1,09429 11,258 –0,024 11,28 

c = 4,25 a ,  0
3K = 1,02267 

0 0 1 0,98626 1,01393 2,217 0,854 1,374 
1 1 1,0006 0,97872 1,02236 2,158 0,031 2,128 
2 2 1,0007 0,9784 1,02279 2,148 –0,012 2,160 
3 3 1,0007 0,97831 1,02289 2,148 –0,021 2,169 
4 4 1,0007 0,97827 1,02293 2,148 –0,025 2,173 
5 5 1,0007 0,97826 1,02294 2,148 –0,026 2,174 

10 10 1,0007 0,97823 1,02297 2,148 –0,029 2,177 
2 6 0,98922 0,96705 1,02293 3,271 –0,025 3,295 
6 2 1,0124 0,98971 1,02293 1,004 –0,025 1,029 

 
У цілому загальний рівень похибок обчислення всіх величин мало залежить від відно-

шення /R Q L= . Тому розв’язування двоперіодичних задач для тонкостінних дефектів мож-
на ефективно здійснювати на основі запропонованої у § 11 схеми методу колокацій для 
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довільного значення /R Q L=  (хоча оптимальним видається випадок 1R = ) з використанням 
процедури зведення на основі методу коригування розв’язку за допомогою середніх напру-
жень (24.26), (24.27) на межах представницького елемента. Зокрема коригування КІН відбу-
вається на основі залежності (24.28). 

За великої відстані між дефектами цілком допустимий рівень похибки в обчисленні 
КІН точної двоперіодичної задачі можна отримати без використання процедури зведення 
лише на основі схеми методу колокацій § 11.  

Загалом отриманий рівень похибок сформований не лише практично скінченним рів-
нем параметрів ,Q L , але й інших параметрів – N  (кількості врахованих членів апроксима-
ційного ряду) та T  (кількості вузлів квадратурних формул для обчислення середніх 
напружень). Тому збільшенням значень N  та T  можна домагатися додаткового зменшення 
похибки зведеного значення КІН зв

3K .  
З іншого боку, похибку отриманого на основі лише методу колокації значення 3K  

( 0
3K )збільшенням N  та T  істотно покращити не вдасться, бо між отриманим у такий спосіб 

розв’язком та точним розв’язком двоперіодичної задачі є принципова різниця, оскільки пер-
ший розв’язок стосується лише побудови наближеного розв’язку для центрального дефекту у 
скінченній, лише квазідвоперіодичній, групі дефектів у центральній скінченній області без-
межної площини. 

Усі ці висновки підтверджені також даними табл. 24.7 – 24.9, у яких на більшому маси-
ві даних результати обчислення наближених КІН 0

3K  та аналітичних 3K  зіставлені з 

виділеними грубим шрифтом значеннями безрозмірних зведених КІН зв0
3K . 

 
Таблиця 24.17. Залежність зведеного безрозмірного КІН 0

3K  для двоперіодичної  
задачі від кількості врахованих рядів 2 L +1 та стовпчиків 2 Q +1 тріщин  

і кількості N  членів рядів поліномів Чебишева ( r =1, аналітичний розв’язок 3,61624) 
 

0
3K  ( N =10) ( N =20) 

L = Q =5 L = Q =10 L = Q =15 L = Q =20 L = Q =25 L = Q =50 L = Q =99 L = Q =50 
3,5760 3,5722 3,5721 3,5718 3,5717 3,5716 3,5715 3,6236 
1,1128 1,2178 1,2206 1,2289 1,2317 1,2344 1,2372 –0,2035 
 

Таблиця 24.17 подає залежність (третій рядок) зведеного безрозмірного КІН 0
3K  для 

двоперіодичної задачі від кількості врахованих рядів 2 L +1 та стовпчиків 2Q +1 тріщин і кі-
лькості N  членів рядів поліномів Чебишева для квадратної ґратки при r =1. Порівняння 
процентного відхилення від точного аналітичного розв’язку 3,61624 (останній рядок) дає 
можливість стверджувати, що при заданих геометричних значеннях параметрів задачі вже 
при L =Q =5, N =10 отримується точність порядку 1%. Наступне збільшення L  та Q  може 
навіть дещо зменшити точність зведеного КІН у той час, коли збільшення N  завжди точ-
ність підвищує. 
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Система включень 

Досліджені [970] УКІН ( )0
3,1 3,1K K aτ π= , ( )0

3,2 3,2 1K K aτ π=  для двоперіодичного 

укладання тонких включень еліптичного профілю ( 0A a h≡ = 10) завдовжки 2a  в центрах 

квадратної ґратки (рис. 24.15) розміром 2 2c c×  (періоди 1 22 , 2d c d ic= = ) при заданих на-
пруженнях на нескінченності.  

 

 
 

Рис. 24.15. Двоперіодична система включень з квадратною ґраткою  
 

На рис. 24.16 відображена залежність 0
3, jK  ( 1, 2j = ) від відносного розміру /c a  пред-

ставницького елементу для деяких значень відносної жорсткості Вk G G=  включення. Зме-
ншення періоду (зближення включень) викликає збільшення УКІН, але внаслідок ефекту 
екранування, властивого і податним і жорстким включенням, воно повільніше, ніж у відпові-
дній періодичній задачі співвісних включень. Якщо / 1c a → , то УКІН необмежено зроста-
ють; якщо /c a >4 взаємодією включень можна практично знехтувати. 

 

 
 

Рис. 24.16 
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Значенню 710k −=  відповідає система тріщин; 710k =  – система абсолютно жорстких 
стрічок. 

У випадку двоперіодичної задачі для пружних включень під впливом під дією “наван-
таження на нескінченності” yzσ τ∞ = , 1xzσ τ∞ =  слід так само обчислити за схемою методу ко-

локацій УКІН 3,1 3,2,K K  та відповідні до цього розв’язку усереднені напруження ˆ ˆx
yzσ τ= , 

1ˆ ˆy
xzσ τ=  на межі представницького елементу за довільного відношення параметрів L  та Q . 

Тобто вважається, що отриманий за допомогою методу колокації розв’язок 3,1 3,2,K K  стосу-

ється не “навантаження на нескінченності” yzσ τ∞ = , 1xzσ τ∞ = , для якого здійснювалися обчи-

слення, а деякого “ефективного” навантаження ˆyzσ τ∞ =  та 1̂xzσ τ∞ =  (див. рис. 24.14). 

24.7. Антиплоска деформація ізотропного середовища                                    
зі злученими пружними стрічковими включеннями  

Вище були вивчені питання концентрації напружень поблизу одиноких та систем з то-
нкими дефектами і неоднорідностями у випадку їх плоскої або гладкої викривленої конфігу-
рації. Однак часто інженерна практика потребує розрахувати вплив дефектів негладкої 
форми. У рамках антиплоскої задачі теорії пружності розроблені методи опису тріщин лама-
ного профілю [706, 860, 589, 339, 649]. З інших типів тонких дефектів ламаної форми вивчені 
плоскі задачі для перехрещених абсолютно жорстких включень [33–35, 821, 797]. Питання 
аналізу ламаних і перехрещених пружних стрічок, а також дуже важливої для механіки руй-
нування ситуації, коли з вістря тонкого включення виходить тріщина, навіть за умов повздо-
вжнього зсуву досі не вивчені. 

Система довільно орієнтованих стрічкових пружних включень 

Для розв’язування поставленого завдання [688, 1541] спочатку розглянемо антиплоску 
деформацію необмеженого ізотропного середовища з модулем зсуву G  (див. п. 20.4)), що 
містить M  стрічкових пружних включень mL′  з модулями зсуву BmG  ( 1, )m M=  малої тов-
щини 2 mh , які не мають спільних точок (рис. 24.17). Зовнішнє навантаження є довільним і 

характеризується відомим полем напружень 0
yzσ , 0

xzσ , яке воно породжує в однорідному ті-
лі. 
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Рис. 24.17. Схема задачі системи відокремлених включень 
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Згідно з методом функцій стрибка § 20 включення моделюємо наперед невідомими 
стрибками напружень 3 ( )m

nz nzf t σ σ− += −  і похідних переміщень  

6 ( ) ( ) ( )m
m mf t w x w x∂ ∂ ∂ ∂− += − ,  mt L′∈ ,  1,m M= .  

За допомогою функцій стрибка відповідно до (20.14) поле напружень у довільній точці 
z x iy= +  області визначається виразами 

{ }
( )

6 0 3 0
1

0 0

1( ) ( ) ( ) ( )
2

( )
( ) ( ), 1, ; 3,6 .

m m m

m

M
i i im m

yz xz m m
m

m
m k

yz xz k
L

z i z e Gt z z e it z z e

f t dt
z i z t m M k

t z

α α ασ σ

σ σ

− − −

=

′

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = − − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ + = = =
−

∑

∫
    (24.29) 

Згідно з (15.1) існують умови взаємодії пружного включення з ізотропним масивом 
(фактично умови неідеального контакту між берегами матриці, що прилягають до включення 
з протилежних його боків), які стосовно p -го включення мають вигляд 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

B

B B B* 0 0

1 2 ,

1 ,

p p p p p
p

p p p p p p
m

x
p C

x z x z y z y z x z
a

x
p p p

y z y z x z x z py z y z
a

G
d

G h

G G G
d w x L

h G h G

σ σ σ σ ξ σ

σ σ σ σ ξ σ σ

− + − +

− + − + − +
−

+ − − =

′+ + − = + + ∈

∫

∫
  (24.30) 

де сталі 
p

C
x zσ , *w−  визначаються апріорними залежностями: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

B

B* 0
2

,
max ,

min ,
2 1, .

p p

C
px z x z

p

p
p yz p

Ga
G G

G G
w h a a p M

G

σ σ

σ−

= −

= − − =

 

Для визначення невідомих функцій стрибка побудуємо систему 2M  сингулярних інте-
гральних рівнянь, підставивши вираз (24.29) в умови (24.30) 

( )

( )B B
6 33 3

B 0

( )B
6 36 6

B B* 0 0

1( ) ( ) Im ( ) ( )

2 2 ,

( ) ( ) Re ( ) ( )

p m
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p p

p m

p

x
ip pp p m m
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m pa

pC
x z x z

x
ipp p m m
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p p
yz yz

G G
t x f d e Gt z it z

G h G

G
G

G
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h

G G
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h G

α α

α α

ξ ξ

σ σ

ξ ξ

σ σ

−

≠−

−

≠−

− +

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤− + − + =⎨ ⎬⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

= −

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤− + + − + =⎨ ⎬⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

= + +

∑∫

∑∫

( ) ( )

0

0 0

2 ( ),

; 1, .

p

p m

y z

i i
mp p m p

x

z z xe z e x L p Mα α

σ

−

−

′= + − ∈ =

  (24.31) 

Розв’язок ССІР (24.31) має класичну кореневу особливість на кінцях проміжків інтег-
рування [ , ]m mt a a∈ − : 
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( )
2

( )
( ) 3,6; 1,

1 ( )

m
m k m

k
m

t a
f t k m M

t a

ϕ
= = =

−
.    (24.32) 

Для існування однозначного розв’язку цієї ССІР стосовно 2M  невідомих функцій 
стрибка 3 ( )mf t  і 6 ( )mf t  ( 1, )m M=  у класі функцій (24.32) необхідне виконання ще 2M  дода-
ткових умов 

( )( ) 0 3,6; 1,
m

m

a
m

k
a

f t dt k m M
−

−

= = =∫ .   (24.33) 

Умови, накладені на 6
mf , випливають з однозначності вектора переміщень при обході 

довкола m -го включення; умови на 3
mf  – це умови рівноваги цих же включень. 
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xD
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1mL′
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Рис. 24.18. В’язка включень Рис. 24.19. Ланцюжок включень  

 
Розглянемо тепер випадок, якщо D  пружних включень 

dmL′  ( 1, )d D=  сходяться своїми 
лівими кінцями в одній точці (рис. 24.18). Ця задача зводиться до тієї ж ССІР (24.31). Однак, 
оскільки неможлива глобальна рівновага кожного з включень в’язки зокрема, а існує лише 
рівновага всієї в’язки в цілому, до того ж можлива також однозначність зміщень при обході 
навколо усієї в’язки, а не кожного з її елементів, то порядок сингулярності напружень у точці 
з’єднання приймається нижчим від класичного кореневого [860, 339], то 2D  додаткових 
умов з (24.33) 

( )( ) 0 3,6; 1,
md

d

md

a
m

k
a

f t dt k d D
−

= = =∫ , 

які стосуються елементів в’язки, необхідно замінити на 2D  інших умов: 

( )
1

( ) 0, ( 1) 0 3,6; 1, 1
md

d d

md

aD
m m

k k
d a

f t dt k d Dϕ
= −

= − = = = −∑ ∫ .  (24.34) 

Інший важливий випадок буде, якщо D  плоских чи гладких включень формують по-
слідовний ламаний ланцюжок (рис. 24.19). Як і у випадку з в’язкою, замінимо вищезгадані 
2D  додаткових умов з (24.33) на такі: 

( )
1

( ) 0, (1) 0 3,6; 1, 1
md

d d

md

aD
m m

k k
d a

f t dt k d Dϕ
= −

= = = = −∑ ∫ .   (24.35) 

У загальному випадку, якщо є різноманітні конфігурації з відокремлених включень, їх 
в’язок та ланцюжків задача зводиться до ССІР (24.31) і комбінації 2M  додаткових умов типу 
(24.33) – (24.35).  
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Метод колокацій 

Для розв’язування ССІР (24.31) з додатковими умовами (24.33) – (24.35) пропонується 
застосувати метод колокацій. Розглянемо дещо загальнішу ССІР у вигляді 

( )
1 1

( ) ( , ) ( ) ( ) ( )
( )

, 1, ; , 1,

p

m p

xpI M
ijmp mp pm m

j mp mp j ip pij ij j
pj m L a

p p

D
B t z K t z f t dt f t dt F x

h x

x L i j I m p M

= = ′ −

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥+ + =⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

′∈ = =

∑ ∑ ∫ ∫
  (24.36) 

з додатковими умовами 

( )( ) 1, ; 1,
m

m
j mj

L
f t dt Q j I m M

′

= = =∫ .    (24.37) 

Тут mp
ijB , mjQ  – деякі коефіцієнти; ( )ipF x  – гладкі функції; ( , )mp

ijK t z  – фредгольмові ядра. 
Розв’язок системи рівнянь (24.36) шукаємо у вигляді ряду за ортогональними многоч-

ленами Чебишева з виділеною кореневою особливістю, тобто у формі (24.32) при 

0
( ) ( )

N
m mj
j m n n m

n
t a A T t aϕ

=
= ∑ .    (24.38) 

Підставляючи (24.32), (24.38) в (24.36) і (24.37) з урахуванням співвідношень (4.4), 
(4.6), (4.7), отримаємо систему функційних рівнянь 

1 0
( ) ( ) ( )

I N
pj p mj mp
n n p p n n mp m ip p

j n m p
A H x a A G z a F x

= = ≠

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ .  (24.39) 

Тут 
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )pp n pp n n

n p p p p p p p p p pij ijH x a B K x a K x a a D H x a h xΦ= + + , 
( )( )( ) ( ) ( )mp nmp n

n mp m mp m mp mijG z a B K z a K z aΦ= + . 
Щоб розв’язати рівняння (24.39) прирівняємо їх ліві й праві частини у вузлах колокації 

( ) cos[ ( 1)]k
pNpx a k Nπ= +  і отримаємо систему лінійних алгебричних рівнянь 

( ) ( ) ( )

1 0
( ) ( ) ( )

I N
k k kpj p mj mp

n n p n n m ipNp Np Np
j n m p

A H x a A G z a F x
= = ≠

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ =
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ,  (24.40) 

( )0 1, ; 1, ; 1,pj
pjA Q i I p M n Nπ= = = = ;     (24.41) 

( ( )k
Npz  – значення mpz  при ( )k

p Npx x= ) відносно коефіцієнтів mj
nA  розвинення (24.38). 

Рівняння (24.41) відображають умови (24.37). У випадку умов (24.33) у (24.41) слід 
вважати 0mjQ = . Якщо ж існує в’язка включень, що зумовлює умови (24.34), рівняння 
(24.41) трансформуються до виду 

( ) ( )0
1 0

0, 1 0 3,6; 1, 1d d
D N

nm k m k
n

d n
A A k d D

= =
= − = = = −∑ ∑ .   (24.42) 

Для ланцюжка включень умови (24.35) дають 

( )0
1 0

0, 0 3,6; 1, 1d d
D N

m k m k
n

d n
A A k d D

= =
= = = = −∑ ∑ .         (24.43) 
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Напружений стан в околі країв m -го включення характеризуються двома узагальнени-
ми коефіцієнтами інтенсивності напружень (УКІН) 3,1

mK ± , 3,2
mK ± , які присутні в асимптотич-

ному поданні поля напружень (20.22), яке з урахуванням лише найстарших членів запишемо 
у вигляді 

3,1 3,2

3,1 6

3,2 5

( ) cos( 2) sin( 2)
(1),

( ) sin( 2) cos( 2)2 2

( ) / 2 lim ( ) ,

( ) / 2 lim ( ) .
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x z
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m m

t a
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z r r

K a G t a f t

K a t a f t

σ θ θ
σ θ θπ π

π

π

→±

→±

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ = + +⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬−⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭
⎡ ⎤± = ± ⎣ ⎦

⎡ ⎤± = ⎣ ⎦

∓

∓ ∓

  (24.44) 

Одно- й двоперіодична задача 

У випадку лінійної періодичності вважають, що поряд із навантаженням кожна з ліній 

mL′  повторюється у площині xOy  безмежну кількість разів з періодом 1 1 1
x yd d id= +  (рис. 

24.20) і розв’язок задачі повинен давати на кожній із цих репродукованих ліній однакові зна-
чення функцій m

jf .  

З урахуванням цієї обставини (див. пп. 8.1, 8.2) можна здійснити підсумовування і 
отримати дещо інший запис рівняння (24.31). Наприклад, ядро Коші перетвориться у ядро 
Гільберта: 

1 1
1

( ) ( ) ( ) ( )
ctg

m m m m

m m m
j j j mpm

jq
mp mp q mp m mL L L L

f t dt f t dt f t dt t z
f dt

t z t z t z d d

ππ±∞

=±′ ′ ′ ′

⎡ ⎤−
→ + = ⎢ ⎥

− − − ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫ ∫ ∫ ∫ , 

1q
mp mp mz z qd= − ;  miak k

md d e−= ,  1 1 1
x yd d id= +   ( 1q

pp p pz x qd= − ). 
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1
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1
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1
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1
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2
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2
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Рис. 24.20. Схема періодичної задачі Рис. 24.21. Схема двоперіодичної задачі 
 
Під час обчислень зручніше відмовитися від безмежної повторюваності системи дефек-

тів і обмежитися лише 2Q  першими найближчими до mL′  відрізками, додаючи, таким чином, 
до лівої частини рівнянь (24.39) член 

{ }( )( )

1 1 0
( ) ( )

I M N
mp nmj n q q

n mp m mp mij
j m n q

A B K z a K z aΦ
= = =

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∑ ∑ ∑  ( 1, 2,..., )q Q= ± ± ± , (24.45) 
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де ( )q k
mpz  значення q

mpz  при ( )k
p px x= . 

Двоперіодична задача аналогічна до одноперіодичної тим, що разом із навантаженням 

кожна лінія mL′  повторюється вже по двох осях періодичності з періодами 1 1 1
x yd d id= + , 

2 2 2
x yd d id= +  (рис. 24.21).  

У цьому випадку (див. § 11) поступають так само, як у одноперіодичній задачі, обме-
жуючись 4QR  першими найближчими до mL′  відрізками і додаючи до лівої частини рівнянь 
(24.40) член 

{ }
( )

( )( )

1 1 0 ,

1 2

( ) ( )

, 1, 2,... ; 1,... .

I M N
mp nmj n qr qr

n mp m mp mij
j m n q r

qr
mp mp

A B K z a K z a

z z d q d r q Q r R

Φ
= = =

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

= + + = ± ± ± = ± ±

∑ ∑ ∑ ∑
   (24.46) 

Приклади 

Приклад 1 (одномодульна хрестовидна система). Нехай у тілі присутня хрестовидна 
конструкція, що складається із трьох пружних включень однакової довжини 
( )2OA OC OD a= = =  та коротшого включення OB  (завдовжки 2b ), товщини 2h , що пере-

бувають під впливом однорідного поля напружень на нескінченності σ τ∞ =  (рис. 24.22).  
 

x

y

α A
B

τ

2b

τ

C

D

O

 
 

Рис. 24.22. Хрестовидне включення 
 

Досліджено залежність безрозмірного УКІН ( )0
3,1 3,1( )AK K A aτ π=  в точці A  від кута 

орієнтації навантаження стосовно конструкції α  при відносній жорсткості включень 

B 0,01; 0,001; 0,0001k G G≡ = ; ( 2b a= ; 0,01h a = ; B BmG G= , 1, 2, 3, 4m = ) (рис. 24.23) і 

УКІН ( )0
3,1 3,1( )BK K B bτ π=  в точці B  при тих же механічних та геометричних параметрах 

(рис. 24.24).  
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Рис. 24.23. УКІН 0

3,1
AK  в точці A  

для відносно податних включень 

Рис. 24.24. УКІН 0
3,1

BK   в точці B  

для відносно податних включень 
 
Зазначимо, що при 0k →  отриманий результат збігається з випадком, коли у тілі за-

мість пружних включень присутні тріщини [860]. Обчислення свідчать, що при 0,0001k =  
0
3,1

AK  та 0
3,1

BK  різняться від точного розв'язку для випадку тріщин не більше ніж на 1%. 
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Рис. 24.25. УКІН 0

3,2
AK  в точці A для 

відносно жорстких включень 

Рис. 24.26. УКІН 0
3,2

BK  в точці B для 

відносно жорстких включень 
 

Побудовано також графіки залежностей ( )0
3,2 3,2 ( )AK K A aτ π=  (рис. 24.25) та 

( )0
3,2 3,2 ( )BK K B bτ π=  (рис. 24.26) для випадку відносно жорстких включень 

( 100;1000;10000k = ). Зазначимо, що у випадку з податними ( 0k → ) та жорсткими ( k → ∞ ) 

включеннями УКІН 0
3,2K  та 0

3,1K  відповідно прямують до нуля на всіх неоднорідностях. Всі 

розглянуті вище УКІН є монотонними функціями кута α  на проміжку [0, 2]π  і, за винятком 
0
3,1

AK  для податних включень, не змінюють знак. Що стосується згаданого винятку, то, як 

можна бачити на рис. 24.23, УКІН 0
3,1

AK , обчислений для відносної жорсткості 0,01k ≤ , змі-

нює знак при значеннях кута 05α ≤ . 
 



§ 24. Взаємодія лінійних дефектів 
 

307

20 40 600

0.05

0.1

0.15

α, град

0
3,2

AK

k1=0.01

k1=0.1

k1=0.0001

 

20 40 60

-1.5

-1

-0.5

0
3,1

BK

0 α, град

k1=0.1
k1=0.01

k1=0.0001

 
Рис. 24.27. Залежність 0

3,2
AK  для відносно 

жорсткого влючення OA 
Рис. 24.28. Залежність 0

3,1
BK  для відносно подат-

ного влючення OB 
 

Цікаво, що у розглянутих вище випадках максимуми УКІН для відносно податних і 
відносно жорстких включень при обернених значеннях жорсткостей k  приймають доволі 
близькі значення (похибка не перевищує 1%), тобто 

0 0
3,1 3,20,01 1 100

max ( ) max ( )A A
k K k K

K Kα α
= ≤ = ≥

≈ . 

Приклад 2 (різномодульна хрестовидна система). В ролі другого прикладу дослідже-
но систему пружних включень, аналогічну описаній вище, за тим винятком, що відносна жо-
рсткість податного включення OB 1 B1 0,1; 0,01; 0,0001k G G≡ =  різниться від жорсткості 

решти відносно жорстких включень ( 100k = ). Графіки залежностей 0
3,2 ( )AK α  для жорсткого 

включення A та 0
3,1 ( )BK α  для податної неоднорідності B містять рис. 24.27, 24.28. Зазначимо, 

що 0
3,1

BK  значно зростає зі зменшенням відносної жорсткості 1k , тоді як 0
3,2

AK  спадає. Таким 

чином, при малих значеннях 1 0,01k ≤  максимальна концентрація напружень досягається по-
близу кінчика B включення OB, тоді як при 1 0,1k ≈  більшою загрозою для цілісності конс-
трукції є концентрація напружень біля кінчика A. 

Приклад 3 (одноперіодична задача для одномодульної хрестовидної системи). Як 
приклад періодичної задачі розглянуто одноперіодичну систему однакових хрестовидних 
конструкцій (ідентичних розглянутому у першому прикладі), розподілених уздовж осі x  з 
кроком 5l a=  (рис. 24.29).  
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Рис. 24.29. Два сусідні включення у випадку періодичної задачі 
 
Зовнішнє навантаження, механічні та геометричні параметри аналогічні попереднім. 

Графічні залежності зведених УКІН від кута α  при різних значеннях відносної жорсткості 
відображені на рис. 24.30, 24.31. Як і у першому прикладі, вони монотонні за параметром k  і 
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досягають максимуму при 0k → . Зазначимо, що максимум УКІН 0
3,1

AK  для періодичної за-

дачі зріс тільки на 30%, тоді як 0
3,1

BK  збільшився набагато помітніше – на 90%. 
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0
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Рис. 24.30. Залежність 0

3,1
AK  у випадку 

лінійної періодичності 
Рис. 24.31. Залежність 0

3,1
BK  у випадку 

лінійної періодичності 
 
 

§ 25. Ефективні характеристики композитів  

25.1. Представницький елемент композита і задача зведення  

Під задачею зведення у механіці композиційних матеріалів розуміють визначення ефе-
ктивних (зведених) характеристик неоднорідного середовища (композита), що дає можли-
вість вважати неоднорідне тіло (композит) однорідним анізотропним матеріалом з певними 
усередненими (ефективними) пружними характеристиками [483, 868, 879]. 

 

 
 

Рис. 25.1. Регулярний композит і його представницькі елементи 
 
Якщо зважити на те, що реальні матеріали, які часто вважають однорідними та ізотроп-

ними, мають певну структуру і однорідними в строгому сенсі цього слова не є, то в такому 
усередненні є не лише математичний, але й фізичний сенс. Обмежимося випадком регуляр-
них композитів, вважаючи, що арматура (включення) складають певну групу, що повторю-
ється у двох не обов’язково перпендикулярних напрямах з періодами 1 1 1

x yd d id= + , 
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2 2 2
x yd d id= +  (рис. 25.1). Згадані періоди 1 1~d d , 2 2~d d  можна розглядати як вектори у 

площині, дійсна та уявна частина яких формують першу та другу компоненту відповідно. 
Розглянемо найменшу комірку композита, яка повторюється зі згаданими періодами, 

заповнюючи при цьому без перекриття та без пропусків усю поверхню (простір) матеріалу. У 
кристалографії її називають примітивною (окремішньою, елементарною) коміркою. У меха-
ніці композитів використовують термін представницький елемент. Очевидною формою 
представницького елемента (але не єдиною) є паралелограм, побудований на періодах 

1 1 1
x yd d id= + , 2 2 2

x yd d id= +  як на векторах. Його ребра (періоди кристалічної комірки, від-

повідно представницького елемента) та кут α  між ними визначаються векторами 1 2,d d  (пе-
ріодами, векторами примітивних (основних) трансляцій, основними періодами кристалічної 
комірки, основними векторами) так, що довільна частинка всередині елемента суміщається з 
ідентичною їй частинкою іншого елемента за трансляції (поступального переміщення) на 
відстань 1 2l m= +r d d , де ,l m  – довільні цілі числа. Об’єм (площа) представницького елеме-
нта регулярного композита містить лише включення цієї групи і він дорівнює 

1 2 1 2 2 1
x y x yV d d d d= × = −d d .  

 

 
 

Рис. 25.2. Схема формування кристалічної ґратки 
 

Сукупність точок 1 2l m′= + +r r d d , де ′r  – радіус-вектор довільної фіксованої точки 
площини, у кристалографії визначає кристалічну ґратку, а у механіці композитів – ґратку 
композита. Найпростіший двовимірний варіант квадратної кристалічної ґратки поданий на 
рис.25.2 а. Кристалічна ґратка є геометричним образом будови кристала як фізичного об'єкта 
(кристалічної структури). Подібним чином і ґратка композита є геометричним образом усьо-
го композита. З усіх точок ґратки будова кристала чи композита виглядає ідентично. З кож-
ною точкою ґратки можна зв'язати деяку групу (або один) дефектів – атомів, тріщин, 
включень тощо – (базис, рис. 25.2 б).  

Регулярне повторення базису згідно з ґраткою (її вузлами) утворює періодичну (крис-
талічну) структуру (рис. 25.2 в) композита чи кристалічного матеріалу. Фактично базисом є 
вектори, що визначають розташування всіх структурних елементів усередині представниць-
кого елемента (примітивної комірки). Разом з векторами основних трансляцій базис повніс-
тю визначає положення всіх елементів структури (композита чи кристалу). Якщо базисом є 
один дефект, то маємо просту структуру (просту ґратку), якщо більше, як один, – складну. 

Доволі часто у механіці композитів на відміну від кристалографії ґраткою вважають 
трикутну конфігурацію, утворену векторами періодів 1 2,d d . І у зв’язку з цим ґратки двох 
найбільш поширених структур регулярних композиційних матеріалів, утворених відповідно 
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взаємно перпендикулярними векторами 1 2,d d  та однаковими за величиною векторами 
1 2,d d  з кутом / 3π  між ними, називають відповідно прямокутною та правильною трикутною 

ґратками. Відповідно до цього представницький елемент композита з прямокутною ґраткою 
є прямокутником, сторони якого дорівнюють модулям періодів 1 2,d d . Представницький 
елемент композита з правильною трикутною ґраткою є паралелограмом, що складається з 
двох правильних трикутників. 

 

x

y

O  
 

Рис. 25.3. Трансформування паралелограмного представницького елемента у прямокутний 
 

 
 

Рис. 25.4. Регулярний композит з прямокутною (а) та правильною трикутною (б) ґратками 
 
У загальному випадку представницький елемент композита має вигляд паралелограма, 

до того ж, якщо 1 20, 0y xd d≠ ≠ , нахиленого своїми обома сторонами до осей системи коорди-
нат. Однак у кожному випадку завжди можна так видозмінити цей елемент у такий прямоку-
тник, щоб він і надалі при повторенні з цими ж періодами цілком виповнював матеріальний 
континуум. Дві сторони цього елемента паралельні до одного з періодів, а дві інші – до цього 
періоду перпендикулярні.  

На рис. 25.3 зображено трансформування паралелограмних представницьких елементів, 
зображених тонкими лініями, у прямокутні представницькі елементи (грубіші лінії). Площа 
(об’єм V ) представницького елемента при перетворенні не змінюється. 

Таким чином, в обох найчастіше розглядуваних у механіці композитів типах ґратки – 
прямокутній і правильній трикутній – можна виділити прямокутні представницькі елементи 



§ 25. Ефективні характеристики композитів 311

(рис. 25.4). Різниця полягатиме у тому, що якщо для прямокутної ґратки усі включення групи 
можуть міститися всередині елемента, то для трикутної ґратки всі включення групи можуть 
міститися всередині відповідного паралелограма, але не можна знайти прямокутника, щоб 
деякі з них не перетинали його меж. 

Середні напруження, переміщення та деформації у представницькому елементі позна-
чатимемо кутовими дужками і визначимо за формулами: 

( ) ( ) ( )1 1 1, , , , , , , ,ij ij i i ij ij
V V V

x y z dV u u x y z dV x y z dV
V V V

σ σ ε ε= = =∫ ∫ ∫ ,   (25.1) 

де компоненти тензорів малих деформацій і напружень ijσ  та ijε  відповідно, а також скла-

дові вектора переміщення iu  – відомі з розв'язку відповідної задачі теорії пружності. Тоді 

відповідно до запису узагальненого закону Гука ij ijkl klCε σ=  ефективні характеристики e
ijklC  

(модулі податності) композита обчислюються на основі співвідношення 
e

ij ijkl klCε σ= .     (25.2) 

У випадку антиплоскої деформації залежність (25.2) має вигляд 

44 45 45 55,e e e e
yz xz yz xz

w wa a a a
y x

σ σ σ σ∂ ∂
= + = +

∂ ∂
,  (25.3) 

де ( , 4, 5)e
ija i j =  – ефективні (зведені) пружні сталі стрічкового композиту для антиплоскої 

деформації. 
Нехай представницький елемент композита має форму прямокутника з розмірами 

2 2c d×  (див. рис. 25.4) і відомі похідні ,w w
x y

∂ ∂
∂ ∂

 функції (переміщення) ( )w z . Тоді середнє за 

змінною x  значення похідної 
( )

x

w x iy
x

∂ +
∂

 на відрізку [ ];x c c∈ −  за фіксованого y  визна-

чимо виразом 
( ) ( ) ( ) ( )1

2 2

c

x c

w x iy w x iy w c iy w c iy
dx

x c x c
−

∂ + ∂ + + − − +
= =

∂ ∂∫ . 

Оскільки усереднення за площею V  представницького елемента похідної ( )w z
x

∂
∂

 до-

рівнює ( )
x y

w x iy
x

∂ +
∂

 – усередненню 
( )

x

w x iy
x

∂ +
∂

 по [ ];y d d∈ − , то 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 ,
4

1 .
4

d

d
d

d

w z
w c iy w c iy dy

x cd

w z
w x id w x id dx

y cd

−

−

∂
⎡ ⎤= + − − +⎣ ⎦∂

∂
⎡ ⎤= + − −⎣ ⎦∂

∫

∫
     (25.4) 

Другий вираз у (25.3) отриманий аналогічно до першого. 
Розв'яжемо відповідну задачу теорії пружності для тонкого включення для двох основ-

них способів навантаження однорідним полем напружень на нескінченності: І. 
, 0yz xzσ τ σ∞ ∞= = ; ІІ. 10,yz xzσ σ τ∞ ∞= = , коли і в усередненому сенсі повинні виконуватися за-

лежності  
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I I II II
1, 0; 0, .yz xz yz xzσ τ σ σ σ τ∞ ∞ ∞ ∞= = = =        (25.5) 

Усереднюючи після цього похідні переміщення та напружень за геометричної симетрії задачі 
згідно з (25.3), отримаємо вирази ефективних пружних модулів композита e

ija  як функцій 

відносної жорсткості арматури Вk G G=  і геометричних параметрів включення (включень) 
та представницького елементу 

I IIII I

44 55 45I II II I, ,e e e

xz xzyz yz

w ww w
y yx xa a a

σ σσ σ

∂ ∂∂ ∂
∂ ∂∂ ∂= = = = .   (25.6) 

З урахуванням аналогії Г.С.Кіта [393] такий підхід дає можливість вивчити ефективну 
теплопровідність стрічкових композитів та інші споріднені явища. 

25.2. Відсутня взаємодія включень  

Якщо велика відстань між включеннями дає можливість знехтувати їхньою взаємодією, 
поле напружень ,yz xzσ σ  і переміщень w  можна обчислити за розв’язком для одного вклю-

чення в однорідній матриці (рис. 25.5).  
 

V

 
 

Рис. 25.5. Одне включення у безмежному середовищі 
 
Для ізольованого включення еліптичного профілю в однорідній матриці розв'язок сис-

теми сингулярних інтегральних рівнянь можна отримати у замкнутому вигляді (20.32), 
(20.33), а якщо до того ж навантаження здійснює лише однорідне поле напружень на нескін-
ченності, то функції стрибка і поле напружень та переміщень визначаються виразом (20.41), 
де коефіцієнти ( 3, 6)r

nA r =  залежать від співвідношення пружних сталих матеріалів, відно-
шення геометричних параметрів та інтенсивності навантаження. У цьому випадку: 

1. Пружне включення довільного профілю можна з певною мірою точності замінити 
еквівалентним йому у тому чи іншому сенсі еліптичним і у полі однорідного зсуву побудува-
ти для нього замкнутий розв'язок (20.32), (20.33); 

2. На основі цього замкнутого розв'язку можна успішно розвивати статистичну теорію 
масових дефектів без урахування їхньої взаємодії (мала щільність укладання); 
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Рис. 25.6 Рис. 25.7 

 
3. Нехтування взаємодією включень дає можливість визначити ефективні характерис-

тики композита з регулярним чи стохастичним укладанням стрічок. 
У випадку дії однорідного поля напружень на нескінченності можна скористатися ви-

разами (25.5) і на основі (25.6)  
I IIII I

44 55 45
1 1

, ,e e e

w ww w
y yx xa a a
τ τ τ τ

∂ ∂∂ ∂
∂ ∂∂ ∂= = = = .   (25.7) 

Для включення нееліптичного профілю закон Гука (25.3) слід використати сумісно з 
(20.31), визначивши коефіцієнти r

nA  за допомогою методу колокацій. 
На рис. 25.6, 25.7 зображена залежність безрозмірних ефективних модулів від відносної 

відстані та відносної жорсткості k  невзаємодіючих стрічок за квадратного армування.  
 

25.3. Урахування взаємодії на основі двоперіодичного розв'язку 

Жорсткість тіла, ослабленого двоперіодичною системою тріщин                                    
за антиплоскої деформації 

Розглянемо переріз ~ 0t z =  ізотропного простору з модулем зсуву G , що містить дво-
періодичну систему тріщин завдовжки 2a  кожна. Переріз збігається із площиною xOy  і пе-
ребуває в умовах поздовжнього зсуву у напрямі осі ~t z  під дією напружень yzσ τ∞ = , 

1xzσ τ∞ =  на нескінченності.  

Уздовж відрізків ( )0,pL p N′ =  цієї площини розміщені осі поперечних перерізів туне-
льних тріщин, які належать локальним системам координат p p px O y , що визначають ком-
плексні змінні p p pz x iy= +  (рис. 25.8). Координати точки pO , розміщеної у центрі відрізка 

pL′  завдовжки 2 ma , в основній системі координат xOy  мають значення 0 0 0p p pz x iy= + , вісь 

px  утворює з віссю Ox  кут pα  ( 00 000, 0z α= = ). Тоді координати точки p px L′∈  в системі 

m m mx O y , зв’язаній з центром відрізка mL′ , дорівнюватимуть 
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( ) ( ) ( )0 0 0 0 0exp expmp m p p m m p pz x iy x iy xα α⎡ ⎤= − + − + +⎣ ⎦ . 
 

 
 

Рис. 25.8. Загальна геометрична схема задачі 
 
Антиплоска задача теорії пружності для системи тріщин в ізотропному середовищі за 

однорідного навантаження на нескінченності згідно з § 20 зводиться до визначення функції 
( )6

mf t  ( 0,m N= ), що характеризує стрибки похідних складових вектора переміщень на 
осьовій лінії mL′  тріщин із сингулярного інтегрального рівняння 

( )6

0

1 2

m

mN

mpm L

f t
dt

t z G
π

π = ′

=
−∑ ∫ .     (25.8) 

Тепер нехай кожна з ліній mL′  повторюється у площині 0 0 0 ~x O y xOy  нескінченну кі-

лькість разів із періодом 1 1 1
x yd d id= + . У зв’язку з цим розв’язок задачі повинен давати зна-

чення функцій стрибка ( )6
mf t , однакові на кожній із отриманих таким чином ліній. 

Враховуючи це, можна відповідно до результатів § 8 здійснити підсумовування ядер Коші за 
формулою 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
1 1

1

1 1 1 1 1

ctg ,

, exp , .

m m m m

m m m
mpj j j m

jq
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mp mp m m m x y pp p p

t zf t f t f t
dt dt dt f t dt

t z t z t z d d

z z qd d d i d d id z x qd

ππ

α

±∞

=±′ ′ ′ ′

⎛ ⎞−
⎜ ⎟→ + =
⎜ ⎟− − − ⎝ ⎠

= − = − = + = −

∑∫ ∫ ∫ ∫
 (25.9) 

Далі нехай кожна лінія з отриманої системи повторюється уздовж іншої осі з періодом 
2 2 2

x yd d id= + , причому розв’язок системи інтегральних рівнянь на кожній із репродукованих 

ліній збігається з розв’язком на mL′ . Замінюючи в кожному із співвідношень 1q
mp mp mz z qd= −  

величину mpz  на сукупність значень 2l
mp mp mz z ld= − , після підсумовування за l  отримаємо 

формулу  
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f t t z d t z d t z C dt
d

ππ

π
ζ ζ

∞

=−∞′ ′

∞ ∞
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′

⎡ ⎤−
⎢ ⎥→ =⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦

= →
− + +

⎡ ⎤→ − − − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∫ ∫

∑ ∑∫

∫

  (25.10) 

де ( )zζ  – дзета-функція Вейєрштрасса; 1 2,m md d  – її періоди. 
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Враховуючи перетворення (25.9), (25.10), отримаємо інтегральне рівняння для визна-
чення функції ( )6

mf t  за антиплоскої деформації тіла з двоперіодичною системою тріщин 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

6
0

1 1
1

2 , 0, ,

2 2 .

m

N
m

mp mp p
m L

m m

f t K t z dt z L p N
G

K z z d z d zC

π

ζ ζ

= ′

′− = ∈ =

= − +

∑ ∫
   (25.11) 

Розв’язок рівняння (25.11) шукатимемо за допомогою методу колокацій (див. § 8) у ви-
гляді рядів за многочленами Чебишева з виділеною кореневою особливістю 

( )
6

6 2 20

( / )M
m n n m

n m

A T t a
f t

a t=
=

−
∑ . 

Якщо відомі коефіцієнти 6
nA , то переміщення та напруження у довільній точці матриці 

композиту дорівнюють  
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∑   (25.12) 

Тут ( )0w z , ( )0
yz zσ , ( )0

xz zσ  – переміщення та напруження у бездефектному середовищі при 
тому ж навантаженні. 

 

 
 

Рис. 25.9 
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Розглянемо тепер періодично повторювану комірку – представницький елемент компо-
зиту об’єму V , що містить один дефект (див. рис. 25.4 а). Визначимо середні напруження і 
деформації у такому елементі формулами (25.1), де ,ij ijσ ε  – компоненти тензорів напружень 
та деформацій, відомі з розв’язку відповідної задачі теорії пружності. Тоді ефективні харак-
теристики e

ija  тіла згідно із законом Гука (25.3) визначаються формулами (25.6). Застосовую-
чи до формул (25.12) усереднення (25.3) на основі виразів (25.6), отримують конкретні 
вирази для ефективних характеристик тіла, що розглядається, як функції об’ємної частки 
тріщин у матриці та виду ґратки.  

Для прикладу числово досліджено вплив параметра геометрії 12 1xa d a cλ = = <  пря-

мокутної ґратки для різних значень її відносних розмірів 1 2
x yK d d c d= =  [984].  

На рис. 25.9 відображена графічна залежність безрозмірного ефективного модуля зсуву 
0 1e

yz e
yz

G
a G

=  від параметра λ  для трьох значень параметра K  ( K =1 (квадратна ґратка) – лі-

нія 1; K =4 – лінія 2; K =8 – лінія 3). 
 Збільшення відносної довжини тріщин зменшує відносну жорсткість масиву від оди-

ниці до деякого граничного значення (зрозуміло, що параметр λ  не може досягати рівня 
одиниці, бо при цьому тріщини у кожному з рядів повинні злитися між собою і цілісність ті-
ла буде порушена). Зменшення висоти представницького елемента (збільшення K ) також 
сприяє зменшенню 0e

yzG , оскільки це пов’язане зі збільшенням об’ємної частки тріщин у до-
сліджуваному масиві. Якщо густина заповнення досить велика, то взаємодією включень нех-
тувати не можна, і тоді ефективні властивості композита за регулярного укладання стрічок 
можна обчислити за виразами (25.3) на основі пружного розв'язку для двоперіодичної задачі. 

Армування пружними включеннями 

Здійснене розв’язування двоперіодичної задачі поздовжнього зсуву (див. п. 24.5) для 
одного включення у квадратній ґратці 1 2d π= , 2 2d iπ= , 1a = , 0 0,1h a = , B 3k G G≡ = ; 
кількість врахованих у рядах многочленів Чебишева членів 10N = ; кількість врахованих ря-
дів і стовпчиків у наближеній схемі методу колокацій для двоперіодичної задачі 

2 1Q L M= = + .  
 

Таблиця 25.1 
β  M  3

1A  3
3A  3

5A  6
1A  6

3A  6
5A  

0 2,5000 0 0 0,7500 0 0 
1 1,6930 0,2612 –0,1799 0,2916 0,0518 0,0240 
2 1,1819 0,4487 0 0,3341 –0,1798 0,0136 
3 1,1721 0,0800 0 –0,4003 0,2982 0,8108 

 
 

1 

7 0,9895 0 0 0,1244 0,0035 0,0183 
0 2,8638 0,9014 0,2847 0,7801 0,0410 0,0063 
1 1,4762 –0,1348 2,4304 0,2858 0,0980 00087 
2 –0,4445 3,6512 1,6864 0,3621 –0,2081 –0.0027 
3 0,8749 0,4998 0,6946 –0,4620 –0,5402 2,7413 

 
 

10000 

7 0,7181 0,3116 0,4828 0,1129 –0,0636 0,2328 
 
У табл. 25.1 поміщені значення перших трьох ненульових коефіцієнтів (коефіцієнти з 

усіма нижніми непарними індексами дорівнюють нулю) розвинень функцій стрибків  
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( ) ( ) ( )
1/ 22 2

1

N
r

r n n
n

f x a a x A T x a
−

=
= − ∑  ( )[ ; ]x L a a′∈ = −  

для включення еліптичного ( 1β = ) та практично прямокутного ( 10000β = ) профілю. 
Згідно з таблицею для включення еліптичного профілю функції стрибка дорівнюють  
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і так далі. 
 

 

 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 25.10 Рис. 25.11 
 

Часткові випадки пружних сталих характеризують виповнені тріщинами середовища 
( k =0) та композити з абсолютно жорсткою стрічковою арматурою ( k = ∞ ). На рис. 25.10, 
25.11 зображена залежність безрозмірних модулів податності 44

eGa , 55
eGa  для різних значень 

відносних жорсткостей стрічок. 
Усі одержані результати дають можливість зробити такі загальні висновки: 
1. Розв'язок двоперіодичної задачі виявляє ефект екранування, тобто, врахування взає-

модії арматури викликає зменшення, у порівнянні з розв'язком для ізольованого включення, 
розрахункового модуля пружності (податності). Причому це виконується для арматури і з 
податного і з жорсткого матеріалу. Таким чином лише завдяки раціональному вибору пара-
метрів ґратки можна досягти підвищення ефекту армування без збільшення об'ємної частки 
арматури. 

2. Потоншення стрічок (зі збереженням їхньої об'ємної частки) є ефективним засобом 
для істотного підвищення зведеного модуля зсуву композита. Це є додатковим свідченням 
перспективності використання матеріалів, армованих дуже тонкими стрічками. 
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Загалом урахування подвійної періодичності у дослідженому діапазоні зміни геометри-
чних параметрів задачі не спричиняє істотної кількісної зміни результатів і за таких обставин 
можна ефективні характеристики обчислювати на основі схеми невзаємодіючих включень. 

25.4. Стохастичне армування  

Загальні співвідношення 

Скориставшись запропонованою в п. 25.2 процедурою визначення ефективних модулів 
композита, отримаємо співвідношення для пружних сталих стохастично армованого стрічко-
вого композита в припущенні, що взаємодією пружних полів від включень можна знехтува-
ти. Оскільки a  та α  випадкові величини, то й ефективні модулі композита, які є 
детермінованими функціями цих змінних, також випадкові. 

Імовірнісні властивості випадкової величини повністю визначаться її функцією розпо-
ділу, проте визначення такої функції у більшості випадків пов'язане зі значними трудноща-
ми. Разом з тим, велику кількість практично важливих числових характеристик випадкової 
величини (математичне сподівання, дисперсію) можна отримати, не застосовуючи поняття 
функції розподілу. 

Розглядається ізотропне тіло, армоване уздовж осі ~z t  декартової системи координат 
Oxyz  тонкими пружними ізотропними стрічками довільного профілю (від еліптичного до 
прямокутного). Матеріали матриці та включення мають пружні сталі , ,E G ν  та B B B, ,E G ν  
відповідно. Ширина стрічок – 2a ; товщина – 2h  (для кожного включення ці параметри мо-
жуть бути різними). Контакт між матрицею та арматурою ідеальний. На нескінченності на 
тіло діє однорідне поле напружень yy pσ ∞ = , 1xx pσ ∞ = , 2xyσ τ∞ = , yzσ τ∞ = , 1xzσ τ∞ = . 

Напружений стан такої структури розіб’ємо на два незалежних – поздовжній зсув та 
плоску деформацію. Таким чином задача теоретичного опису пружного поводження компо-
зиту, що розглядається, зводиться до двох незалежних двовимірних задач теорії пружності. 
Тому надалі розглядатимемо площину ~ constz t = , яка містить тонкостінні пружні вклю-
чення практично довільного профілю, що є поперечними перерізами арматури. 

Сумістимо площину ~ constz t =  з координатною площиною xOy , початок якої – точ-
ку O  – розмістимо у центрі довільного перерізу. Вважатимемо включення настільки відда-
леними одне від другого, що їхньою взаємодією можна знехтувати. Геометричні параметри 
включень – півдовжина a  та кут α  між напрямами осі неоднорідності та осі абсцис – випад-
кові величини із заданою густиною їх сумісного розподілу ( ),f a α  в діапазоні допустимих 
значень.  

Оскільки взаємодія включень не враховується, припустимо додатково, що густина роз-
поділу включень стала (кількість включень у виділеному об’ємі пропорційна цьому об’єму) і 
тому можна обмежитися розглядом представницького елемента композиту об’ємом V , який 
містить одне включення і має форму прямокутника розмірами 2 2c d× . Визначимо середні 
напруження та деформації у такому елементі за допомогою формул (25.1), де ijσ  та ijε  – 
компоненти тензорів малих деформацій і напружень відповідно, відомі з розв’язків відповід-
них задач теорії пружності. Тоді ефективні пружні характеристики e

ijklC  визначаються зі 
співвідношення (25.2). 

Якщо пружний модуль ( ),e e
ij ija a a α= , що його шукаємо, є певною випадковою вели-

чиною, залежною від величин a  та α  з густиною їх сумісного розподілу ( ),f a α , який ви-
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значається на основі (25.4) та пружного розв'язку (20.31) для включення, то середнє значення 
(математичне сподівання) модуля визначається виразом 

( ) ( ), ,e e
ij ij

R
a a a f a dadα α α= ∫∫ ,    (25.13) 

де інтегрування здійснюється по всій області R  зміни величин a  і α . Оскільки в даному ви-
падку ми нехтуємо взаємодією пружних полів стрічок (арматури), то у розвиненнях (20.31) 
можна зберігати лише перший член і коефіцієнти r

nA  визначати формулою (20.41). Якщо ви-
падкові величини a  і α  статистично незалежні (або можуть наближено такими вважатися), 
то ( ) ( ) ( )1 2,f a f a fα α= . 

Дисперсія, що характеризує відхилення випадкової величини від її середнього значен-
ня, дорівнює 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2 2

, , , ,e e e e e
ij ij ij ij

R R
a a a a f a dad a a f a dad aα α α α α α= − = −∫∫ ∫∫D .    (25.14) 

Вид функції розподілу ( ),f a α  визначається умовами конкретної задачі. Якщо він невідо-
мий, то у першому наближенні його можна вважати рівномірним. 

Визначимо середнє за змінною y  значення довільної функції ( )f x iy+  на відрізку 
[ ; ]y d d∈ −  при фіксованому значенні x γ=  таким чином: 

( ) ( )1ˆ
2

d

d
f id f iy dy

d
γ γ

−

+ = +∫ , 

а середнє за змінною x  значення довільної функції ( )f x iy+  на відрізку [ ; ]x c c∈ −  при фік-
сованому значенні y β=  – 

( ) ( )1ˆ
2

c

c
f c i f x i dx

c
β β

−

+ = +∫ . 

Середнє значення похідних функції ( )f x iy+  у представницькому елементі об’єму 
композиту з урахуванням симетрії розв’язку задачі теорії пружності можна визначити фор-
мулами 

( ) ( )1 1,
2 2

d c

d c

f ff c iy dy f x id dx
x cd y cd

− −

∂ ∂
= + = +

∂ ∂∫ ∫ .   (25.15) 

Тепер, якщо записати вираз (25.2) для напруженого стану, що досліджуємо, і скориста-
тися розв’язком відповідної задачі теорії пружності для ізольованого тонкостінного вклю-
чення у пружному середовищі для плоскої ((30.68) та § 32)) чи антиплоскої (п. 20.8) задач, то 
за допомогою залежностей (25.15) можна отримати вирази для пружних модулів стрічкового 
композиту як функції величин a  та α . Оскільки a  і α  – випадкові величини, то й ефективні 
характеристики, які є детермінованими функціями згаданих змінних, також будуть випадко-
вими. 

Антиплоска задача  

Розглянемо [985, 941] визначення ефективного композиту у простішому випадку анти-
плоскої деформації. Співвідношення (25.2) тоді набувають вигляду (25.3). Згідно з (20.31)  
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де коефіцієнти 3 5,n nA A  розвинень для довільного профілю включення та навантаження ви-
значаються за допомогою методу колокацій чи якогось іншого. Розглянемо простий випадок 
дії лише поля напружень на нескінченності за додаткової умови, що всі включення мають 
такий профіль, що його можна наближено вважати еліптичним. Тоді відповідно до (20.41) 
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Використовуючи (25.15) та (25.3), отримуємо подібно до (20.7) 
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Підставляючи сюди конкретний вираз (25.17), отримаємо формули для ефективних ха-
рактеристик модулів стрічкового композиту: 
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Тепер, якщо відома сумісна густина ( ),f a α  розподілу випадкових величин ,a α , то 

математичне сподівання величин e
ija  ефективних модулів податності стрічкового компози-

ту визначається за формулою (25.13), де функції e
ija  подаються залежно від типу задачі фор-

мулами (25.19). Дисперсію за допомогою виразів для значень ефективних характеристик 
обчислюють на основі залежності (25.14). 

Якщо вважати, що випадковість величини параметрів включень обумовлена впливом 
дії великої кількості незалежних випадкових чинників, то можна припустити, що згадані па-
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раметри змінюються у проміжку [ 0;d d ] та підпорядковуються β -розподілу з функцією гус-
тини  
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Математичне сподівання цього розподілу дорівнює ( )0 0
ad d d

a b
+ −

+
. Коли обидва параме-

три ,a b  цього розподілу відмінні від одиниці, можна майже довільно формувати β -
розподіл, майже довільно роблячи наголос на тих чи інших значеннях випадкової величини, 
моделюючи ті чи інші особливості їх поводження. Доволі часто β -розподілом моделюють 
час перебування технічного об’єкту у працездатному стані; час тривалості ремонту чи діаг-
ностування об’єкту. 

У доволі простому частковому випадку, коли ( )1, 1 0a b r r= = + ≥  з огляду та те, що 
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функція густини цього розподілу набуває вигляду 
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причому математичне сподівання у цьому випадку дорівнює  
0

0 2
d d

d
r
−

+
+

. 

Якщо r = ∞  маємо детермінований випадок (математичне сподівання, як і кожне зна-
чення випадкової функції дорівнює 0x d= ); при 0r =  – рівномірний розподіл на проміжку 

0d x d≤ ≤  (усі значення з цього проміжку мають однакову імовірність появи і тому матема-

тичне сподівання дорівнює ( )0 2d d+ ); при 1r =  – розподіл є лінійно спадним півтрикут-
ним. 

Для прикладу (рис. 25.12, 25.13) обчислено нормоване безрозмірне математичне споді-

вання ( ) 10
55 55
e eG G a

−
=  ефективного модуля зсуву 55 551e eG a=  в разі, коли випадкова ве-

личина кута 0 / 2α π≤ ≤  підпорядковувалася рівномірному розподілу ( β -розподілу (25.20) 
за 0r = ), а півдовжина включень a  є сталою. Вважалося, що відносна товщина включення у 
його центральній частині 0 0,1h a = ; відношення модулів зсуву включення та ізотропної ма-
триці дорівнює B 100k G G≡ = .  

Подана залежність цієї величини від відносної щодо параметра розміру ґратки півдов-
жини включення a cλ = . Лінія 1 (рис. т.25.12) відповідає розтягнутій угору прямокутній 
ґратці з параметром 2d c= ; лінія 2 – квадратній ґратці. Помітно, що для відносно малих 
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розмірів включення математичне сподівання модуля зсуву 55
eG  збігається із величиною 

модуля зсуву матриці G  (наявність малих включень ніяк не впливає на пружність (подат-
ність) композиту).  

 

 
Рис. 25.12 

 
 

 
 

Рис. 25.13 
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Згідно з аналогією Г.С.Кіта [393] отримані результати автоматично переносяться на ви-
падок впливу стохастично розподілених стрічкових включень на ефективні коефіцієнти теп-
лопровідності композиту. 

Плоска задача  

Так само, як і у випадку антиплоскої деформації, для плоскої деформації [985, 
941]загальні співвідношення (25.2) набувають вигляду 
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де ( , 1, 2, 3)e
ija i j =  – ефективні (зведені) пружні сталі стрічкового композиту (податності) 

для випадку плоскої деформації. 
Згідно з виразами (30.25), (20.30), (30.69) та (30.70), (30.71) для включення еліптичного 

профілю в однорідному полі напружень на нескінченності поле переміщень має вигляд 
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Використовуючи співвідношення (25.15), (25.21) і (25.22), знаходимо при трьох різних 
способах навантажування послідовно уздовж двох перпендикулярних між собою осей та по-
перечним зсувом аналогічно до виразів (25.18) ефективні характеристики (модулі податності 
для плоского напруженого стану) у вигляді 
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Тепер, якщо відома сумісна густина ( ),f a α  розподілу випадкових величин ,a α , то 

математичне сподівання величин e
ija  ефективних модулів податності стрічкового компози-

ту визначається за формулою (25.13), де функції e
ija  подаються залежно від типу задачі фор-

мулами (25.23). Дисперсію за допомогою виразів для значень ефективних характеристик 
обчислюють на основі залежності (25.14). 

 
Таблиця 25.2. Вплив параметрів r  та λ  на математичне сподівання ефективного модуля  

пружності 0
22
eE  матриці із системою тріщин у квадратній ґратці при випадковій  

орієнтації тріщин в інтервалі 0 2α π≤ ≤  та фіксованій їх довжині 1a =  
 

r  
λ  

0 1 2 3 4 ∞  

0,990 0,6084 0,5468 0,5225 0,5092 0,5004 0,5000 
0,976 0,6147 0,5533 0,5291 0,5158 0,5070 0,5067 
0,952 0,6249 0,5640 0,5399 0,5266 0,5178 0,5175 
0,909 0,6444 0,5847 0,5608 0,5476 0,5388 0,5386 
0,800 0,6965 0,6406 0,6178 0,6051 0,5966 0,5964 
0,500 0,8495 0,8142 0,7990 0,7903 0,7844 0,7842 
0,200 0,9719 0,9641 0,9605 0,9585 0,9570 0,9568 
0,100 0,9928 0,9907 0,9898 0,9893 0,9889 0,9888 
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Табл. 25.2, 25.3 подають залежність впливу параметра r  розподілу (25.20) на величину 

математичного сподівання ефективного модуля пружності ( ) 10
22 22
e eE E a

−
=  матриці із си-

стемою тріщин у квадратній ґратці 2 2c c×  за різних значень параметра 0 1
2

a a
c

λ
+

= , де через 

~a d  позначено змінюваний у межах 0 1a a a≤ ≤  ( 0 1 1a a= =  для табл. 25.2 та 0 0,8a = ; 

1 1,2a =  для табл. 25.3) параметр півдовжини дефекту. 
Табл. 25.2 (див. теж рис. 25.13) відповідає випадку зміни густини розподілу кута орієн-

тації тріщини на проміжку 0 2α π≤ ≤  за законом (25.20) і фіксованої півдовжини дефекту 
1a = . Помітно, що зі зростанням r  жорсткість тіла зменшується, прямуючи до відпові-

дного детермінованого результату. Табл. 25.3 (див. теж рис. 25.14) побудовано для випадку 
фіксованого кута орієнтації 0α =  та випадкової зміни півдовжини неоднорідності в межах 
від 0,8 до 1,2.  

Порівняння з табл. 25.2 (рис. 25.13) свідчить, що коли випадковою є півдовжина a  
тріщини, вірне обернене твердження: зі зростанням r  жорсткість матеріалу дещо підви-
щується. 

 
Таблиця 25.3. Вплив параметрів r  та λ  на математичне сподівання ефективного модуля  

пружності 0
22
eE  матриці із системою тріщин у квадратній ґратці за однакової  

орієнтації 0α =  тріщин та стохастичній зміні півдовжини тріщин 
 

r  
λ

0 1 2 3 4 ∞  

0,990 0,5027 0,5272 0,5412 0,5488 0,5530 0,5532 
0,976 0,5092 0,5338 0,5479 0,5555 0,5597 0,5599 
0,952 0,5200 0,5447 0,5586 0,5664 0,5707 0,5710 
0,909 0,5409 0,5658 0,5799 0,5875 0,5917 0,5920 
0,800 0,5984 0,6230 0,6368 0,6442 0,6484 0,6486 
0,500 0,7852 0,8031 0,8128 0,8180 0,8208 0,8211 
0,200 0,9572 0,9616 0,9639 0,9651 0,9657 0,9661 
0,100 0,9889 0,9901 0,9907 0,9910 0,9912 0,9913 

 
Табл. 25.4, 25.5 (див. теж рис. 25.15 та 25.16) подають за умов плоскої деформації зале-

жність впливу параметра r  розподілу (25.20) випадково змінюваного за законом β -
розподілу (25.20) кута 0 2α π≤ ≤  на величину нормованого безрозмірного математичного 

сподівання ефективного модуля пружності ( ) 10
11 11
e eE E a

−
=  модуля 11

eE  матриці із систе-

мою пружних включень ( B 10k E E≡ =  та k = 100 відповідно; модулі Пуассона матеріалів 

включень та матриці однакові ( B 1/ 3ν ν= = )). Досліджується випадок квадратної ґратки 
2 2c c×  періодичності та різних значень параметра /a cλ =  відносної півдовжини дефекту у 
випадку його детермінованого розміру 1a =  та відносної товщини 0 0,1h a =  включення 
еліптичного профілю у його центральній частині.  
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Рис. 25.14 

 
 

Таблиця 25.4. Вплив параметрів r  та λ  на математичне сподівання ефективного модуля 

пружності 0
11
eE  матриці із системою пружних включень ( B 1/ 3ν ν= = , B 10k E E≡ = )  

у квадратній ґратці при 1a =  та 0 2α π≤ ≤  
 

r  
λ  

0 1 2 3 4 ∞  

0,990 1,258 1,359 1,412 1,444 1,467 1,470 
0,976 1,249 1,345 1,394 1,425 1,447 1,451 
0,952 1,234 1,323 1,369 1,397 1,417 1,420 
0,909 1,209 1,286 1,325 1,349 1,367 1,369 
0,800 1,155 1,208 1,235 1,251 1,262 1,264 
0,500 1,055 1,072 1,080 1,085 1,088 1,091 
0,200 1,026 1,033 1,351 1,387 1,409 1,410 
0,100 1,009 1,100 1,103 1,105 1,110 1,111 

 
Таблиця 25.5. Вплив параметрів r  та λ  на математичне сподівання ефективного модуля 

пружності 0
11
eE  матриці із системою пружних включень ( B 1/ 3ν ν= = , B 100k E E≡ = ) 

 у квадратній ґратці при 1a =  та 0 2α π≤ ≤  
 

r  
λ  

0 1 2 3 4 ∞  

0,990 1,258 1,677 1,803 1,886 1,920 1,926 
0,976 1,249 1,643 1,760 1,836 1,881 1,885 
0,952 1,234 1,594 1,698 1,765 1,810 1,814 
0,909 1,209 1,513 1,597 1,651 1,709 1,712 
0,800 1,155 1,355 1,406 1,438 1,498 1,500 
0,500 1,055 1,113 1,126 1,134 1,151 1,153 
0,200 1,026 1,069 1,073 1,079 1,091 1,092 
0,100 1,009 1,024 1,030 1,036 1,042 1,042 

 
Обчислення свідчать, що зі зростанням параметра розподілу r  жорсткість компо-

зиту збільшується, прямуючи при r → ∞  до відповідного результату для регулярно армо-
ваного уздовж напряму розтягу композиту (штрихова лінія), отриманого на основі 
безпосереднього використання співвідношень (25.23) при детермінованому куті 0α =  
(найбільша жорсткість за армування композиту відносно жорсткими волокнами уздовж 
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напряму розтягу). Помітно, що для відносно малих розмірів включення математичне споді-
вання модуля пружності 11

eE  збігається із величиною модуля пружності матриці E .  
 

 
Рис. 25.15 

 

 
Рис. 25.16 

 

§ 26. Сила, що діє на дислокацію  

Пластичне деформування і руйнування матеріалу біля концентраторів напружень тісно 
пов'язане з рухом у цій зоні дислокацій. Однією з важливих характеристик, які визначають 
рухливість дислокацій у матеріалі, є сила, що діє на дислокацію (СДД). Ця термодинамічна 
за своєю природою сила докладно вивчена у випадку взаємодії дислокацій зі скінченними та 
півбезмежними тріщинами [1075, 1148, 1157, 1278, 1456, 1476, 1572, 1638, 1673]. Однак вза-
ємодія дислокацій з іншими тонкими неоднорідностями, зокрема, абсолютно жорсткими 
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включеннями, досліджена недостатньо [1251]. У праці [1648] розглянута взаємодія гвинтової 
дислокації з пружним коловим циліндричним включенням, а також з абсолютно податним 
(порожнина, пора) та абсолютно жорстким еліптичним циліндром. Тут визначена, зокрема, 
енергія взаємодії дислокації з прямолінійною щілиною та з жорстким включенням, що дає 
змогу визначити також силу, що діє на дислокацію. У праці [1390] побудований наближений 
розв'язок задачі про взаємодію дислокацій із включенням, і як приклад, визначені поле на-
пружень і сила, що діє на дислокацію біля пружного еліпсоїда обертання, зокрема, сплюще-
ного або видовженого. У цьому параграфі [971, 972, 959, 952, 953] застосуємо теорію 
тонкостінних включень до вивчення цих задач. 

За формулою Піча – Келера [461, 1065] сила, що діє на дислокацію у точці *z  має скла-
дові 

( ) ( ) ( ) ( )*0 *0, ,x yz y xzF z b z F z b zσ σ∗ ∗ ∗ ∗= = −     (26.1) 

де b – компонента вектора Бюрґерса дислокації; індексом "*0" відзначене поле напружень у 
точці *z  без урахування власного поля напружень від дислокації у цій же точці. Якщо на тіло 
крім дислокації в точці *z  інші навантаження не діють, то це є збурене включенням поле на-
пружень ˆ ˆyz xziσ σ+ . Компоненти напружень визначаються виразом (21.1), (21.2). Тому 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

( ) ( ) ( )

*0 *0

*

*

2 2 2 2
0 0

1 ,
4

1 1 1 ,

,    .

yz xzz i z F z F z

X z
F z Gb

X z z z X z

X z z a iX z X z a z

σ σ
π

− −

±

⎡ ⎤+ = − ±⎣ ⎦

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= − + ±⎨ ⎬⎢ ⎥−⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

= − = = −

   (26.2) 

У цьому параграфі верхній знак стосується тріщини, нижній – абсолютно жорсткої плівки 
(АЖП).  

Підставляючи (26.2) у (26.1) та переходячи до границі *z z→ , отримуємо 

( )
( )
( )

2
**

2 2
* * * **

1 1 12 1 , .
8x y

X zz GbF iF A A
X z z z X za z π

⎫⎧ ⎡ ⎤±⎪ ⎪− = + ± − =⎢ ⎥⎨ ⎬−− ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
   (26.3) 

У випадку розташування дислокації у площині дефекту на осі абсцис у точці ( *; 0x ) 
( * 0y → ) за допомогою граничного переходу одержуємо  

( )

( )

* * *
*2 22 2 **

* *
*2 22 2 * **

(1 1)sign( )2 ,

( )2 [ ] .

x y

x y

x x xF iF A x a
x ax a

x xi i iF iF A x a
y x aa x

⎡ ⎤± ±⎢ ⎥− = − − + >
⎢ ⎥−−⎣ ⎦
⎡ ⎤±⎢ ⎥− = − ± + <
⎢ ⎥−−⎣ ⎦

∓∓

   (26.4) 

Тут і надалі у формулах (26.4)–(26.8) беремо арифметичне значення кореня; верхній знак у 
квадратних дужках стосується верхнього берега проміжку [ ];a a− , нижній – його нижнього 
краю. Таким чином, для дислокації, яка розміщена на продовженні осі щілини 
( * *0,  y x a= > ), 
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( )* *
* *2 22 2 **

sign( )4 , 0 0,  x y
x xF A F y x a

x ax a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − = = >
⎢ ⎥−−⎣ ⎦

,   (26.5) 

що збігається з виразом (17) праці [1476] за урахування там 0nσ = = . Для дислокації на 
продовженні площини абсолютно жорсткої плівки * *, 0x a y> =  складові сили 0x yF F= = , 
тому дислокація буде нерухома. 

Якщо дислокація наближається до берега тріщини, то  

[ ] ( )*2 2 **

2 1 20, 2 , ,x y r
AF F F A F x a

y ra x
θ

⎛ ⎞±⎜ ⎟= = = − = − <
⎜ ⎟−⎝ ⎠

  (26.6) 

а з рухом до краю абсолютно жорсткої плівки – 

( )*
* *2 2

* **

4 2 2, ; 0, , 0 .x y r
Ax A AF F F F x a y

y yx a θ
−

= = = = < =
−

  (26.7) 

Тут крім декартової системи координат у правому вістрі дефекту введена полярна система 
( ,r θ ) (рис. 26.1). 

Якщо дислокація розташована на осі y  ( )( )* *0;  z y= , то 

( ) ( )* *
2 22 2 ***

sign 10, 2 1 1x y
y yF F A

yy ay a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = ± −
⎢ ⎥++⎣ ⎦

∓ .        (26.8) 

 

 
 

Рис. 26.1. Системи координат у вістрі включення 
 
Зокрема, за граничного переходу a → ∞  з формули (26.8) чи (26.6), (26.7) випливає 

( )
*

20,x y
AF F

y
= = ∓       (26.9) 

– вираз для сили, що діє на дислокацію у верхній півплощині y >0 на відстані *y  від її краю. 
Верхній знак відповідає вільному краю (див. також [1648], (3.17) [1065]), нижній – жорстко 
защемленому (див. задачу 3.5 [1065] і [1648]). Величина сили, що діє на дислокацію, у цих 
випадках однакова: дислокація відштовхується від незмінюваної (защемленої) поверхні з та-
кою ж силою, з якою притягується до вільної поверхні. 

Випадок півбезмежного дефекту випливає з виразу (26.3), якщо у точку z a=  помісти-
ти систему координат * * * *,r i i r ii z a r e i z aθξ ξ ξ ξ ξ ξ≡ + = − = ⋅ = + = −  (див. рис. 26.1) та пе-

рейти до границі a → ∞ . Тоді оскільки ( ) ( )* * * *X z X z ξ ξ→ , то 

*

* * * *

1 12 1
2x yF iF A ξ
ξ ξ ξ ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥− = − ± −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

.    (26.10) 

Звідси для півбезмежного розрізу 
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22cos tg sin ,
2 2

2 , tg ;
2

x y

r

AF iF i
r

A AF F
r rθ

θ θ θ

θ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − − +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
⎛ ⎞= − = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (26.11) 

для півбезмежного жорсткого включення – 

22sin tg sin ,
2 2

0, tg .
2

x y

r

AF iF i
r

AF F
rθ

θ θ θ

θ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
⎛ ⎞= = − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   (26.12) 

На відміну від тріщини радіальна складова сили, що діє на дислокацію, в околі півбез-
межної абсолютно жорсткої плівки дорівнює нулю, а трансверсальна – відповідній силі біля 
тріщини, але є протилежно скерована. За можливості вільного переміщення дислокація руха-
тиметься вздовж дуги кола з центром у вершині включення до місця стійкої рівноваги на 
продовженні площини абсолютно жорсткої плівки. Від поверхні включення дислокації від-
штовхуються. Це сприяє емісії дислокацій з межі поділу матеріалів (фаз). 

Вираз (26.9) можна також отримати на підставі (26.11) і (26.12), якщо взяти до відома, 
що  

( )1
* *

*

2lim tg
2

i
r

r y
y

θ ξ−

→∞

⎡ ⎤ = =⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Потенціальна енергія дислокації, що визначається формулою  

rU F dr rF dθ θ= − −∫ ∫  
для півбезмежного розрізу приводить до відомого [1456] значення  

2 ln cos
2

U A r θ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Для півбезмежної абсолютно жорсткої плівки отримуємо до певної міри подібний вираз  

2 ln cos
2

U A θ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

.      (26.13) 

Енергія дислокації не залежить від її відстані до вершини півбезмежної абсолютно жо-
рсткої плівки і визначається лише полярним кутом: на поверхні дефекту енергія необмежено 
велика, а на його продовженні – нульова. 

В анізотропному випадку (див. § 23) подібним чином отримуємо 

{ } { } ( ) ( )
( )
( )

11 2*1* 1 **1
2 1 1 11 12 1 *1 *1*1 *1*1

1 1 1, 2 Re 1, 1 , .
8

x y
X zz bF F A s A

z z rX z X za z π

⎡ ⎛ ⎫⎞⎡ ⎤⎢ ⎜ ± ⎪⎟⎢ ⎥= + ± − =⎬⎢ ⎜ ⎟⎢ ⎥− ⎟⎪⎢ ⎜ − ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎠⎭⎝⎣

 (26.14) 

Для тріщини на її продовженні 

{ } { } ( ) ( )** 1 *
*2 22 2 **

sign
, 4 Re 1,    x y

x xF F A s x a
x ax a

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟= − >
⎢ ⎥⎜ ⎟−−⎝ ⎠⎣ ⎦

   (26.15) 

(у загальному випадку анізотропії 0yF ≠ ), а на продовженні абсолютно жорсткої плівки 

{ } { } ( )*, 0, 0    x yF F x a= > .     (26.16) 
Тут, як і в ізотропному випадку, дислокація перебуває у стані стійкої рівноваги. 

Із наближенням дислокації до поверхні тріщини 
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{ } { } ( )
1

** 1 1 1
* 2 * *12 2 55**

2, 2 Re 1, ,x y
y ri iF F A s y s y x a
aya x

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟= + = = <
⎢ ⎥ ′⎜ ⎟−⎝ ⎠⎣ ⎦

∓ , (26.17) 

а з прямуванням до краю абсолютно жорсткої плівки 

{ } { } ( )
1

** 1 1 1*
* 2 * *12 2 55**

2, 2 Re 1, ,x y
y rx iF F A s y s y x a
aya x

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟= − = = <
⎢ ⎥ ′⎜ ⎟−⎝ ⎠⎣ ⎦

. (26.18) 

 

 
 

Рис. 26.2. Сила, що діє на гвинтову дислокацію в околі пружного включення 
 
За півбезмежного дефекту 

{ } { }
1

* 1 *1
1 1 1 1
*1 *1 *1 *1

1 1, 2 Re 1, 1
2x yF F A s ξ
ξ ξ ξ ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟= ± −
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

   (26.19) 
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або 

{ } ( ) ( )
1

* 145 1
1 1 1 *1 1 1

55 55
, cos 1, cos 1 sin tg , exp

2x y
ra

F F A r i
a a

θ
θ θ θ ξ θ

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥= − ± ± + ± =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

. (26.20) 

Якщо a → ∞ , то оскільки ( ) ( )1 1
*1 *1 1X z X z → − , з (26.12) випливає 

*

*

20,x y
AF F
y

= = ∓       (26.21) 

– вираз для сили, що діє на дислокацію, біля вільної (верхній знак) та защемленої (нижній 
знак) межі анізотропної півплощини. Його можна отримати також з подання сили, що діє на 
дислокацію біля прямолінійної межі поділу матеріалів [1213, 1346]. 

Рівність між величиною радіальної складової rF  (формула (26.6)) для півбезмежної 
тріщини і силою притягання дислокації вільною поверхнею yF  (формула (26.9)) становить 

зміст теореми уявних сил [1148], що, як виявляється, виконується також і для анізотропного 
випадку. Порівняння формул (26.7) і (26.9) стосовно абсолютно жорсткої плівки та жорстко-
го защемлення межі свідчить про відсутність аналога даної теореми для дефекту цього типу. 

Рис. 26.2 подає лінії рівня складової ( )2
yF Gb  сили, що діє на дислокацію біля тріщи-

ни ( 7
В / 10k G G −≡ = ), абсолютно жорсткої плівки ( 710k = ) та пружного включення різної 

відносної жорсткості ( 10;  5;  0,2;  0,5k = ). . 
Обчислення здійснені зі застосуванням методу колокацій до системи сингулярних інте-

гральних рівнянь, побудованої для одного пружного включення. Для тріщини та абсолютно 
жорсткої плівки відповідні лінії збігаються з побудованими на основі аналітичних розв’язків 
[1278]. 

 

§ 27. Емісія гвинтових дислокацій з поверхні тонкого дефекту  

27.1. Ізотропний масив  

Межа стрічкового включення, як і довільного іншого концентратора напружень, може 
служити джерелом емісії дислокацій, яке починає функціонувати при досягненні на ній на-
пруженнями певних критичних рівнів [1572, 1693, 1694], або з деяких інших причин [1572, 
1693, 1694, 1472, 1467, 1075, 1461, 1182, 824]. Це явище, зокрема, сприяє зменшенню коефі-
цієнтів інтенсивності напружень у вершині тріщини і, як наслідок, збільшенню критичного 
зовнішнього навантаження. 

 

 
 

Рис. 27.1. Схема задачі 
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Дослідимо [937, 957] поле напружень в ізотропному масиві, що складається з двох пів-
просторів (їх перерізи площиною xOy  позначимо kS , модулі зсуву ( 1, 2)kG k =  під час емі-
сії гвинтових дислокацій з поверхні міжфазного чужорідного стрічкового включення 
завтовшки ( )2h x  з модулем зсуву ВG , серединна лінія профілю якого належить відрізку 

[ ]; ~x a a L′∈ − . 
Відзначимо, що внаслідок закону збереження вектора Бюрґерса під час викиду межею 

включення у навколишнє середовище одної дислокації одночасно виникає ще одна додатко-
ва дислокація протилежного знаку з ядром у точці емісії 0x  на межі фаз. Через це слід відрі-
зняти бік включення, з якої емітується дислокація. Тому вважатимемо для загальності (рис. 
27.1), що у точки *2 *1,z z  верхньої та нижньої півплощин (півпросторів) 2 1,S S  відповідно 
випущені дислокації 2 1,b b  (задача 1), а у точці 0x  на верхньому і нижньому берегах неодно-
рідності існують дислокації інтенсивності 2 1,b b− −  (задача 2). 

Розв'язок задачі 1 (у цьому параграфі позначимо його символом "0" над відповідними 
величинами) містить п. 21.1). Тому тут обмежимося обговоренням розв'язку задачі 2 (відзна-
чимо його тильдою "~") про міжфазні дислокації. 

Спосіб 1 

Перший підхід до розв'язування задачі 2 про міжфазні дислокації можна отримати гра-
ничним переходом у розв'язку задачі 1 при * 0 ( 1, 2)kz x k→ =  та заміною kb  на kb− . У випа-
дку тріщини або абсолютно жорсткої плівки (АЖП) в однорідному середовищі вздовж 
відрізка [ ];a a−  з формул (21.2)–(21.4) випливає 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 1 0 01 2
1 2

0 0

0 00
1 2 1 2

0 0

1 20 0 2 2 2 2
0

0

1 ,

( ) , ,

, , ,
2yz xz

b b X xb bF z G b b
X z z x X z

X xG x X x GQ x G x i b b b b
X x x xa

G b b
z i z X x a z X x z a

z x
σ σ

π

± ⎡ ⎤⎛ ⎞−+
= + ± +⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟−⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤
= = − + + −⎢ ⎥−⎣ ⎦

+
+ = − = − = −

−

�

�
� �

� �

     (27.1) 

де верхній знак відповідає правому, нижній – лівому краю дефекту. 
Тоді стосовно тріщини в однорідному середовищі уздовж відрізка [ ; ]a a−  буде 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

1 2 1 2
3 6 3 6

0 0

1 2 1 2
3,1 3,2

1 1( ) 0;   ( ) ,   ( ) 0;   ( ) ,

,   ,    0;
2 2yz xz

b b b bf x f x t z t z
X z X z z x

G b b G b b
z i z K K

X z a

π π

σ σ
π π

⎡ ⎤+ +
= = − = = −⎢ ⎥−⎣ ⎦

+ +
+ = − = =

� � � �

� �� � ∓

     (27.2) 

для абсолютно жорсткої плівки –  
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

1 2 0 0 2 1 0 0
3 3

0 0 0 0

1 2 0 0
6 6 3,1 3,2

0

2 1 0 0
1 2

0 0

( ) ,   ( ) ,

( ) 0,   ( ) 0,   0,    ,
2

.
2yz xz

G b b X x iG b b X x
f x t z

X x x x X z z x

G b b X x
f x t z K K

a x a

b b X xGz i z b b
z x X z

π π

π

σ σ
π

− −
= =

− −

−
= = = =

⎡ ⎤−
+ = − + +⎢ ⎥− ⎣ ⎦

� �

� � �� ∓
∓

� �

   (27.3) 
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Для півнескінченних дефектів з використанням граничних переходів 

* * *
* 0 * 0 * 0

0 0 0

* * * 0 0 0

lim ,   lim ,   lim ,

,   ,     при  0

i i i
k k k

k k k

r i r i
k k ki i i

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

→± →± →±
= ± = =

= + = + = <

∓
 

отримуємо 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1

0 0

1 2 0
0 0

0

,

2
, ,   ,   .

b bGF z F z

iG b b iQ z
Q z G z x a a

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ
ξ

ξ ξ ξ

±± ⎡ ⎤
= = ± +⎢ ⎥

±⎢ ⎥⎣ ⎦

−
= − = = − → ∞

−

� �
∓
�

� �
  (27.4) 

Тому для півнескінченної тріщини 
( ) ( )3,1 3,20,   0,   0;yz xzK K iσ ξ σ ξ= = + =� � � �     (27.5) 

для півнескінченної абсолютно жорсткої плівки – 
( ) ( )

( ) ( )

1 2
3,1 3,2 0 0

0

1 2

0 0

0,   ,
2

.
2yz xz

G b b
K K

b bGi

ξ ξ
π ξ

σ ξ σ ξ
π ξ ξ ξ ξ ξ

−
= = − =

−

⎡ ⎤
+ = − +⎢ ⎥

+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

� �

� �
   (27.6) 

Нагадаємо, що у математичному плані дія зосередженої сили kQ  еквівалентна дії гвин-
тової дислокації інтенсивності /k k kb iQ G= − . Тому неважко записати розв'язок відповідної 
задачі про вплив на тіло двох зосереджених сил, зокрема, й прикладених до верхнього та ни-
жнього берегів включення. 

З формули (21.2), (21.3) для випадку тріщини скінченної ширини [ ];a a−  маємо 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1 2
3 6 3

0

1 21 2
6

0

1 2 0 0
3,1 3,2

0
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2 2

yz xz

Q Qf x f x i t z
GX z

i Q QQ Qt z i z i z
G X z z x X z

Q Q X xQ a
K K

a x a

π

σ σ
π π

π π

+
= = =

⎡ ⎤ ++
= − − + =⎢ ⎥−⎣ ⎦

−± ±
= = ± =
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∓

   (27.7) 

а для абсолютно жорсткої плівки уздовж [ ; ]a a−  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

1 2 0 0 2 1 0 0
3 3

0 0 0 0

1 2
6 6 3,1 3,2

2 1 0 0
1 2

0 0

( ) ,   ( ) ,
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( ) 0,   ( ) 0,   0,    ,

2 2

.
2yz xz

i Q Q X x Q Q X x
f x t z

X x x x X z z x

Q a Q Qf x t z K K
a

Q Q X xiz i z Q Q
z x X z

π π

π π

σ σ
π

− − −
= =
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= = = = =
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� �

∓� � �� ∓
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  (27.8) 

Остаточним розв'язком поставленої задачі про емісію дислокацій є сума розв'язків 
першої і другої задач  

,  em em
xz xz xz yz yz yzσ σ σ σ σ σ= + = +� �  

та аналогічні вирази для інших величин. 
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Спосіб 2 

Другий спосіб розв'язування задачі 2 полягає у зміні математичної моделі включення. 
Умову однаковості переміщень В

k
kw w=  ( В

k
kw w′ ′= ) на поверхні контакту прошарку з матри-

цею (у третій умові ідеального механічного контакту п. 15.1) слід замінити залежністю 
( ) ( )В 0 1, 2k

k kw w b x x kδ′ ′= ± − = ,     (27.9) 
де верхній знак відповідає значенню k =2, а нижній – k =1. Тоді друге з рівнянь (15.1) пере-
пишеться у вигляді 

( ) ( )0 02 1
В В

В
2 1

yz yz
yz yz

x ih x ihw wG
h G G

σ σ
σ σ+ −

⎡ ⎤+ −−⎢ ⎥+ = + +
⎢ ⎥⎣ ⎦

,   (27.10) 

де на основі (27.9) 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 * *
В В 1 2 0 0 0,

x

a
w w w w b b U x x U x x t x dtδ+ −

−

− = − − + − − = −∫   (27.11) 

і, отже, 

( ) ( )
( )

0 0
*1 2

В В 0
2 1 ( )

yz yz
yz yz

x ih x ih b bw wG G U x x
h G G h x

σ σ
σ σ

+ −
+ −

⎡ ⎤+ − +−⎢ ⎥+ = + + − −
⎢ ⎥⎣ ⎦

. (27.12) 

Тут відповідно до (13.25) 

( )*
0

2 1
~

x
xz xz

a
w w dt w a a

G G
σ σ+ −

+ − −
−

−

⎛ ⎞
− = − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ .   (27.13) 

Враховуючи умови контакту (27.9), формули (15.8) та наближену залежність 

( ) ( ) ( )В В В2 В1
1 1
2 2

c
yz yz yzx x G w w

x
σ σ σ+ − ∂⎡ ⎤≈ + = +⎣ ⎦ ∂

, 

маємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

В 0 В 2 1 0
12
( )

x
c
xz yz yz

a

G w w a dt G b b x x
x h x

σ σ σ δ
−

+ − − + −∂
+ = − − + − −

∂ ∫ . (27.14) 

Співвідношення (27.12)–(27.14) формують "основну модель" міжфазного включення, а 
якщо в (27.12) знехтувати підкресленими членами, то це буде відповідна їй "плівкова мо-
дель". 

Оскільки у конкретному випадку одного (уздовж відрізка [ ; ]a a− ) включення 

( )В В 0
a

a
w w dt+ −

−

− =∫ , то згідно з виразом (27.11) для переміщень в матриці повинна виконува-

тися умова  

( ) 2 1

a

a
w w dt b b+ −

−

− = +∫ .     (27.15) 

В окремому випадку тріщини ( В 0G = ) основна й плівкова моделі приводять до класи-

чних умов 0, 0yz yz yz yzσ σ σ σ+ − + −+ = − =  з додатковою умовою (27.15); для жорсткого вклю-

чення ( ВG = ∞ ) плівкова модель дає крайову умову ( ) ( )2 0 1 0,w b x x w b x xδ δ+ −= − = − − . 
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Інтегральні рівняння 

Інтегральні рівняння задачі про стрічкове включення уздовж [ ];L a a′ = −  з міжфазними 
дислокаціями і зовнішнім навантаженням довільного типу мають вигляд (20.28) при заміні 
функцій ( )rF x  ( r =3, 6) на ( )rF x� , де 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 3 1 2 2 1 0

В 2 1
6 6 0

1( ) ( ) ,
2

( ) ( ) .
2 ( )

F x F x G G b b x x

G b b
F x F x U x x

h x c

δ= + + − −

+
= + −

�

�
   (27.16) 

Додаткові умови (20.24) згідно з (27.15) трансформуються до залежностей 

( ) ( ) ( )3 6 1 20,
a a

a a
f t dt f t dt b b

− −

= = − +∫ ∫ .    (27.17) 

Розглянемо граничні випадки пружних властивостей стрічки в однорідній матриці за 
відсутності зовнішнього навантаження ( ( ) ( )0 0 0yz xzz zσ σ= = ). Інтегральні рівняння щілини 
тоді набувають вигляду 

( ) ( ) ( )0
3 60, 0f x t x x a= = ≤� � .    (27.18) 

Звідси ( ) ( )6 0f x X xα=� ; стала α , що визначається умовою (27.17), дорівнює 
( )1 2b bα π= − + .  
Таким чином, для розрізу 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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3,1 3,2 3 6
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  (27.19) 

Для абсолютно жорсткої плівки ( ВG = ∞ ) за плівковою моделлю – (27.3): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
6 1 2 0 3 2 1 0,f x b b x x t x G b b x x x aδ δ= − + − = − − ≤� � .  (27.20) 

Звідси випливає 
( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 2 0 0

3
0 0

( )
G b b X x

f x
X x x x X x

α
π

−
= +

−
� ,     (27.21) 

причому на основі умови (27.17) 0α = . Отже, для абсолютно жорсткої плівки 
( ) ( )
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 (27.22) 

Порівняння виразів (27.2) і (27.3) з (27.21) та (27.22) відповідно свідчить, що обидва ме-
тоди дають однакові значення для УКІН і поля власних напружень, хоча функції стрибка та 
їхні інтеграли типу Коші різняться між собою. Це обумовлене тим, що перший підхід вима-
гає врахування однорідного розв'язку ( ) ( )0 0

yz xzz i zσ σ+  від зовнішнього навантаження, що 
складається з прямуючих до межі фаз дислокацій, а другий обходиться без нього. 

Напруження у включенні обчислюють за формулами (20.6), (15.8) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 0
3 6
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2

1 .
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c
yz k yz yz yz yz

x
c c
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x p f x ct x x x

x a f x dt
h x

σ σ σ σ σ

σ σ
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= − + = +

= − + ∫

∓

   (27.23) 

Зокрема, для абсолютно жорсткої плівки в однорідному середовищі 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 0
1 2 2 1

0 0

2 1 0 0

0

,
2

.
2

yz
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xz xz

a

X xGx b b b b
x x X x

G b b X x dtx a dt
h x X t x t

σ
π

σ σ
π

±

−

⎡ ⎤
= + ± −⎢ ⎥− ⎣ ⎦

−
= − −

−∫
      (27.24) 

Узагальнення 

Отримані у цьому параграфі результати можна використати також для формулювання 
та розв'язування низки інших задач механіки деформівного твердого тіла. По-перше, якщо на 
берегах включення є область гладкого проковзування (розтріскування) 0 ;L p q± ± ±⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (знак 

вказує на верхній "+" та нижній "–" береги стрічки), то за умовою 0yzσ ± =  на 0L±  можна об-

числити невідомі густини ( )1b x  і ( )2b x  розподілу уздовж 0L±  дислокацій, які реалізують та-
ке розтріскування.  

Подібним чином розв'язується задача проковзування уздовж 0L±  з тертям чи пластич-

ним зсувом матриці, коли можна вважати, що yz yσ τ± =  на 0L± . У всіх цих випадках рівняння 
(20.28) з правими частинами 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

В
3 1 2 2 1 6 1 2

1 2 0

1 ,
2 2

0 при

x

a

GF x G G b x b x F x b x b x dt
c h x

b x b x x L

−
±

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⋅

= = ∉

∫
 (27.25) 

слід доповнити рівняннями 
( ) ( ) ( ) ( )0 0

3 6 0k yz yp f x ct x x x Lσ τ± ±− + = ∈∓     (27.26) 

для визначення функцій ( ) ( 1, 2)kb x k = , де 0yτ =  за розтріскування, а під час тертя під 
0yτ ≠  розуміють напруження тертя ковзання. 

За відомого натягу включення функції ( ) ( 1, 2)kb x k = , які моделюють величину натягу, 
вважають відомими і тому досить розв'язувати рівняння (20.28) з правими частинами (27.25). 

Приклади 

Припустимо, що з верхнього берега стрічки відбулася емісія N  дислокацій, кожна зі 
складовою вектора Бюрґерса b , які відійшли від дефекту досить далеко, а ті, що залишилися 
на межі фаз рівномірно розподілені. Вважатимемо N  настільки великим, що функцію ( )2b x  

можна вважати неперервною: тут ( )2 2
Nbb x

a
= , ( )1 0b x = . У цьому випадку для тріщини уз-

довж [ ];a a−  в однорідному середовищі 
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( )
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Ці вирази не залежать від способу розподілу дислокацій уздовж поверхні тріщини, а тільки 
від їхньої загальної потужності Nb . 

Для абсолютно жорсткої плівки за рівномірного розподілу емітувальних центрів з ура-

хуванням формул (2.2.5.6) [834] 1 a

a

a z dz a
a zπ

−

±
=∫ ∓

 та (4.4) (див. теж [1423]) 
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� �

� �� �

  (27.28) 

Тепер вважатимемо, що міжфазні дислокації розподілені неперервно з густиною  

( ) ( ) ( )2 0
0 0 0

Nb Nbb x
X x i X xπ π

−
= = ,  

властивою вільному розподілу стінки дислокацій між двома фіксованими точками. У цьому, 
як і в інших типах розподілів, для тріщини також справджуються формули (27.27), а для аб-
солютно жорсткої плівки – 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0
6 6 2

0 0 0 0 0

0 0 00
3 2 2 2

0 0 00 0 0

( ) , ( ) ,

( ) ln .

a

a
a a

a a

dxNb Nb Nbi Nbf x t z
X x X x x z X z X z

X x dxiNbG iNbG dx iNbG z at z
X x z x z x z aX z X z X z

π π ππ

π π π

−

− −

= − = − = − =
−

−
= = =

− − +

∫

∫ ∫

� �

�
      (27.29) 

27.2. Анізотропний масив 

Подібно до того, як це було зроблено у випадку ізотропного матеріалу, граничним пе-
реходом у формулах (23.56) для анізотропного матеріалу при * 0 ( 1, 2)kz x k→ =  з урахуван-
ням того, що значенню 1k =  відповідає нижня півплощина, а 2k =  – верхня, отримаємо 

( ) ( )* *
0 0 01 * 1 13 3

31 1 1
0 0

( ) 1 1 , ,
X x X xf f bQ z i f Q i r i r

a ax z x z r

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = = + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
� ∓ ∓ . 

Подальшою заміною ~ kb b  на ~ kb b−  отримаємо для дислокацій з обох боків поверхні 
включення 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

0 01
1 2 1 2 1

0

2 1 0 01 2
1 21 11 1

0 0

1( ) ,

1 .

X x
Q z b b i b b

a x z

b b X xb biF z b b
r z xX z X z

±

⎡ ⎤
= + + −⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞−+⎢ ⎥⎜ ⎟= + ± +⎢ ⎥⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

�

�
  (27.30) 
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Таким чином, для тунельної щілини уздовж відрізка [ ; ]a a−  анізотропного середовища 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2
3,1 3,21

0 1 *1 2 1 2
6 3 0111 1 1

0 0

1 1Im ,    Re 0,
2 22

1 1( ) , 0, ,

b bK Q a K Q a
a r

b b b bt z f P z
z xX z r x z

π ππ

π

+
= ± ± = = ± =

⎡ ⎤
+ +⎢ ⎥= − =⎢ ⎥− −⎢ ⎥⎣ ⎦

� �∓ ∓

�
  (27.31) 

а для відповідної абсолютно жорсткої плівки згідно з тими ж формулами – 
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
1 2 0 0 2 1 0 00 1

3,1 3,2 31 1 1 1
0 0 0

0, ,    ( )
2

b b X x i b b X x
K K t z

a r x a r z x X zπ π

− −
= = =

−
� � �∓

∓
.       (27.32) 

Якщо до берегів дефекту прикладені сили 1Q  і 2Q , то 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

0 01
1 2 1 2 1

0

2 1 0 01 2
1 211 1

0 0

1( ) ,

1

X x
Q z Q Q i Q Q

a x z

Q Q X xQ QF z i Q Q
z xX z X z

±

⎡ ⎤
= + + −⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞−+⎢ ⎥⎜ ⎟= + ± +⎢ ⎥⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

�

�
 

і у випадку щілини уздовж [ ; ]a a−  – 
( ) ( )

( )
1 2 0 0

3,1 3,2
0

,    0
2

Q Q X x
K K

a x aπ
−

= =� �∓
∓

,    (27.33) 

а у випадку жорсткої плівки – 
1 2

3,1 3,20,
2

Q QK K
aπ

+
= =� � ∓ .     (27.34) 

Тобто, УКІН на абсолютно жорсткій плівці не залежать ні від точки прикладання сил, ні від 
механічних властивостей матриці, у тому числі, й від міри її анізотропії. 

У випадку півбезмежного дефекту  

( )
( )

( ) ( )2 1 0 2 1
1 1

0 00

2 1( ) ~ , ~ .
b b b bQ z F z F z

r r

ξ

ξ ξ ξ ξξ ξ ξ
± ± ⎡ ⎤−

= ± +⎢ ⎥
±− ⎢ ⎥⎣ ⎦

� �
∓

 

Зокрема, для розрізу ( ; 0]−∞  уздовж від’ємної півосі  

( ) ( )
0 1 1 2
6 3,1 3,2

0
~ , 0, 0b bt z K K

π ξ ξ
+

− = =
−

� �� ,    (27.35) 

а для подібної абсолютно жорсткої плівки – 

( ) ( )
( ) ( )2 1 00 1 2 1

6 3,1 3,2 0 01
0 0

~ , 0,
2

b b b bt z K K i
r

ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ π ξ

− −
= = ± =

−
� �� .           (27.36) 

За дії зосереджених сил скінченної величини 1 2,Q Q  на нижній та верхній береги півбе-

змежного дефекту функція 
( )1 2 0

0

2
( ) ~

Q Q
Q z

ξ
ξ ξ

−
−

� , що дає для розрізу 

1 2
3,1 3,2

0
, 0

2
Q QK K
π ξ

−
= =� �∓ ,     (27.37) 

а для абсолютно жорсткої плівки – 
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3,1 3,20, 0K K= =� � .      (27.38) 
У випадку переходу в отриманих формулах до випадку ізотропного матеріалу з ураху-

ванням того, що 1r i G= , отримуємо відповідні залежності п. 27.1. 
 

§ 28. Нелінійна деформація тіла зі стрічковими включеннями  

Розглядається [119] антиплоска деформація безмежного масиву з неогукового матеріа-
лу (нелінійно пружного матеріалу, що має пружний потенціал) зі стрічковим включенням 
малої товщини у площині 0y =  (рис. 28.1). Для такого матеріалу координати , ,x y z� � �  точок у 
деформованому і координати , ,x y z  відповідних точок у недеформованому стані зв'язані згі-
дно з теорією узагальненого нелінійного антиплоского деформування співвідношеннями 
[251] 

( )2, , ,x x y y z z w x yλ λ λ−= = = +� � � ,    (28.1) 
де λ  – безрозмірний параметр, що характеризує додаткову однорідну деформацію розтягу-
стиску, яка зберігає об'єм. Розглядається переріз 0z =  і включення змоделюємо стрибком 
напруження та похідної від переміщення (20.2) на його серединній лінії L′ . Обмежимося на-
вантажуванням однорідним полем напружень на нескінченності 1,yz xzσ τ σ τ∞ ∞= =  . 

 

 
 

Рис. 28.1. Схема задачі 
 
У праці [1095] розглядалася подібна задача для тріщини у еластомірі і були отримані 

вирази для поля напружень та переміщень через деяку функцію ( )zΨ . Якщо перейти до но-
вої функції ( ) ( )*z i zω μ Ψ= , то за відсутності масових сил можна вважати 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* 1 0
*

Im
, , ,yz xz

z z
z z i z z z i z

x
ω ω

σ σ ω μ λμ ω τ τ ω
μ

′∂
′ ′ ′≡ + = = = = + +

∂
τ ; (28.2) 

( ) ( ) ( )2 2 2

2zz
z z

z
μ λ μ ω ω

σ
μλ

− ′ ′− +
= .     (28.3) 

Тут ( )0 zω′  – аналітична у комплексній площині z x iy= + . Співвідношення (28.2) еквівален-
тні залежностям (20.3), а тому аналогічно до того, як це зроблено у п. 20.2, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
0 3 3 3 * 6

1 ,
2

z it z t t t z i f tω μ′ = = + .    (28.4) 

Граничні значення відповідних функцій на лінії L  (осі x ) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
3 3 1 * * 6 3 1

1 1 1,
2 2 2 2

w xix f x t x i f x t x
x

τ τ μ μ τ
±

± ∂
= + + + = + +

∂
τ ∓ ∓ .     (28.5) 

Підставляючи ці вирази в умови взаємодії (1.8) у загальному варіанті 

( ) ( ), 0 1, 2j yz w jσΨ ± ±′ = = , отримуємо систему сингулярних інтегральних рівнянь для ви-

значення функцій стрибка. Після розв’язування цієї системи рівнянь та обчислення на основі 
(28.2) функції ( )0 zω′ , напружень ,yz xzσ σ  та переміщення w , за формулою (28.3) обчислює-

мо zzσ . Конкретизуючи ці умови у формі (15.1), отримуємо систему сингулярних інтеграль-
них рівнянь, яка у частковому випадку тріщини скінченної ширини (довжини) [ ; ]L a a′ = −  
породжує вирази роботи [1095] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 6 6 0
* * 0

1
1

*

2 20, , , 1 ,

Im
, ,

x zf x t x f x z
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X z xzz z i w z c
X z

τ τ ω τ
μ μ

τ ττω τ
μ

⎡ ⎤
′= = = = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
+

′= = + − =τ
  (28.6) 

а для абсолютно жорсткої плівки – 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
6 3 1 3 0 1

0

11

*
2

2 1 1
2 2
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1 .zz

x zf x t x f x z i
X x X z

y X zi zz z w z c
X z

i z i zz
X z X z

τ
τ ω τ

τ ττ
ω τ

μ

τ τμσ μ τ τ
μλ λ

⎡ ⎤
′= = − = − = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
+

′= = + − =

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − + + −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

τ   (28.7) 

На відміну від лінійно пружного випадку для розглянутого нелінійного матеріалу так само, 
як і у випадку тріщини, нормальні напруження zzσ  мають в околі торця жорсткого прошарку 

особливість порядку 1r− . 
Якщо у початку системи координат знаходиться зосереджена сила Q  і ядро гвинтової 

дислокації b , то, вважаючи  

1 0τ τ= = , ( ) ( )* *
3 3f x f xδ= , *

3 *f Q i bμ= + ,  

отримаємо ( ) ( ) ( )*
0 3 2z z if zω ω π′ ′= = − , а якщо вони розташовані у довільній точці *z , то 

( ) ( ) ( )
*
3

0
*2

if
z z

z z
ω ω

π
′ ′= =

−
.      (28.8) 

Цей вираз є фундаментальним розв'язком, за допомогою якого так само як у § 20 
отримані результати легко узагальнюються на системи плоских та вигнутих включень, вра-
ховується дія у матриці сил, дислокацій, відповідних диполів тощо. 

Лінеаризовані рівняння нелінійної задачі поздовжнього зсуву [265, 263] зводяться 
відповідно до аналогії О.М.Гузя між лінеаризованою та лінійною задачами поздовжнього 
зсуву ортотропного тіла до одержаних у § 24 співвідношень теорії анізотропних матеріалів, 
якщо у останніх зробити заміну 

45 55 44
1331 2332

1 10, ~ , ~a a a
κ κ

=
� �

,    (28.9) 

причому для потенціалу Трелоара високоеластичних матеріалів 2
33 102k k kcκ λ=� , для потенці-

алу Бартенєва – Хазановича  
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( )2
33 32k k k kκ μλ λ λ= +� , 1 2 3 0λ λ λ =  ( k =1, 2). 

 

§ 29. Міцність тіла зі стохастичним розподілом тонких дефектів  

Досліджуючи міцність тіла зі стохастично розподіленими тонкими неоднорідностями 
[996, 997], за критеріальну функцію локального руйнування біля включення [ ; ]L a a′ = −  з 
півтовщиною ( )h x  оберемо густину повної енергії деформації [84] 

( )2 21
2 yz xzW
G

σ σ= + ,      (29.1) 

а умовою руйнування вважатимемо досягнення її мінімальним за кутом θ  значенням 

min minW rW= �  (фактично мінімальним за кутом θ  значенням її несингулярної частини minW� ) 
певного критичного значення 

min
0

lim c
r

W rW W
→

≡ =� .      (29.2) 

З урахуванням асимптотичних виразів для напружень функції W  та W�  набудуть ви-
гляду 

( )

( )
( )

2 2
3,1 3,2

2 20 0 0 0
6 3 3,1 3 3,2 6

0 0
3,2 3 3,1 6

1 1sin cos , , ,
2 2 42

1 12 2 , 2 2 ,
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r Gr
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θ θ
ππ

σ σ σ σ

σ σ

⎛ ⎞= + + + = = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + = + + −⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�

 (29.3) 

Для пружного включення еліптичного профілю з меншою піввіссю 0h  в однорідному 

полі напружень на нескінченності 1,yz xzσ τ σ τ∞ ∞= =  вирази для УКІН дає формула (20.41). 

Зокрема, для тріщини ( В 0G = ) 
22
1 1, , , 0

2 2
aA E B C

G G G
τ ττ πτ

= = = − = ;    (29.4) 

для абсолютно жорсткого включення (АЖВ – ВG = ∞ ) – 

( )222 2 2 2 2
00 1 0 0 011 2, , 1 , 1

4 2 2 2
h ah a h h haA E B C

Ga G a aG r G ar
ττ τ τττ++ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. (29.5) 

Якщо абсолютно жорстке включення (АЖВ) вироджується при 0 0h →  у абсолютно 
жорстку плівку, то 

2 2
1 1, , , 0
4 2 2

a aA E B C
G G G r

τ ττ πτ
= = = = . 

З огляду на апріорні вирази для сталих ( ) *,c
xz a wσ −−  маємо 3,1 3,1 3,2 1 3,2,K k K kτ τ= = , де 

3,1 3,2,k k  не залежать від величини зовнішнього навантаження. Тоді умова руйнування (29.2) 
у допущенні 1τ ητ=  запишеться 

( )1 0 12 2 2
3,1 3,2

2 , , ,cGW
a h

k k
π

τ ϕ η τ ητ
η

= ≡ =
+

.    (29.6) 
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Значення параметрів 1,τ η , що відповідають умові (29.6), визначають граничний стан. Зокре-
ма, згідно з (29.4), (29.5) 

( )
( )

( ) ( )
0

2 2
0

2
для тріщини ,

, ,

2 для АЖВ .

c

c

GW a

a h

GW a h a

ηϕ η

η

⎧
⎪⎪= ⎨
⎪ +⎪⎩

   (29.7) 

Загалом геометричні розміри 0,a h , орієнтація та розташування включень є випадкови-
ми величинами, що змінюються у певних межах за деякими статистичними законами. Вва-
жатимемо, що дефекти у матеріалі розподілені настільки рідко, що їхньою взаємодією можна 
знехтувати і припустимо їхні механічні властивості, орієнтацію та параметр 0h  однаковими, 
густину розподілу величини a , що змінюється у межах від 0 до d  – заданою функцією 

( )f a . 
Функцію розподілу ймовірностей граничного навантаження для елементу тіла з неод-

норідністю знаходимо за формулою розподілу ймовірностей функції від випадкової величи-
ни [150] 

( ) ( )
( )0 1

min max
1 1 1 1 1

, ,
,

a h
F f a da

ϕ η τ
τ τ τ τ

<

= ≤ ≤∫ .    (29.8) 

Крайні значення min max
1 1,τ τ  визначаються з того, що за умови min

1 1τ τ<  маємо ( )1 1 0F τ = ; 

при max
1 1τ τ>  – ( )1 1 1F τ = . Інтегрування у (29.8) здійснюється по області A  зміни параметра 

a , для якої ( )0 1, ,a hϕ η τ< . Для знаходження A  розв'яжемо цю нерівність стосовно a . 
У випадку абсолютно жорсткого включення ця нерівність еквівалентна 

2 2 2 2 2
1 1 04 0ca GW a hτ τ η− + > . Якщо дискримінант 2 2 4 2 2

1 016 4 0cD G W hτ η≡ − < , то нерівність 

виконується для довільного ( )0;a A∈ = ∞ . Якщо ж 0D ≥ , що еквівалентне умові 

max
1 1

0

2 cGW
h

τ τ
η

≤ = ,     (29.9) 

то ( ) ( )0; ;a A a a− +∈ = ∞∪ , де  

2
1

4
2
cGW D

a
τ

± ±
= .     (29.10) 

Тому min
1τ  визначають з умови a d− ≤ , що дає 

min
1 2 cGW dτ = .     (29.11) 

Дослідимо область інтегрування ( )0 1, ,a hϕ η τ<  у виразі (29.8) як функцію від a+  та d . 

Умова a d+ ≤  еквівалентна співвідношенню 

*
1 12 2 2

0
2 cGdW

d h
τ τ

η
≥ ≡

+
. 

Тому для абсолютно жорсткого включення 
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( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

2

min *
1 1 1

0
1 1

* max
1 1 1

0

якщо ,

якщо .

a

a d

a

f a da

F

f a da f a da

τ τ τ

τ

τ τ τ

⎧
⎪ ≤ ≤
⎪⎪= ⎨
⎪

+ ≤ ≤⎪
⎪⎩

∫

∫ ∫
  (29.12) 

У випадку тріщини аналог (29.8) можна подати у вигляді 
( ) ( ) min max

1 1 1 1 1
2

,
cGW a

F f a da
τ

τ τ τ τ
<

= ≤ ≤∫ , 

причому  min max
1 12 ,cGW dτ τ= = ∞ . Тому 

( ) ( )
2

1 1
4

, 2
c

c
GW

F f a da GW d
τ

τ τ
−

= ≤ < ∞∫ .   (29.13) 

Конкретизувавши функцію ( )f a  у вигляді [150] 

( ) 1 1 , 0, 0
rr af a r a d

d d
+ ⎛ ⎞= − ≥ ≤ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
,    (29.14) 

для абсолютно жорсткого включення згідно з (29.12) матимемо 

( )
( )

( )

min *
1 1 11

11 1
* max
1 1 1

0 якщо ,

1 1
1 якщо ;

r
raF ad

d

τ τ τ

τ
τ τ τ

+−
++

⎧ ≤ ≤
⎪⎛ ⎞ ⎪= − − +⎜ ⎟ ⎨⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ − ≤ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎩

   (29.15) 

для тріщини згідно з (29.13) – 

( )
1

1 1 12
4

1 , 2
r

c cGW GW
F

dd
τ τ

τ

+⎛ ⎞
= − ≤ < ∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
.   (29.16) 

Якщо тіло містить n  включень, то на основі гіпотези найслабшої ланки функція розпо-
ділу його граничного навантаження матиме вигляд [150] 

( ) ( )1 1 11 1 n
nF Fτ τ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ .    (29.17) 

Тоді для абсолютно жорсткого включення внаслідок (29.15) 

( )

( )

( )

( )

1
min *
1 1 1

1 1 1
* max
1 1 1

1 1 якщо ,

1 1 1 якщо ,

n r

nn r r

a
d

F
a a
d d

τ τ τ

τ

τ τ τ

+−

+ +− +

⎧ ⎛ ⎞⎪ − − ≤ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪= ⎨
⎡ ⎤⎪ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥⎪ − − − − ≤ ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩

  (29.18) 

а для тріщини – 

( )
( )1

1 12
4

1 1 , 2
n r

c c
n

GW GW
F

dd
τ τ

τ

+
⎛ ⎞

= − − ≤ < ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

.   (29.19) 

Співвідношення (29.18), (29.19) дають можливість оцінити ймовірність руйнування ізотроп-
ного масиву з n  рідко у ньому розсіяними дефектами типу тунельних розрізів чи абсолютно 
жорстких включень у випадку, коли функція густини розподілу ширини дефектів задана за-
лежністю (29.14). Подібним способом будують відповідні залежності для тих випадків, коли 
стохастичний характер мають інші параметри дефектів. Врахування пружних властивостей 
тонких включень вимагає застосування числово-аналітичних методів. 



§ 30. Інтегральні рівняння плоскої задачі для тонких включень в ізотропному середовищі 345

Р О З Д І Л  VI 

ПЛОСКІ ЗАДАЧІ ПРУЖНОГО ДЕФОРМУВАННЯ ТІЛ                            
ЗІ СТРІЧКОВИМИ ВКЛЮЧЕННЯМИ  

§ 30. Інтегральні рівняння плоскої задачі                                          
для тонких включень в ізотропному середовищі 

30.1. Постановка плоскої задачі для тонких включень                                     
на прямій межі поділу матеріалів 

Розглянемо пружну рівновагу трикомпонентної кусково-однорідної площини (рис. 
30.1), що складається з двох півбезмежних областей kS  з пружними сталими kE , kν  
( 1,2)k =  і системи N  включень малої товщини ( )2h x  та скінченної довжини, серединні лі-

нії яких [ ; ]n n nL a a− +′ =  лежать на осі абсцис ~L x  та утворюють лінію 

1 1
[ ; ]

N N
n n n

n n
L L a a− +

= =
′ ′= =∪ ∪ . Пружні сталі матеріалу включень (якщо вони пружні) позначимо 

BE , Bν  (загалом, для кожного включення вони можуть бути іншими та мати різні реологічні 
властивості). За потреби можна розглядати й включення з іншими (не лінійно пружними) ре-
ологічними властивостями – все залежатиме від використаних пізніше умов взаємодії.  

 

 
 

Рис. 30.1. Схема задачі 
 
Уздовж верхньої та нижньої границь прошарків здійснюється ідеальний механічний 

контакт з ізотропними середовищами, які займають області kS , а уздовж лінії \L L L′′ ′=  зга-
дані області kS  контактують безпосередньо. Складена площина, яка займає всю комплексну 
площину z x iy= + , навантажена полем однорідних напружень на нескінченності 

( 1 1 2 2, , ,yy xy xx xxp p pσ σ τ σ σ∞ ∞ ∞ ∞= = = = ). У точках k k kz x iy∗ ∗ ∗= +  прикладені зосереджені 

сили k xk ykP P iP= + , зосереджені моменти kM  та інші силові чи дислокаційні чинники. 

Внаслідок малої товщини прошарків області kS з математичного погляду можна вважа-
ти півплощинами, а включення усунути, замінивши їх вплив на оточуючий матеріал деякими 
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стрибками векторів напружень та похідних переміщень на їхній серединній лінії L′  (функці-
ями стрибка) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2 1 2 1

1 1 2 2 4 5 4

,

.

yy xy yy xy

x y x y

i i f x if x f x

u iu u iu f x if x f x x L

σ σ σ σ ∗

∗

− − − = − ≡

′ ′ ′ ′+ − + = + ≡ ∈
                       (30.1) 

Причому, внаслідок ідеальності контакту півплощин уздовж L′′  функції стрибка дорівнюють 
нулю: 

( ) ( )1 4 0f x f x∗ ∗= = при x L′′∈ .                                                (30.2) 
Тут і далі індексом "1" позначена нижня півплощина; індексом "2" – верхня; штрихом (якщо 
це окремо не застережене) – похідна за x  або z ; індексами "+" та "–" – граничні значення 
функцій на верхньому і нижньому краях лінії L . 

Розв'язування подібної задачі для однорідного середовища із застосуванням формули 
Сомільяно вже розглядалося у п. 2.3. Покажемо, що використання інших методів (теорії фу-
нкцій комплексної змінної чи інтегральних перетворень) приводить до розв'язку задачі для 
кусково-однорідної матриці. 

30.2. Пружні потенціали  

Напруження і переміщення в кожній з розглянутих півплощин kS  можна записати за 
допомогою двох комплексних потенціалів Колосова – Мусхелішвілі [635, 112, 111]: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

2 ; 1,2 ,

yyk xyk k k k k

k xk yk k k k k k k

i z z z z z

G u iu z z z z z z S k

σ σ

κ

Φ Φ Φ Ψ

Φ Φ Φ Ψ

′− = + + +

′ ′ ′+ = − − − ∈ =
             (30.3) 

де 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

0 0
1,2 1,2

2

2

, ,

, , , ,
4 2 2

1, .
2 1

k k jj k k k jj j k
j j

k j jk k
k k kj j

j j

k j j j
kj k k

j kj

z S z z z R z R z z

P iMp p p p
i S z R z

z z z z

P z P
R z

z z z z

φ
τ

π

κ
φ φ

π κ

Φ Γ Φ Ψ Γ Ψ

Γ Γ

= =

∗ ∗

∗

∗ ∗

⎡ ⎤′= + + = + + +⎣ ⎦

−+ −′= = + = − =
− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − =⎢ ⎥− +−⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

     (30.4) 

Комплексні потенціали ( )k zΦ , ( )k zΨ  визначені у відповідних півплощинах kS ; фун-
кції ( ) ( )0 0,k kz zΦ Ψ  – голоморфні у цих півплощинах зовні L′  та прямують до нуля на не-
скінченності.  

Сталі Мусхелішвілі 3 4k kκ ν= −  для плоскої деформації (ПД), ( ) ( )3 / 1k k kκ ν ν= − +  – 
для узагальненого плоского напруженого стану (УПНС); kG  – модулі зсуву матеріалів пів-
площин kS . 

Доозначимо функцію ( )01 zΦ  у верхній півплощині, ( )02 zΦ  – у нижній у такий спосіб 
(аналітичне продовження через не завантажені ділянки) [635, 112, 111]:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 ; , 1, 2; 3k k k k lz z z z z z S k l l kΦ Φ Φ Ψ′= − − − ∈ = = − . 
Звідси, заміняючи z  на z , отримуємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 ; 1,2 .k k k k kz z z z z z S kΨ Φ Φ Φ′= − − − ∈ =  
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Підставляючи цей вираз у співвідношення (30.3) та враховуючи (30.4), маємо 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

0 0 0

,

2 ,

yyk xyk k k k k

k xk yk k k k k k k

z i z z z z z z A z

G u z u z z z z z z B z z S

σ σ

κ

Φ Φ Φ

Φ Φ Φ

′− = − + − +

⎡ ⎤′ ′ ′+ = + − − + ∈⎣ ⎦
        (30.5) 

де 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1,2

1,2

, , ,
3 1

, 1 ,
4 4

.

k k k k k k k k k

k k
k k k k k k k k mm

m

mm mm mm mm m
m

A z A A z B z B B z A p i

B p p i B S z A z

A z S z S z zS z R z R z

τ
κ κ

κ τ κ

Γ Γ Γ

Γ Γ Γ

∗

∗

=

=

′= + = + = + + = −

− +′= − − ≡ + + = + −

⎡ ⎤′= + + + +⎣ ⎦

∑

∑

     (30.6) 

Переходячи в (30.5) до границі при z x→  з урахуванням того, що 
( ) ( )lim 0

z x
z z zΦ

→
⎡ ⎤′− =⎣ ⎦ , а також того, що якщо z  прямує до осі L  з нижньої (відповідно вер-

хньої) півплощини, то z  прямує до тієї ж точки на L , тільки рухаючись з верхньої (нижньої) 
півплощини, отримуємо  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
2

, ;
1yyk xyk k k kx i x x x A x k x Lσ σ Φ Φ± ⎧ ⎫

− = − + = ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

∓                        (30.7) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
2

2 , .
1k xk yk k k k kG u x iu x x x B x k x Lκ Φ Φ± ⎧ ⎫′ ′+ = + + = ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

∓               (30.8) 

Вирази у фігурних дужках означають, що у формулах (30.7, (30.8) та подібних до них верх-
ній знак відповідає значенню 2k = ; нижній – 1k = . 

Умови (30.1), (30.2) з урахуванням (30.7), (30.8) і того, що ( ) ( )1 2A x A x= , записуємо у 
вигляді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )01 02 01 02 1x x x x f x x LΦ Φ Φ Φ+ + − − ∗⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + = − ∈⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ;                     (30.9) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
01 02 02 01 4

1 2 2 1

1 1
2 2 2 2

x x x x f x x
G G G G

κ κ
ωΦ Φ Φ Φ+ + − − ∗⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− − − = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

,   (30.10) 

де функція 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
2 1 2 12 1

2 1 2 1 2 1
.

2 2 2 2 2 2
B z B z B z B zB Bz

G G G G G G
ω ≡ − = − + −  

У лівій частині рівності (30.10) стоїть функція, що прямує до нуля, якщо x →∞ . Отже, 
таку властивість повинна мати також права частина, звідки з урахуванням того, що при 
x →∞  функція стрибка ( )4 0f x∗ →  (включення мають скінченну довжину) випливає, що 
( ) 0

x
xω

→∞
→ , а отже, 

1 2 2 1.G B G B=                                                           (30.11) 
Це свідчить про те, що пружні сталі матеріалів півплощин та зусилля на нескінченності по-
винні бути зв’язані умовою (30.11) і не можуть бути цілком довільними. Це традиційне для 
плоскої задачі теорії пружності для кусково-однорідних тіл обмеження – наслідок розгляду 
безмежного середовища та недопустимості викривлення лінії L  поділу матеріалів на нескін-
ченності.  

Якщо записати цю умову у розгорнутому вигляді, розділивши дійсні та уявні частини 
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2 2 1 1
1 2 2 1 1 2

3 1 3 1 , ,
4 4 4 4

G p p G p p G Gκ κ κ κ
τ τ

− + − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

то стане помітним, що при заданих на нескінченності дотичних напруженнях у кусково од-
норідному матеріалі ця умова виконуватися не може (рівень дотичних напружень у різних 
півплощинах не може бути різним з огляду на потребу виконання загальної умови рівноваги 
чи рівності контактних дотичних напружень на межі поділу). Однак якщо на межі поділу ма-
теріалів існують два півбезмежні розрізи ( 1 ,a− = −∞ Na+ = +∞ ), то внаслідок можливості взає-
много зміщення берегів лінії L  на нескінченності виконання цієї умови не є обов’язковим. У 
зв’язку з цим, оскільки на практиці мають справу лише з обмеженими тілами, тому наванта-
жують практично довільним чином без огляду на форму області та пружні властивості мате-
ріалів.  

Умова (30.11) згідно з (30.8) означає, що на нескінченності 1 1 2 2x y x yu iu u iu∞ ∞ ∞ ∞′ ′ ′ ′+ = + , тоб-
то, деформації поздовжнього видовження поряд з лінією поділу обох півплощин на нескін-
ченності однакові, що жорстка складова кута повертання лінії поділу на нескінченності дорі-
внює нулю і ця лінія поділу матеріалів після прикладання зусиль залишається на нескінчен-
ності прямою. 

Отримати умову (30.11) можна також використовуючи припущення, що на нескінчен-
ності: 1. кут повертання на нескінченності дорівнює нулю 

1 0 ;
2

yk ykxk xk
xyk

u uu u
y x y x

ω
∞ ∞∞ ∞

∞
⎛ ⎞′ ′∂ ∂′ ′∂ ∂⎜ ⎟≡ − = → =
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

2.  переміщення на межі контакту однакові 

1 2 1 2
1 1 2 2 ,x x x x

x y x y
u u u u

u iu u iu
x x x x

∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + → = =

∂ ∂ ∂ ∂
. 

Тоді із використанням закону Гука для дотичних напружень 

1 2 1 2

1 2 1 2

2 ;
2

.
2 2 2 2

yk yk yk xykxk
xyk k k

k

y y xy xy

u u uu
G G

y x x x G

u u
x x G G G G

σ
σ

σ σ τ τ

∞ ∞ ∞ ∞∞
∞

∞ ∞ ∞ ∞

⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂⎜ ⎟= + = → =
⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂
= → = → =

∂ ∂

 

Закон Гука для поздовжніх у напрямі межі поділу видовжень  

( ) ( )

( ) ( )

1
2 2

2 1 31 1
2 2 2 2 4 4

xk k
xx xx yy

k k k

k k k k k
k k

k k k k k k

u
x G G

G
p p p p

G G G G

λ
σ σ σ

λ

λ λ κ κ
λ λ

∞
∞ ∞ ∞⎡ ⎤∂

= − + =⎢ ⎥
∂ +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + −⎛ ⎞= − = +⎢ ⎥ ⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

та згадана вище рівність 1 2x xu u
x x

∞ ∞∂ ∂
=

∂ ∂
 дають другу залежність 

2 2 1 1
2 1

1 2

1 3 1 31 1
2 4 4 2 4 4

p p p p
G G

κ κ κ κ+ − + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Враховуючи (30.2), маємо 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

* *
2 1

2 1

12

1 2 1,2

1 2 2 1 21

2 2

,
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, .
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lk l k

B z B z
z

G G

G S z S z zS z R z R z
G G

G G G G G G

ω

κ

κ κ κ

−
∗

=

± ∗ −

= − =

⎡ ⎤
⎡ ⎤′⎢ ⎥= − − − −⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

= ± = −

∑          (30.12) 

Зазначимо, що за припущення про існування двох півбезмежних розрізів 
( 1 ,a− = −∞ Na+ = +∞ ), внаслідок можливості взаємного зміщення берегів лінії L  на нескін-
ченності умови (30.11), (30.12) враховувати не потрібно. 

Розв’язок задачі спряження (30.9), що прямує до нуля на нескінченності, має вигляд 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
01 02 1

1 .
2 2 k

f t dt iz z t z z S
i t zπ

Φ Φ
+∞ ∗

∗

−∞

+ = − ≡ ∈
−∫                             (30.13) 

Розв’язок задачі спряження (30.10), що прямує до нуля на нескінченності, подається у 
формі 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
01 02 2

1 2
4

1
02 01 1

2 1

1 ,
2 2

12 ,
2 2

z z z S
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z z z S
G G

κ

κ

Φ Φ

Ω
Φ Φ

∗

⎧ − ∈⎪⎪− + = ⎨
⎪ − ∈
⎪⎩

                                  (30.14) 

або більш стисло 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 4
1 ; , 1, 2; 3 ,

2 2 2

1 .
2

k
l k k

l k

iz z t z z z S k l l k
G G

t dt
z

i t z

κ

ω
π

Φ Φ Ω

Ω

∗
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−∫

       (30.15) 

Тут і далі  

( ) ( ){ } ( ) ( ){ },1, .
r r

r r
L

f t f t dt
t z t z

i t zπ

∗
∗ =

−∫  

Для обчислення функції ( )zΩ  використаємо твердження [635, 112], що якщо ( )f z  го-
ломорфна у області 2S  функція, що заникає на нескінченності, то 

( ) ( ) ( )
( )

2

1

,1
2 0 ,

f z z Sf t dt
i t z z Sπ

+∞

−∞

⎧ ∈⎪= ⎨− ∈⎪⎩
∫  

а якщо ( )f z  – голоморфна у 1S  функція, що заникає на нескінченності, то 

( ) ( )
( ) ( )

2

1

0 ,1
2 .

z Sf t dt
i t z f z z Sπ

+∞

−∞

⎧ ∈⎪= ⎨− − ∈⎪⎩
∫  

Стисліше ці два твердження можна сформулювати так: якщо ( )f z  – голоморфна у kS  функ-
ція, що заникає на нескінченності, то 

 ( ) ( )
( ) ( )

0 ,1
2 ( 1)

l
k

k

z Sf t dt
i t z f z z Sπ

+∞

−∞

⎧ ∈⎪= ⎨− − ∈⎪⎩
∫    ( ), 1, 2 ; .k l k l= ≠                         (30.16) 
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Враховуючи те, що ( ),k k k lz S z S l k∗ ∗∈ ∈ ≠ , на основі (30.16) матимемо, що оскільки 

( ) ,kkS t  ( )kkS t , ( )kktS t′ , ( )kkR t , ( )kR t  – граничні значення функцій  

( )kkS z ,  ( ) ( ) k k
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P
S z S z

z z
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∗
≡ ≡

−
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,  ( ) ( )

( )22
k

k k
k

iM
R z R z

z zπ
∗

∗

≡ ≡
−

 

відповідно, які заникають на нескінченності та є голоморфними у lS  (перша функція) та у 

kS  (всі інші відзначені зірочками), то 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )
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S t S t tS t R t R t
dt

i t z

S z S z R z R z z S

S z z S

π

+∞

−∞

∗ ∗∗ ∗ ∗

′
=

−

⎧ − − − − ∈⎪
= ⎨
⎪ − − ∈
⎩

∫
 

Тому 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

, .
2
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G
z z z S z S z zS z R z R z z S
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−
∗ ′= = − − − − ∈  (30.17) 

На основі рівнянь (30.13) та (30.15) можна визначити функції 0 jΦ  у кожній з півпло-
щин, зокрема: 
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′
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−∫

           (30.18) 

Граничні значення пружних потенціалів на лінії L  дорівнюють 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1 4

0 1 4

2 ,
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2 .
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k l k

kl kl
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Φ Ω

Φ Ω
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± ∗± ∗±

−
± ∗± ∗±

⎡ ⎤= + −⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + ∈⎣ ⎦

                           (30.19) 

Причому, згідно з формулами Сохоцького – Племеля [635, 112] 
( ) ( ) ( ) .r r rt x t x if x∗± ∗ ∗= ±  

Тут індексами “± ” відзначені відповідні граничні значення функції ( ) ( );r rt z t x∗ ∗  – функція, 

отримана з ( )rt z∗  формальною заміною z  на x . Верхньому знакові “+” у формулі (30.19) від-
повідають 2k = , 1l = ; нижньому знакові “–“ − індекси 1k = , 2l = . 

Якщо матеріали півплощин однакові ( 1 2 1 2 1 2, ,E E E G G Gν ν ν= = = = = = ), то з 
(30.18), (30.19) відразу отримуємо, що  
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   (30.191) 

30.3. Напруження і переміщення на лінії поділу матеріалів  

Тепер розрахуємо напруження і похідні від переміщень на лінії L . Для цього підстави-
мо (30.19) у залежності (30.7) та (30.8): 
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Подібними є вирази для ( )2 2 2 2 2, 2yy xyi G u ivσ σ ′ ′− + , які отримують заміною індексів 1, 2 на 
2, 1 відповідно. 

Визначаючи ще одну компоненту xxkσ  тензора напружень, користуємося співвідно-
шенням [635, 112] 

( ) ( ) ( ) ( )4Rexxk yyk k kz z z z Sσ σ Φ+ = ∈ ,                                          (30.20) 
в результаті чого 

( ) { } ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

1 1 4 4

4Re

2
4Re 2 2 , .

12

xxk k k yyk

k lk
k l l k yyk

lk kl

x Г x

iG G
t x if x G t x G if x x x k

c c

σ σ

σ

Φ

Γ Ω

±

−
∗ ∗ ∗ ∗

= + − =

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤= + ± + ± − − =⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎪ ⎪⎩ ⎭

 

Остаточно отримуємо на лінії поділу матеріалів 
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Тут індексові 2k =  відповідає верхній знак “–“ та 1l = ; значенню 1k =  − нижній знак “+” і 
2 ;l =  
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Величини, відзначені індексом “0” зверху, характеризують відповідні величини у суці-
льному тілі без включень за відповідного зовнішнього навантаження (однорідний (основний) 
розв’язок): 
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                 (30.22) 

У випадку дії лише однорідного поля напружень на нескінченності  
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Якщо матеріали півплощин однакові ( 1 2 1 2 1 2, ,E E E G G Gν ν ν= = = = = = ), у всіх фо-
рмулах слід зробити заміни  
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30.4. Напруження і переміщення у довільній точці складеної площини 

Із залежностей (30.5), (30.13) визначаємо компоненти ( )yyk zσ , ( )xyk zσ  та похідні від 
переміщень у довільній точці кусково-однорідної площини:  
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де  
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− однорідний розв’язок. 
Для обчислення переміщень використовуємо формулу 
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отриману інтегруванням залежності (30.6). Тоді 
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              (30.25) 

Вираз для напруження ( )xxk zσ  одержуємо з (30.20) , (30.24): 
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             (30.26) 

Формули для компонент тензора напружень і вектора переміщень у полярній системі 
координат визначаємо за допомогою співвідношень [635, 112, 111] 
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      (30.27) 

Вважається, що полярна вісь напрямлена вздовж осі абсцис. 
Складова напружень ( )zzk zσ  дорівнює нулю для плоского напруженого стану та 

( ) ( )yyk xxkz zν σ σ⎡ ⎤+⎣ ⎦  для плоскої деформації [635, 112]. 
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30.5. Система прямолінійних включень                                                 
в однорідному ізотропному середовищі  

Розглянемо 1N +  тонкостінне включення в однорідній ізотропній площині з пружними 
сталими ,E ν  [949]. Серединна лінія mL′  m -го включення ( 0,m N= ) належить осі абсцис mL  
локальної системи координат ,m m mx O y  що визначає комплексну змінну .m m mz x iy= +  Ко-
ординати точки mO  в основній системі 0 0 0~xOy x O y  визначаються значеннями 0 0mz z= ; 
вісь mx  утворює з віссю 0~x x  кут mα  ( 00 00, 0z α= = ). 

 

 
 

Рис. 30.2. Система включень в однорідному ізотропному середовищі 
 
Зовнішнє навантаження довільного типу (наприклад, напруження на нескінченності, 

сила 1P  та момент 1M  у точці 0
1z∗  основної системи координат 0 0 0x O y ) за відсутності вклю-

чень визначає в основній системі координат функції ( ) ( ) ( )0 0 0, ,yy xy xxz z zσ σ σ , ( )0
xu z′ , ( )0

yu z′ . 

Включення зі сталими B B,E ν  (для кожного з включень ці сталі можуть бути різними) спри-
чиняють стрибки векторів напружень і похідної переміщення на mL′  
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− − − = − ≡

′ ′ ′ ′+ − + = + ≡

= ∈

     (30.28) 

причому  
( ) ( )1 4 0m m

m m mf x f x∗ ∗= = ,  
якщо m mx L′∉ ; , , ,yym xym xm ymu uσ σ ′ ′  визначають компоненти тензора напружень і похідні за 

напрямом mx  у відповідній системі координат; індекси “+” та “–” позначають граничні зна-
чення відповідних величин при 0my →  з верхньої та нижньої півплощин m -ї системи коор-
динат. 

Розв'язок поставленої задачі дають такі вирази для напружень і похідних компонент 
переміщення [949, 954] 
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де ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,m m m m m
yyp p xxp p xyp p xp p yp pz z z u z u zσ σ σ ′ ′  відповідають збуренню напружень і 

похідних переміщень внаслідок стрибка на mL′ . 
Звідси з використанням формул Сохоцького – Племеля 
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Тут  
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   (30.33) 

30.6. Система прямолінійних включень в ізотропному півпросторі 

Для дослідження системи прямолінійних включень у пружному півпросторі [975] звер-
немося до сформульованої у п. 30.5 задачі про 1N +  включення в ізотропному просторі. Не-
хай включення з нульовим номером має безмежну довжину ( )0 ;L′ = −∞ + ∞ , а всі інші вклю-

чення ( 1,m N= ) розташовані у нижній півплощині [975]. Тоді на основі формули обернення 
сингулярних інтегральних рівнянь [636] зі співвідношення (30.30), взятого при 0p = , випли-
ває 
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Підставляючи (30.34) у (30.29) при 1,p N=  матимемо 
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Аналогічне використання (30.35) дає 

      

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )}
( ) ( )

1
1

1

1
1 4

4 0 0 0 0

0 0

1, , ,

1 1, , , 1 2 , , 1,

1 1, , , , , ,

,

m

N

yyp p xyp p pm m
m L

pm m pm m

pm m p p

yyp p xyp p

z i z i K t z f t

L t z f t GK t z f t

GL t z f t dt K t z G t L t z G t dt
i

z i z

σ σ φ κ
κ

κ κ

κ
κ κ π κ

σ σ

− ∗

= ′

−∗ ∗

∞
∗

−∞

⎧ ⎛ ⎞− = − − +⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎫⎛ ⎞+ − − + +⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎭

+ −

∑ ∫

∫

 

( ) ( ) ( ) ( ){ ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 2
1

1

0 2
1 4

4 0 0

0 0
0 0

, , 1,
2

1, , 1, 1 2 , , ,

1 12 , , 1, , ,1
2

1 , .

m

N

xp p yp p pm m
m L

pm m pm m

pm m p

p xp p yp p

iu z iu z K t z f t
G

L t z f t G K t z f t

G L t z f t dt K t z G t
i

L t z G t dt u z iu z

φ κ κ

κ κ
κ

κ π

κ

− ∗

= ′

∗ − ∗

∞
∗

−∞

′ ′+ = − − − −

⎛ ⎞− − − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎫⎛ ⎞− − − −⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎭

⎫ ′ ′− + +⎬
⎭

∑ ∫

∫
                                         (30.37) 

Тут на додаток до (30.31)  
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З урахуванням виразу ( ) ( )1, , , , 0pp pp
aK t x a L t x
t z
−

= =
−

 і формул Сохоцького – Племеля 

в обох випадках (30.36), (30.37) граничні значення відповідних величин на верхньому та ни-
жньому берегах ліній pL′  дорівнюють 
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де ( ) ( ) ( ) ( ),yyp p xyp p xp p yp px i x u x iu xσ σ ′ ′− +  визначаються формулами (30.36), (30.37) від-

повідно за формальної заміни pz  на px .  

Залежностями (30.36) (і відповідними до них (30.39)) можна користуватися, якщо на 
межі півпростору (півплощини) задані напруження ( ) ( )0 0yy xyt i tσ σ− −− ; виразами (30.37) та 

відповідними до них (30.39) – за даних на межі тіла похідних переміщення 

( ) ( )xp p yp pu z iu z− −′ ′+ . Якщо ж використовуються змішані умови, то слід брати відповідні ком-

бінації (30.36), (30.37). 

30.7. Включення криволінійної конфігурації  

Отримані у пп. 30.5, 30.6 результати природно узагальнити [949, 975] на випадок, якщо 

pL′  – довільні гладкі криві, задані параметрично рівнянням ( ) ( ) ( )0 p p pz z x x x iy x∗ ∗ ∗= ≡ + . 

Внаслідок можливості розглядати таку лінію як границю сукупності стичних прямолінійних 
відрізків, зазначимо, що співвідношення (30.29) для необмеженої площини і (30.36), (30.37) 
для півплощини зберігають свою силу, якщо припустити, що  
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( ) ( ) ( ) ( ), , ,nn n nt t u t u tτ τσ σ± ± ± ±  − нормальні й дотичні напруження та складові переміщення на 

верхньому та нижньому берегах включення у відповідній точці ( )0 pz z t∗=  лінії pL′ . 

Спрямувавши вісь системи координат p p px O y  уздовж дотичної до лінії pL′  у розгля-

дуваній точці ( )pz t∗  неважко отримати  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1

0 0 4 0 0

1 ,
2

1 ,
2

nn n p p nn n

x y p p x y
p p

x i x f x x i x

u x iu x f x u x iu x
x x

τ τσ σ σ σ± ± ∗

± ± ∗

− = + −

∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = + +⎣ ⎦⎣ ⎦∂ ∂

∓

∓
                   (30.41) 

причому вирази для ( ) ( )
( )

( ) ( )0 0,nn n x y
p

x i x u x iu x
xτσ σ
∂ ⎡ ⎤− +⎣ ⎦∂

 збігаються відповідно з ви-

разами для  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ~ ,yyp p xyp p xp p yp p xp p yp p
p

z i z u z iu z u z iu z
x

σ σ ∂ ⎡ ⎤′ ′− + +⎣ ⎦∂
  

що подані формулами (30.29) для безмежної площини чи (30.36), (30.37) для півплощини при 
(30.31) – (30.33), (30.40), а також ( ) ( )0 ,p p pz z x xα α∗= =  і заміною  

( ) ( )0 0
xp p yp p

p
u z iu z

x
∂ ⎡ ⎤+⎣ ⎦∂

    на    
( )

( )( ) ( )( )0 0 .xp p yp p
p

u z x iu z x
x

∗ ∗∂ ⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦∂
 

Поміж функцій, що фігурують у записі ядер ( ) ( ), , ,c
pmK t x a b , ( ), , ,pmL t x a b  лише 

( ), ,pmK t x a , ( ),pmL t x  можуть мати особливість, оскільки { }Im , 0m pT X <  і 0m pT X− ≠  . 

Беручи до відома, що 

( ) ( ) ( )

( )

[ ( ) ( )]

[ ( ) ( ) 2 ]
,

1 cos 1 sin
, , ,

2 sin,

i t xm p

i x tp m

pm

pm

a i a
K t x a e

r
iL t x e

r

α α

α α θ

θ θ

θ

−

− −

− − +
=

=
                                   (30.42) 

де r  – відстань між точкою ( )pz x∗ , що розглядається (точкою спостереження), та поточною 

точкою ( )mz t∗ ; θ  – кут між дотичною до лінії pL′  у точці ( )pz x∗  і напрямом до ( )mz t∗ , а та-

кож переходячи до границі 0r →  під час p m= , маємо 

( ) ( ) ( )
0 0 0

11lim , , lim , lim , .
2pp pp

r r r

i aa iK t x a L t x
r ρ ρ→ → →

+−
= − =         (30.43) 

Тут ρ  – радіус кривини лінії pL′  у розглядуваній точці.  

30.8. Фізична інтерпретація функцій стрибка. Зосереджені сили, дислокації  

Виберемо функції стрибка у вигляді зосереджених у початку системи координат чин-
ників, пропорційних до дельта-функції  
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( ) ( ) 1 2 4 5

1 3

, , , , ,

, , , .

r r y x x y

x y x y

f x f x f P f P f b f b

f iP f b P P iP b b ib

δ
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= = = = =

= − = = + = +
                                (30.44) 

Використання формули (30.24), якщо 1 2 1 2,E E ν ν= =  дає змогу записати для напру-
жень 

( ) ( ) ( )
( ) ( )1 33 31 1

2 22 .
2 1yy xy

z z f z z ff ff fiz i z G
z z z zz z

κ
σ σ

π κ

∗ ∗∗ ∗∗ ∗⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− = − − + − + +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

(30.45) 

Перший доданок у круглих дужках характеризує напруження, породжені зосередженою си-
лою ,x yP P iP∗ = +  що прикладена у початку координат однорідної площини; другий – відпо-

відає впливові крайової дислокації з вектором Бюрґерса x yb b ib∗ = + , якщо її ядро розміщене 
у початку системи координат. Дещо складнішим виходить вираз для сили і дислокації на ме-
жі поділу матеріалів, у півплощині тощо, однак кожен з них отримується елементарно. 

Легко перенести отримані формули на той випадок, якщо зосереджені сили діють у до-
вільній точці z∗  комплексної площини, замінивши у (30.45) z  на z z∗− . Аналогічні вирази 
можна отримати, якщо прийняти до відома формули (30.29) і вважати 1, 0m p= =  
( 0 0 0 ~x O y xOy ) та ( ) ( )1r rf t f tδ= , де значення rf  дані у (30.44). Це означає, що у точці 

01 ~z z∗  уздовж відрізка 1L′ , що утворює кут 1 ~α α  з віссю x  функції стрибка пропорційні 
до дельта-функції. Тоді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }

1 1
01 1 01 4 01 1 4

1
01 1 01 4 01 1 4

1 1
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ˆ ˆ 0, , 2 0, , 1 0, 2 ,

ˆ Im 0, , 2 0, , 1 0, 2 ,

ˆ ˆ

0, , 1 2 0, ,1 0, 2 .
2

yy xy

xx

x y

z i z i K z f GK z f L z f G f

z M z f GM z f L z f G f

u z iu z

i K z f G K z f L z f G f
G

σ σ φ κ

σ φ κ

φ κ κ κ

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

⎡ ⎤− = − + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

′ ′+ =

⎡ ⎤= − − + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 (30.451) 

Цей розв'язок (так само як і (30.45)) можна вважати однорідним ( ) ( )0 0
yy xyz i zσ σ− , ( )0

xx zσ , 

( ) ( )0 0
x yu z iu z′ ′+  розв’язком для сили та крайової дислокації у точці 01 ~z z∗  необмеженого 

однорідного ізотропного середовища. Аналогічним чином з (30.36), (30.37) отримуються від-
повідні вирази для півпростору. 

Як бачимо, застосований для розв'язування двовимірних задач теорії пружності щодо 
тіл з тріщинами та іншими тонкостінними дефектами метод функцій стрибка полягає у мо-
делюванні цих неоднорідностей розподіленими вздовж їхніх осей силами та дислокаціями 
(крайові дислокації для плоскої задачі та гвинтові – для антиплоскої) з невідомими наперед 
густинами, що визначаються функціями стрибка ( ) ( )1,6rf x r = . 

30.9. Побудова інтегральних рівнянь 

Необмежена площина і півплощина. Прямолінійні дефекти 

Підставляючи вирази (30.30) для випадку необмеженої площини чи (30.39) для півпло-
щини в умови взаємодії (2.13) (там 1...4; ~ 0zj u= ; 1 2 3~ , ~ , ~ 0x yn n n n n ), отримаємо сис-
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тему сингулярних інтегральних рівнянь стосовно функцій стрибка, які повинні, крім того, 
задовольняти додаткові умови, що за умов ідеального контакту матриці з включенням згідно 
з (16.16), (16.17) запишуться так: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2 4 4 5 5

1 2

4 5

, , , ,

, ,

, .

p p p p

p p p p p p p p
L L L L

p xy p xy p p x p x p

p p p p p p

f t dt Q f t dt Q f t dt Q f t dt Q

Q N a N a Q N a N a

Q U a U a Q V a V a

′ ′ ′ ′

+ − + −

+ − + −

= = = =

= − = −

= − = −

∫ ∫ ∫ ∫

          (30.46) 

Переважно можна вважати 4 5 0p pQ Q= =  (однозначність переміщень під час обходу 
навколо включень (зходження їхніх берегів у вістрях)). Якщо до включення зовнішні зусилля 
не прикладені, то також і 1 2 0p pQ Q= = . 

Допускаючи, що кут малого жорсткого повороту включення B
Wε  включення ненульо-

вий, слід відповідним чином трансформувати вирази (16.18) чи (16.19). У своєму найпрості-
шому варіанті, якщо в умові рівності нулю моменту нехтується товщиною включення, маємо 

( )1 0
p

p
L

tf t dt
′

=∫ .                                                           (30.47) 

У випадку, якщо перші 1n  прямолінійних дефектів моделюють розрізи, береги яких за-

вантажені розподіленими зусиллями (вектор напружень 1 2q qf if± ±+  ( 10, 1q n= − )), а решта 

2 11n N n= + −  є абсолютно жорсткими плівками, береги яких приєднані до матриці з натягом 

1( , )xr yrg ig r n N± ±+ = , то умови взаємодії (2.14) зведуться до  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1

1

; 0, 1 ,

; , .

yyq q xyq q q q q q q q

xr r yr r xr r yr r r r

x i x f x if x x L q n

u x iu x g x ig x x L r n N

σ σ± ± ± ±

± ± ± ±

′− = − ∈ = −

′ ′ ′ ′ ′+ = + ∈ =
              (30.48) 

Якщо ( ) ( )1 21, 0, 0iq q iq qn N n f x if x− += + = − = , то підставляння у (30.48) виразів (30.30) 

або (30.39) дає систему сингулярних інтегральних рівнянь для системи тріщин з вільними від 
навантажень берегами у необмеженому пружному середовищі чи півплощині відповідно 
[706]. 

Необмежена площина і півплощина. Викривлені дефекти 

У цьому випадку слід вирази (30.30) чи (30.39) для кожного з включень у площині чи 
півплощині підставляти в умови взаємодії (1.8) вигляду 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )0 0, , , 0 1,4 .jp nnp np n
p p

x x u x u x j
x xτ τσ σΨ ± ± ± ±

⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟ = =
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

            (30.49) 

Система пружних прямолінійних включень на межі поділу матеріалів 

Врахуємо, що для кожного з N  включень, розташованих на прямій межі поділу матері-
алів  

( ) ( ) ( )1 2 4 1 2 5, ; 1, ,
n n

n n

x x

x x y y na a
a a

u u c f t dt u u d f t dt x L n N− −
− −

′− = + − = + ∈ =∫ ∫               (30.50) 
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де 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 , ; 1, .w w x x y y n n
x w

U w iV w c id u u i u u w a a n N− +

=
⎡ ⎤+ ≡ + = − + − = =⎣ ⎦  

Тобто величини , , ,
n n n na a a ac c d d+ − + −  характеризують переміщення нижнього краю торця 

,n na a+ −  n -го включення стосовно верхнього краю цього ж торця у напрямах осей Ox  та Oy  
відповідно. 

Підставляючи тепер вирази (30.21) у третій варіант умов взаємодії п. 16.2, отримаємо 
систему сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь для визначення функцій стрибка 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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∫
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    (30.51) 

які задовольняють додаткові умови (30.46). Тут 

( )
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )
( )

0
0 0 0

1 0 1 1 2 B 2
B

0
3 B 1

0

, ,
2

,
2

n

n

n

n

n axy
x yy ya

na
yy a

ch a x
F x k N u x k x F x G u x

h x G h x

d h a
F x x N l

k h x h x

σ
σ

σ ν

Λ Λ
−

−

−

−

−

−
+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥′ ′⎢ ⎥= − − = − −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥= + −
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( )1 2 3 4 1 2 1 12

2 1 3 1 1 321 1 1 12 B 2
11 12 13 21

1 1 1 2

2 3 1 B 3 312 1
22 23 31 32 33

2 2 1 1 1

0
1

0, 2 , , , ,

, , , ,

, , , , ,

n n n n n n
n n n na a a a a a

B

Q Q h N N Q c c Q d d l k m

l k k lm k l m G l

l G l G m l
l l l

k

λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

λ

Λ

Λ Λ
Λ Λ Λ Λ

Λ Λ Λ
Λ Λ

+ − + − + −
+ −

− −− + − +

− − − −

+ + +

= = − = − = − = +

− +− +
= = = = −

− +
= = − = − = − =

=
( ) ( ) ( ) ( )

( )

B B
2 3 4

1 2 1 0 1

B B B
2 12 B 1 3 12 0 1 2

B B B B

1, , , ,
2 2 2 2

1 3 11, , , , .
2 8 8 1

G
h x h x l h x k l h x

m G l m k k k
G G G

ν
λ λ λ

κ κ κ
κ

Λ Λ

Λ Λ

+ +

− + +

= − = = −

+ − −
= − = − = = =

+

     (30.52) 

Якщо вважати ( )1 0f x =  та не брати до відома четверте рівняння у (30.51) (умови взає-
модії (16.33)), то отримається система трьох сингулярних інтегральних рівнянь для абсолю-
тно гнучких пружних включень (АГПВ) (11) [239]. У випадку геометричної та силової си-
метрії задачі, якщо відсутній згин ( ( )1 0f x ≡ ), такі співвідношення повністю відповідатимуть 
і найзагальнішому випадкові.  
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Ще простіша модель [978, 960, 236] враховує лише стрибок дотичних напружень 
( 2 0,f ≠  )1 4 5 0f f f= = = . Вона наближено описує поводження абсолютно гнучких, мало 
податних на розтяг включень (АГМПРВ) і зводиться до розв'язування одного сингулярно-
го інтегрального рівняння  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 ; 1, .n nt x s x F x x L n N′+ = ∈ =                                              (30.511) 

У системі сингулярних інтегральних рівнянь (30.51), (30.46) входять наперед невідомі 
зусилля ( ) ( ),x xyN w N w  та відносні переміщення ( ) ( ),U w V w  на торцях включення (то-
рцьові сталі). У більшості випадків їхнім впливом нехтували. Для тріщини це цілком справе-
дливо; для абсолютно жорсткого включення їх теж можна вважати нульовими, хоча це і не 
так: зусилля на торцях ненульові, але вони не впливають на деформування абсолютно жорс-
ткого включення. А ось для включень з проміжними властивостями цього робити не бажано, 
особливо якщо сталі матеріалів матриці та включення близькі між собою. 

Найпростіший спосіб їхнього урахування полягає у припущенні, що нормальні напру-
ження на торцях включення ,w wN N  і ( ) ( ),w wc U w d V w= =  визначаються апріорними 
формулами [239] 
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     (30.53) 

Безумовно, формули (30.53) визначають напруження і переміщення на торцях вклю-
чення наближено, однак, в окремих випадках для досить тонких включень вони дають точні 
значення. Стосовно wN  це спостерігається для включень з абсолютно податного матеріалу і 
матеріалу з пружними властивостями матриці. Стосовно абсолютно жорсткого включення 
величина wN  не відіграє жодного значення. Для ( ) ( ),w wU w c V w d= =  формула (30.53) дає 
точні значення для нерозтягливих і абсолютно жорстких включень, а також прошарків з ма-
теріалу матриці. Слід тому сподіватися, що й у випадку податного матеріалу включення, рів-
но ж як і для всіх проміжних значень пружних характеристик, похибка буде невеликою. Мо-
жна запропонувати й інші формули для визначення , ,w w wN c d , які дають в граничних ви-
падках істинні значення відповідних величин (30.53), однак, обчислення, здійснені для де-
яких інших різновидів цих формул [978, 960, 237, 973], свідчать про незначну кількісну зміну 
результатів і цілковите збереження їхньої якісної поведінки. 

Для визначення торцьових сталих можна також скористатися способом, використаним 
під час розв'язування задач теплопровідності (п. 18.4) і термопружності (п. 39.3), заснованим 
у даному випадку на використанні формул (30.21). Однак, він дає задовільні результати лише 
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для дуже тонких включень і загалом не дає відчутної переваги порівняно з апріорними вира-
зами, хоча з теоретичного погляду він цілком обґрунтований. 

Інтегральні рівняння (30.51) описують поводження включень з довільними пружними 
властивостями. У частковому випадку абсолютно жорстких включень, якщо BE →∞ , з сис-

теми (30.53) випливає, що ( )4 0f x∗ =  та інтегральне рівняння для визначення ( )1f x∗  для аб-
солютно жорстких включень на межі поділу двох пружних середовищ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 2
1 1 1 1 1

2 2
, .x y

lit x i f x F x u x u x x L
l l

β β
−

∗ ∗ ∗
+ +
⎡ ⎤′ ′ ′− = ≡ + = ∈⎣ ⎦              (30.54) 

Якщо B 0E → , то отримуємо ( )1 0f x∗ =  та інтегральне рівняння  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1
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β σ σ β
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⎡ ⎤ ′− = ≡ − = ∈⎣ ⎦ ,          (30.55) 

що описує поводження двох зчеплених півплощин з різних матеріалів та системою щілин на 
лінії поділу фаз.  

Рівняння (30.54), (30.55) мають однакову структуру 
( ) ( ) ( ) ( ); 1, 4j j j jt x i f x F x x L jβ∗ ∗ ∗ ′− = ∈ =                                           (30.56) 

і розв'язуються у замкненому вигляді [635, 112] 
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               (30.57) 

( )1nQ x−  – поліном степеню 1n − , комплексні коефіцієнти якого визначаються з умов (30.46). 
З системи сингулярних інтегральних рівнянь для абсолютно гнучких пружних вклю-

чень у згаданих граничних випадках випливають аналогічне рівняння для абсолютно гнуч-
кого нерозтягливого включення (АГНВ) (див. (17) [239]) стосовно ( ) ( )2 4,f x f x  та рів-
няння (30.55) для тріщин. 

З рівняння (30.511) для абсолютно гнучких, мало податних на розтяг включень випли-
вають граничні випадки абсолютно гнучкого нерозтягливого включення, включення з мате-
ріалу однієї з прилеглих півплощин та тріщини з берегами, що контактують [978, 960, 236]. 

Одне пружне включення на межі поділу матеріалів 

Якщо [ ; ]L a a′ = − , то до визначення особливості розв'язку системи сингулярних інтег-
ральних рівнянь можна застосувати результати п. 3.1 і відповідно до (3.13), (30.24), (30.26) 
отримати 
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Беручи до відома співвідношення 
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неважко з урахуванням (3.17) отримати 
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                            (30.61) 

Таким чином, практичне визначення компонент тензора напружень і вектора перемі-
щень у довільній точці середовища легко здійснюється на основі співвідношень (30.25), 
(30.59), (30.61) як тільки будуть відомі коефіцієнти n

mA  развинень (3.17). 
Загалом отримані співвідношення показують, що на кінцях міжфазного включення і на 

його продовженні спостерігається осциляція напружень. Використання [978, 960, 236] най-
простішої моделі абсолютно гнучких, мало податних на розтяг включень, якій відповідає рі-
вняння (30.511), не дає осциляції розв'язку і для включень на межі поділу матеріалів. Звідси 
випливає висновок про те, що фізично нереальна осциляція розв'язку для тонких міжфазних 
дефектів є наслідком недосконалості використаних моделей, ідеалізації явищ. Зокрема у кін-
чику міжфазної тріщини слід враховувати певну взаємодію берегів (що й робиться тепер у 
працях М.Комніноу, В.В.Лободи та багатьох інших авторів); у вістрі абсолютно жорсткого 
включення все ж треба дозволити певне згинання. 

Пружні прямолінійні включення в однорідній матриці 

За збігу пружних властивостей матеріалів півплощин ( 1 2 1 2,E E E ν ν ν= = = = , 

1 2G G G= = ) маємо  

12 13 22 23 32 33 0λ λ λ λ λ λ= = = = = =                                             (30.62) 
і система рівнянь (30.51) істотно спрощується: 
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∫ ∫              (30.63) 

Видно, що система сингулярних інтегральних рівнянь (30.63) розщеплена на дві групи: 
перше і третє рівняння стосовно ( ) ( )2 5,f x f x , які стосуються розтягу-стиску включення та 
друге і четверте рівняння стосовно ( ) ( )1 4,f x f x  характеризують згин. За силової та геомет-
ричної симетрії задачі згин відсутній і ( ) ( )1 4 0f x f x= = ; функції ( ) ( )2 5,f x f x  – непарні. 

Торцеві сталі визначаються умовами 
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     (30.531) 

Якщо вважати ( )1 0f x =  та не брати до відома четверте рівняння у (30.63) (умови взає-
модії (16.33)), то матимемо систему трьох сингулярних інтегральних рівнянь для абсолютно 
гнучких пружних включень (19) [239]. У випадку силової та геометричної симетрії задачі ці 
рівняння і (30.63) є ідентичними. 

У граничних випадках пружних властивостей включення з (30.63) маємо 
( ) ( ) ( ) ( ), 0 ; , 1, 4;j j kt x F x f x x L k j k j∗ ∗ ∗ ′= = ∈ = ≠                        (30.64) 

– рівняння для системи співвісних тріщин ( )4j =  в однорідній площині, коли B 0E =  та та-
кої ж системи абсолютно жорстких прошарків ( )1j = , якщо BE = ∞ . Їхній розв'язок дають 
вирази  
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∫                (30.65) 

Зокрема, якщо наявний лише один тонкий дефект уздовж [ ; ]L a a′ = −  
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Стала c  дорівнює нулю для тріщини ( )4j =  та абсолютно жорсткого включення ( )1j = , 
якщо воно може вільно повертатися (до нього безпосередньо не прикладені зовнішні зусил-
ля). 
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Якщо властивості матеріалів включень збігаються з властивостями матриці, то внаслі-
док співвідношень (30.53) у випадку дії однорідного поля напружень на нескінченності всі 
функції стрибка нульові – ( ) 0rf x = ( )1,2,4,5r = . Якщо ж діють зосереджені чинники, то, 
як свідчать розрахунки, вони ненульові, проте досить малі. 

В усіх інших випадках точний розв'язок рівнянь побудувати не вдається і слід застосо-
вувати наближені методи. Аналіз характеристичної частини цих рівнянь вказує, що функції 
стрибка ( )rf x  можуть мати кореневу особливість. Тому їх можна шукати у вигляді рядів  
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Одне прямолінійне включення в однорідній матриці 

Якщо 1N = , 1a a− = − , 1 ,a a+ = [ ; ]L a a′ = − , то розв'язок (30.67) системи сингулярних 
інтегральних рівнянь (30.63) зводиться до (20.29). Тому з урахуванням п. 30.4 і формули 
(20.30) напруження і переміщення у кожній точці площини можна подати у вигляді рядів. 
Наприклад [1000] 
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 (30.68) 

Тобто, коефіцієнти розвинення (20.29), які визначаються методами ортогональних многочле-
нів чи колокацій (розд. ІІ), цілком визначають усі характеристики напружено-деформованого 
стану. 

У випадку включення еліптичного профілю (вираз (5.44) за 1β = ) побудована системи 
лінійних алгебричних рівнянь при 1 2 4 5 0Q Q Q Q= = = =  дає замкнутий розв'язок [956] 
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Якщо функції ( ) constr rF x F= = , що виконується за дії однорідного поля напружень на не-

скінченності, то ,02
r

rf Fα α
π δ=  і внаслідок цього 
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(30.71) 

Усі інші коефіцієнти розвинень (20.29) дорівнюють нулю 0, 2r
iA i= ≥ . 

З формул (30.69), (30.70) при B 0;E = ∞  випливають залежності для тріщини та абсолю-
тно жорсткого включення відповідно. 

Зауваження. Оскільки під час постановки задачі збурене поле з поверхонь контакту з 
включенням зносилося на його серединну поверхню, то обчислюючи функції 
( ) ( ),r rt z t z dz∫ , замість z x iy= +  можна брати ( ) ( )1 signz z i y h x= − . Таким чином, якщо 

точка z  лежить на межі включення, то 1z x= . Обчислення свідчать, що такий спосіб дає 

можливість дещо підвищити точність розв'язування поставленої задачі.  ■ 
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§ 31. Асимптотичні залежності 

31.1. Міжфазний дефект  

Загальний випадок 

Основним напрямом досліджень під час оцінювання міцності тіл з тонкими неоднорід-
ностями є вивчення поля напружень і переміщень в околі вершин цих дефектів, оскільки са-
ме вони визначають початок процесів пластичного деформування та руйнування зв’язків між 
структурними елементами матеріалу і конструкції. Подібно до тріщин розподіл напружень і 
переміщень має певну функціональну залежність у локальних координатах з початком у ве-
ршині неоднорідності. У публікаціях [454, 536, 1692, 1624] з експериментальних досліджень 
руйнування зразків з дефектами типу тріщин відзначають необхідність врахування другого і 
наступних членів у асимптотичних развиненнях напружень. Детальне порівняння одночлен-
них, двочленних розвинень і точних розв'язків [1000] засвідчило, що у випадку однорідного 
середовища з тріщиною двочленні розвинення вже досить добре описують кількісну карти-
ну. Проте розподіл максимальних і мінімальних значень навіть вони характеризують не до-
сить точно і за ними неможливо визначити найвірогідніший напрям просування тріщини. 

 

 
 

Рис. 31.1. Локальна полярна система координат біля вістря включення 
 
Введемо полярні системи координат ( ),r θ  з початком біля правого чи лівого кінця 

прошарку [ ];L a a′ = −  відповідно (рис. 31.1) і розглянемо компоненту 
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Питання особливості розв’язку такої системи сингулярних інтегральних рівнянь було дета-
льно розглянуте у п. 3.1, 3.2. З урахуванням подання (30.18) для комплексних потенціалів 
Колосова – Мусхелішвілі та компонент тензора напружень (30.24), (30.26) щодо плоскої за-
дачі теорії пружності для міжфазного включення через функції 
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( ) ( )2 ,r rt z iH f z∗ ∗≡ ,  ( ) ( )1,
2 L

f d
H f z

i z
ξ ξ

π ξ′

=
−∫  

у п. 30.9 (підпункти “Система пружних включень на межі поділу матеріалів” та “Одне пруж-
не включення на межі поділу матеріалів”) побудовано інтегральні рівняння та вирази для 
структури відповідних пружних потенціалів (30.58), напружень (30.59) та базової функції 

( ),nH zφ  (30.61).  

Використавши полярну систему координат ( ),r θ , на основі попереднього виразу та за-
лежності (30.61) знайдемо на основі (30.61) 
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Вирази для ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,n n nH f z H f z z z H f z′−  знаходимо аналогічно. Застосовуючи 

принцип мікроскопу ( )r a<<  [1079], утримуючи необхідну кількість членів розвинень виду 
(31.1) та підставляючи їх у (30.59), отримаємо асимптотичне розвинення для напружень в 
околі кінців дефекту бажаної міри точності. Наприклад, утримавши в (31.1) члени 
( ) 1 22r a − , ( )02r a , маємо 
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Тут в околі правого кінця ( ) ( )2 1k kπ θ π− ≤ ≤ −  (знак плюс); лівого кінця 
( ) ( )1 2k kπ θ π− ≤ ≤ −  (знак мінус);  
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Узагальнені коефіцієнти інтенсивності напружень (УКІН) ( )1,3 2,3, 1, 2n nK K n± ±
− − =  повніс-

тю описують головну частину асимптотичного розподілу напружень і переміщень біля кінців 
довільної тонкої міжфазної неоднорідності. Відзначимо, що 

( )
( ) .1,3 2,3

0 0
lim 2 ni

n n yy xyr
K iK r e iε

θ
π σ σ± ±

− −
→ =

− = ⋅ −                             (31.6) 

Поява комплексної особливості у розв'язку задачі про дефект на межі поділу матеріалів 
(так само, як і для міжфазної тріщини) свідчить про некоректність математичної постановки 
задачі, бо фактично передбачає фізично неможливе заходження верхнього берега неоднорід-
ності біля її кінця за нижній. У [1079] побудована необхідна умова коректності розглядува-
ної крайової задачі, що накладає обмеження на значення фізичних параметрів, які входять у 

nμ : 

( )exp 1 1
2 2n

r
a a

μΔ
≅ − << << .                                     (31.7) 

Вона дає можливість оцінити розмір Δ  області, у якій асимптотичне наближення строгого 
сингулярного розв'язку не має сенсу. У працях [635, 1079, 111] зазначено, що у випадку між-
фазної тріщини 2 0,0007aΔ = . Для абсолютно жорсткої плівки отримаємо таке ж значення. 
Проміжний випадок пружного включення вимагає для отримання числових значень конкре-
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тизації математичної моделі включення і відповідну цій моделі систему сингулярних інтег-
ральних рівнянь типу (4.1) для обчислення параметрів ,n ngμ  (3.10), (3.11), (3.15), необхід-
них для (31.7). 

Звернемося до питання сталих mn± , що визначають другі члени (31.4) асимптотичних 
розвинень (31.2). Зважимо на те, що 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

, ,

1 1

0

1

1

1 ˆ th

0,51 !
,

2 ch ! ! 1 ! 1,5 2

0,51 th 1
2 !

!
! 1 !

a

m n m
a

km m
n

n k
a n

m nn n
n m

n ma

x dx xa x a x P i a y a y P
a x y a

m i m k y a
a m k m k k i a

m id ii x A
x ch m

m k
k m k

α β α βα β α βπμ
π

μ
πμ μ

μϕ ξ ξ
πμ ϕ

π ξ πμ

Γ
Γ

Γ

−

+ −

=

∞
+

=−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + = − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ ±± + ± −⎛ ⎞+ ⎜ ⎟− − + ± ⎝ ⎠

+ ±
= + ± ×

−

+
×

− −

∫

∑

∑∫

( )
1

0
.

1,5 2

km

nk

x a
k i aμΓ

−

=

± −⎛ ⎞
⎜ ⎟+ ± ⎝ ⎠

∑

  (31.8) 

Переходячи у цьому виразі до границі 0x a→ ± ∓ , маємо 
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а якщо отримана система сингулярних інтегральних рівнянь має вигляд (3.1) з нульовими 
значеннями матриць 0=C , ( ), 0xξ =K , то з використанням (3.4), (3.10), (3.11) або (3.6), 
(3.10), (3.15) отримаємо 

0
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x a

in F x±
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∓
.    (31.10) 

Розглянемо детальніше деякі часткові випадки. 

Тріщина 

Нехай дефект – міжфазний абсолютно податний прошарок (тріщина, математичний 
розріз). У цьому випадку система сингулярних інтегральних рівнянь (30.54) при B 0E =  зво-
диться до (3.1), (3.2) при 
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Дандурса [307]), а два КІН 1,1 2,1 1 2~K iK K iK− − , де 1 2,K K  – загальноприйняті позначення 
для коефіцієнтів інтенсивності напружень (КІН) біля тріщини на межі поділу [454, 1687, 536, 
1692, 1555]. Причиною некоректності постановки задачі про міжфазну тріщину є неможли-
вість задовольнити крайові умови відсутності навантажень поблизу вістря тріщини. Беручи 
до відома умову коректності (31.7), маємо 2 0,ε ≅  ( )exp 1niε± ≅ : головна частина (31.3) аси-



§ 31. Асимптотичні залежності 373

мптотичного розвинення (31.2) збігається з розподілом (3.124) [1079], якщо виправити там 
помилку друку. Сталі 2n±  (31.4) мають тоді просту механічну інтерпретацію 
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за довільного зовнішнього навантажування. Система сингулярних інтегральних рівнянь (3.1) 
з урахуванням (31.11) має замкнутий розв'язок, існування якого дає можливість знайти точні 
аналітичні вирази для УКІН 1,1 2,1,K K : 
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    (31.13) 

Порівняння одночленної та двочленної асимптотик окружного напруження 
( )1,2k kθθσ =  з точним розв'язком (32.2) (див. теж [1555]) для випадку двовісного розтягу-

стиску свідчить, що якщо одночленна асимптотика є настільки неточною, що часом навіть 
якісно не враховує двовісності навантаження, то двочленна відрізняється від точного розв'я-
зку при 0,03r a=  вже не більше ніж на 1%.  

Абсолютно жорстке включення (АЖВ) 

У цьому випадку система сингулярних інтегральних рівнянь (30.55) при BE = ∞  зво-
диться до (3.1), (3.2) при 
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де Bε  – кут повертання прошарку як жорсткого цілого.  
Система сингулярних інтегральних рівнянь (3.1) у цьому випадку теж розпадається на 

сукупність рівнянь і тому 1 1 1,1 2,1 2
1 ln , 0, 0

2
K K nμ ρ

π
±= = = = , а два КІН ( ),2 1, 2mK m =  

мають для абсолютно жорсткого включення подібний механічний зміст, що й відповідні 
УКІН ,1mK  для тріщини. Причиною некоректності у постановці задачі про міжфазне абсолю-
тно жорстке включення, про яку свідчить осциляційний характер напружень і переміщень, є 
неможливість задовольнити крайові умови відсутності переміщень поблизу кінців жорсткого 
прошарку. Розглядаючи відповідну цьому випадку систему сингулярних інтегральних рів-
нянь (3.1), (31.14), легко знайти механічну інтерпретацію сталої 

( ) ( )( ) ( )0 0 *1 2
1 B 1 1

1 1 2 2

4 2 ~ .y x
G Gn u a iu a n qε

κ ω κ ω
± ± ±′ ′= − ± − + ± ±

+
                  (31.15) 

Існування розв'язку (3.1), (31.14) у явному вигляді дає можливість знайти точні аналі-
тичні вирази УКІН ,2mK  для міжфазного абсолютно жорсткого включення за довільного на-
вантаження 
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        (31.16) 

 

  
Рис. 31.2 Рис. 31.3  

 
Для прикладу був досліджений розподіл напружень для випадку двовісного розтягу-

стиску. На рис. 31.2, 31.3 зображено розподіл числових значень двочленних асимптотик 
окружного напруження kθθσ  на колі 0,03r a =  за значень 1 0,35ν = ; 2 0,3ν =  та 

2 1 0,5E E =  (рис. 31.2) і 2 1 5,0E E =  (рис. 31.3) залежно від параметра двовісності наванта-
ження q . Лінія 1 відповідає значенню 1q = − ; 2 – 0q = ; 3 – 0,3q = ; 4 – 1q = ; 5 – 2q = ; 6 –

3q = . 
Відзначимо цілковиту відсутність концентрації напружень для випад-

ку ( ) ( )2 23 1q κ κ= − + . Це означає, що за такого навантажування середовище нечутливе до 
присутності абсолютно жорсткого включення на межі поділу матеріалів (деформація видов-
ження середовища у напрямі осі включення дорівнює нулю). 

31.2. Однорідне середовище 

Частковий випадок однорідного середовища з тонким пружним включенням можна 
отримати, вважаючи у (31.1)–(31.6) 1 2 1 2,G G κ κ= = . Система сингулярних інтегральних рів-



§ 31. Асимптотичні залежності 375

нянь (30.63) є системою першого роду, 1 2 0μ μ= =  і, отже, розв'язок задачі в околі торців 
включення не осцилює. Вважаючи, що функції стрибка мають біля вістря тріщини кореневу 
особливість, прямуючи до нескінченності як 1/ 2r− , де r  – відстань від z  до вістря дефекту 
(аналіз задач теорії тріщин підтверджує таке припущення); ms – дугова відстань від точки t  

на дузі mL′  до її кінця ma±  відповідно, тобто, в разі прямування до лівого краю m ms t a−= + , у 

випадку прямування до правого краю m ms a t+= − . Тут вжитий термін дуга mL′ , а не відрізок, 
оскільки отримані результати властиві також тріщинам, розташованим уздовж довільної ду-
ги Ляпунова. Тоді  
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1 1
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З урахуванням залежності ( ) 2 sinz z ir θ− = ±  отримуємо вирази для потенціалів Коло-
сова – Мусхелішвілі 
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Завдяки цьому асимптотичні вирази (31.2) зводяться до 
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(31.18) 
Тут 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

0

0 0

1 1 2 4 4 5

* * *

2,1 1,1 3 3 4

2,2 1,2 1

2 1 1, , , , ~ lim ,
1 2 2 2

2 lim , 2 lim ,

2 2 2 2 ,
1 1
2 2

1

m

m m

s t L

s s

p k k k

r r
r m r r m r

p n n in n n in n q t t

p a a s f t p a a s f t

G GK iK p p ip

K iK p

θ
κ θ

κ

ϕ ϕ

π π
κ κ

π
κ κ

′→ ∈

→ →

∗± ± ± ∗± ± ± ∗± ∗± ∗
∗

± ±

∗± ± ±

∗±

∗

= = ≡ − ≡ + ± =
−

⎡ ⎤⎡ ⎤= ± = = ± =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ = ± = ± +
+ +

+ = =
+

∓ ∓
( ) ( )1 2 .

1
p ipπ

κ κ
± ±

∗
−

+

  (31.19) 

Згідно з (31.19) УКІН є множниками біля кореневої особливості, яку мають напружен-
ня в околі вістря тонкого дефекту в однорідному середовищі, і вимірюються у 1 2

ММПа ⋅  або 
у 3 2

ММн −⋅ . Якщо розглянути характер зміни напружень на продовженні осі включення з на-
ближенням до його вістря зовні включення ( 0θ = ) та уздовж його поверхні (θ π= ), то згід-
но з формулою (31.17) 
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                        (31.20) 

Запроваджені чотири УКІН досить повно характеризують міру інтенсивності рівня напруже-
ного та деформованого стану в околі вістря неоднорідності. З наближенням до кінця вклю-
чення компоненти тензора напружень мають кореневу особливість 1 2r− , переміщення зме-
ншуються як 1 2r . Відповідно до сукупності виразів (31.20) чотири УКІН можна знайти, як-
що, зокрема, знати асимптотику зміни певних компонент тензора напружень під час набли-
ження до вістря включення уздовж його поверхні та з боку його продовження. 

У випадку однорідного поля напружень на нескінченності 1, ,yy xx xyp pσ σ σ τ∞ ∞ ∞= = =  з 
попередніх залежностей отримуємо 
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                   (31.21) 

Переходячи до полярної системи координат, де [635, 112, 111] 
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з урахуванням того, що біля торця a+  кутϕ θ= , а біля торця a−  маємоϕ π θ= + , напружен-
ня і переміщення у полярній системі координат дорівнюватимуть 
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Тому 
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  (31.24) 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0
1 3 1 3

1,1 2,10 1 3 1 3

1 3
1,2

1 3

1
2,2

2 1 cos cos 2 1 sin 3sin
4 2

2 1 sin sin 2 1 cos 3cos

2 1 cos 2 1 cos

2 1 sin 2 1 sin

2 1 sin 2 1 sin

r ru u
G K r K r

u u

K r

K r

θ θ

κ θ θ κ θ θ
π

κ θ θ κ θ θ

κ θ κ θ
κ

κ θ κ θ

κ θ κ θ
κ

∗

∗

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − − +−
⎜ ⎟ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − + + − + +− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞− − − +
+ +⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

− + −
+

( ) ( )
3

1 32 1 cos 2 1 cosκ θ κ θ

⎛ ⎞
+⎜ ⎟⎜ ⎟+ + −⎝ ⎠

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 2

1 2

4 5

2
4 5

sin 1 cos cos cos sin4 2
1 cos cos sin sin 1 cos

sin 1 4 cos 1 cos

1 cos cos 3 sin 1 sin

n r a n a r

n a r r n a r

n a r n G a r

n G a r r n G a

θ κ θ κ κ θ κ θ θπ
κ θ κ θ θ θ κ κ θ

θ κ θ κ θ

κ θ θ κ θ κ θ

± ±

± ±

± ±

±

⎛ ⎡ ⎤⎡ ⎤− + + + − +⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎜ ⎣ ⎦+ ⎜+ ⎜ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝
⎞⎡ ⎤+ − − + − +⎣ ⎦ ⎟

⎡ ⎤+ − + + + − −⎣ ⎦ ⎠
( )3/ 2 .O r+⎟⎟

(31.25) 

У випадку дії однорідного поля напружень 1, ,yy xx xyp pσ σ σ τ∞ ∞ ∞= = =  на нескінченності 
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Якщо стрибок напружень відсутній, то ( ) ( )1 1 0f x t x∗ ∗= =  і тоді 
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Разом з тим УКІН 1,1 2,1 1 2~K iK K iK− − збігаються з класичними КІН теорії тріщин 1 2,K K . 

За відсутності стрибка переміщень ( ) ( )4 4 0f x t x∗ ∗= =  і тоді 
( ) ( ) ( ) ( )0 0

1,1 2,1 3 4 1 B 2
1 1

0, , .y x
G G

K K n n n u a n u a
κ κ

ε
κ κ

± ± ± ±+ +⎡ ⎤′ ′= = = = = − ± + = − ±⎣ ⎦ (31.28) 
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Перші члени асимптотичних виразів (31.17) тоді збігаються з виразами для КІН 1 2,k k  Дж. Сі 

[1642], якщо взяти до відома, що ( )1,2 2,2 1 2~K iK a k ikκ π κ∗− − −  та виправити помилку 
друку. Формули Ердогана і Гупти [1275] для абсолютно жорсткого включення хибні. Внаслі-
док (31.20) 1,2 2,2,K K  мають для абсолютно жорсткого включення подібний фізичний сенс, 
що відповідні УКІН для тріщин – різниця полягає тільки у інших функціях кутового розподі-
лу. 

Щодо кількості УКІН [958] для пружного включення, то слід зазначити, що функції 
стрибка ( )1,2,4,5rf r =  (якщо не зважати на фізичну природу включень) можуть бути ціл-
ком довільними і незалежними. Вони визначаються не лише зовнішнім навантаженням та 
геометрією задачі, але й механічними властивостями матеріалів і моделлю самого включен-
ня. Тому за довільного фіксованого навантаження у принципі завжди можна знайти таке 
включення (не обов'язково пружне), що спричинить задані стрибки напружень і переміщень. 
Звичайно, вибір тої чи іншої моделі включення обумовлює визначальну систему сингуляр-
них інтегральних рівнянь, наприклад (30.51), яка зв'язує функції стрибка за допомогою двох 
пружних сталих включення та силових функцій ( )jF x ( )1,2,3j = , які, у свою чергу, визна-

чаються однією зі взаємопов'язаних пар функцій ( )0
xy xσ , ( )0

yy xσ  або ( )0
yu x′ , ( )0

xu x′ . Таким 
чином, сáме інтегральні рівняння конкретизують зв'язок між парами УКІН, наприклад 

1,1 2,1,K K  та 1,2 2,2,K K , пружними сталими матеріалів та зовнішнім навантаженням. Цей зв'я-
зок, зазвичай, доволі складний і його не завжди можна виявити, хоча в окремих випадках 
(тріщини, абсолютно жорсткі включення) простота моделі дає можливість це зробити.  

У випадку дослідження пружного гострокутного включення [699] біля кожної вершини 
теж було розглянуто лише по два КІН 1 2,K K , однак це можна пояснити тим, що на кінцях 
досліджуваних у цитованій праці включень, як можна показати, реалізуються досить прості 
(типу вінклерових) умови взаємодії  

( ) ( )B 1 2 1 2 1 2 1 22 x x y y yy yy xy xyG u u iu iu i iσ σ σ σ′ ′ ′ ′− + − = − − − + . 

Тому заміною  

( )
( )

,1 ,2
,1 ,2 ,2

,1 ,2

1
, ,

1
k k k

k k k k k k
k k

K K
K K K K

K K

π κ κ
κ κ π κ

κ κ κκ

∗
∗∗ ∗

∗
∗ ∗

− +
= + = =

+ +
 

та вимогою виконання умови 1,1 1,2 2,1 2,2 BK K K K G Gκ∗= =  з перших членів асимптотич-
них залежностей (31.17), (31.18) випливають залежності цитованої праці. Через це у загаль-
ному випадку довільного тонкого дефекту у плоскій задачі теорії пружності слід розглядати 
чотири УКІН, що повністю визначаються зовнішнім навантаженням, геометрією задачі, ме-
ханічними параметрами складових елементів та математичною моделлю включення (відпо-
відно в антиплоскій задачі та задачі двовимірної теплопровідності – два). 

Використання простіших моделей абсолютно гнучкого пружного включення [239] (три 
функції стрибка) та абсолютно гнучкого мало податного на розтяг включення [978, 960, 236] 
(одна функція стрибка) обумовлює існування відповідно трьох [239] та одного [960] незале-
жних УКІН. У [960] розглядаються чотири УКІН, але всі вони між собою пропорційні.  

31.3. Концентрація напружень біля вістря жорсткого включення,                          
перпендикулярного до прямої лінії поділу матеріалів 

Розглянемо [316] жорстке лінійне включення скінченної довжини уздовж відрізка 
[ ],L ib ia′ = − − , ортогональне до прямої лінії 0x =  поділу матеріалів двох півплощин kS  



Розділ VI 380

( 1,2k = ; 1 ~ Re 0S z < ; 2 ~ Re 0S z > ) з різними модулями зсуву kG  та коефіцієнтами Пуассо-
на kν  (рис. 31.4).  

 

 
 

Рис. 31.4. Жорстке включення, перпендикулярне до межі фаз 
 

На безмежності діє однорідне поле напружень yyk kpσ∞ = , причому  

( ) ( )1 1 2 2 2 11 1p G p Gκ κ+ = + .  

Оберемо полярну систему координат ( ),r θ  на продовженні осі включення у точці її 
перетину з межею поділу матеріалів півплощин і включення змоделюємо стрибком дотичних 
напружень на його осьовій лінії 

( ) ( ) ( )1, 0 .
2r r r a r bθσ π σ= − < ≤ ≤                                    (31.29) 

Сингулярне інтегральне рівняння збуреної частини задачі, отримане за допомогою ін-
тегрального перетворення Мелліна, має вигляд [311] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
0 0 0 0

2
11 2

0
1 2 1 0

02
1 1 1 1

3 2
1 1 20 0

1 , ,

4 11 1,
2 1

2 1 ,1 8 12 , , .
1

b

a

r

r r K r r r dr F r a r b

mmK r r
m m r r

G u r Gm r r F r m
m r Gr r r r

σ
π

κκ κ
κ κ κ

κ π
κ κ

−⎡ ⎤− + = ≤ ≤⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎡ ⎤− −−⎜ ⎢ ⎥= + +⎜ ⎢ ⎥+ + +⎜ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝
⎞⎡ ⎤ + ∂− ⎟⎢ ⎥+ − = − =
⎟+ ∂⎢ ⎥+ +⎣ ⎦ ⎠

∫

      (31.30) 

Тут ( )0
1 ,ru r π  – переміщення на лінії θ π=  за відсутності включення. 
Однозначність розв'язуваності інтегрального рівняння (31.30) у класі функцій з інтег-

ровною особливістю у точках ,r a b=  забезпечує умова 

( )0 0 0
b

a
r drσ =∫ .                                                         (31.31) 

Нормуючи (31.30), (31.31) заміною  
0 0r a x b= + ,  0 0 0r a t b= + ,  ( )0 2a a b= + ,  ( )0 2b a b= −  

та вважаючи, що 0a → , отримаємо інтегральне рівняння з додатковою умовою 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

1 1 , 1
2

k x t f t dt x x
t x

Φ
−

⎡ ⎤+ = ≤⎢ ⎥−⎣ ⎦∫ ;                                         (31.32) 
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( )
1

1
0f t dt

−

=∫ ,                                                               (31.33) 

де 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

212 11 2
0

1 2 10

1 2 0 0 0 0
1 1

4 11 1, 1 , ,
2 1

6 1
3 , , .

1

k
k

k k
k

md t x mk x t c x c
m mdx

m
c c f t a t b x F a x b

m

κκ κ
κ κ κ

σ
κ κ

Φ

−

=

⎡ ⎤− −+ + −⎢ ⎥= + = +⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥⎣ ⎦

−
= = = + = +

+

∑
      (31.34) 

Розв'язок рівняння (31.32) за умови (31.33) згідно з (3.9) шукаємо у вигляді 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 1 0,5, 1 0f t w t t w t t tα βϕ α β= = − + = − − < < ,             (31.35) 

де ( )tϕ  – обмежена вимірювана функція. Тоді 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 0

1
11

1

1

1 ctg 11 ,
2

1 1 1 1 11 1
2 sin

1 1; 0,1,2 ;

k
k

k

k
k

k

x xf t dt
t x

d t x k x
f t x dt

dx

d x
x x k

dx

β

β

ϕ πβ

π

ϕ β β β
π πβ

Φ

Φ

−
−

−

⎡ ⎤− + +⎢ ⎥⎣ ⎦= −
−

+ + − − − + +
+ = +

+ + ≤ =

∫

∫                   (31.36) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2p p
1 1

0 1H 1;1 ; , H 1;1 ;x xΦ Φ\ \∈ − ∈ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ( 1 2p , p  – показники Гельдера), з 

інтегрального рівняння (31.32) випливає 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1 1
0 1

2
21 2 1

2

1 1 1 1
1 ctg 1

sin sin

1 1 1
1 1 1 .

sin

c x c x
x x x

d x c x d x
x x x x

dx dx

β β
β

β

ϕ ϕ β
ϕ πβ

πβ πβ

ϕ β β
πβ

Φ Φ

Φ Φ
Φ

− + − +
− − + + − + − +

− − +
+ + − + + = <

     (31.37) 

Оскільки ( )1 0ϕ − ≠  і для 1 0β− < <  виконуються граничні рівності 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0 1
1

lim 1 , , 1 0 0,1, 2k k k
x

x x x x d x dx kβ Φ Φ Φ
→−

+ + = = , 

співвідношення (31.37) для значень ( )0,1, 2kc k =  з формули (31.34) приводить до такого ха-
рактеристичного рівняння стосовно β : 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1 2 3 1 1 1 1

2
2 2 3 1 2 1 2 1

2 cos 1 1 0, 1 ,

4 1 , 1 1 .

d d d d m m

d m m d m m m m

π β β κ κ κ

κ κ κ κ κ κ

+ − + − = = + +

= + − = − + − − +
               (31.38) 

Розв'язок рівняння (31.32), (31.33) шукаємо методом механічних квадратур на основі 
квадратурної формули Ґаусса–Якобі [1276], який дає систему лінійних алгебричних рівнянь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1 , 1... 1 , 0
N N

j i j j i j j
j jj j

W k x t t x i N W t
t x

ϕ ϕ
π

Φ
= =

⎡ ⎤
+ = = − =⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ,           (31.39) 

де 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ,
1

, ,
1

2 2 1 1 2
,

1 ! 1 1

0 1... , 0 1, 1 ;

j
j n jn

j iN N

n n n
W

n n n P t P t

P t j N P x i N

α β

α β α β

α β α β

α β α β

α β α β

Γ Γ

Γ

+

+

− −
−

+ + + + + + +
= −

′+ + + + + + +

= = = = −

 

( ) ( ),
nP tα β  – поліноми Якобі; ( )xΓ  – гамма-функція Ойлера (Ейлера); N  – порядок апрокси-

мації. 
Визначимо КІН для випадку 0a →  у вигляді  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
0

lim 2 , , lim 2 ,0
r b r

k b r b r k a r rβ
θθ θθσ π σ−

→ →
= − = ,                  (31.40) 

де нормальні напруження дорівнюють [311] 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
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1 0 1 20 0
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2 3 1 1 1,0
1 2 1

b b

b

r dr mr r
r r m
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m r r m r r r r

m rr r
m m r r m m r r
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σκ κ κ
σ π σ

π κ π κ κ

α κ κ
κ κ

κ
σ σ

π κ κ κ κ

⎛ ⎡− −
= + +⎜ ⎢⎜+ − + +⎣⎝

⎞⎡ ⎤⎤+ − +− ⎟⎢ ⎥+ + −⎥ ⎟+ − + ⎢ ⎥+ +⎦ ⎣ ⎦ ⎠
⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤+

= − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ + ⎠

∫ ∫

∫ 0.dr⎟
⎟

(31.41) 

Використовуючи (31.36), з (31.40), (31.41) маємо  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

*1
01

1 2 1*

1 2

1 lim 2 , lim 2 ,
2 1

1 3 2 2 2
2 1 sin 1

r b r
k b r b r k a G r r

m m m
G

m m

βκ
σ σ

κ

κ β κ κ β
κ κ π β

−

→ →

− ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = ⎣ ⎦⎣ ⎦+

+ + − + + +
= −

⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

               (31.42) 

і після підставляння у (31.42) виразу для функції ( )rσ  з урахуванням (31.34), (31.35) маємо 
остаточно 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*1

1

1 2 1 , 2 1
2 1

k b b k a G b ββκ
ϕ ϕ

κ
−−

= = −
+

.                          (31.43) 

 
Таблиця 31.1 

 
m  β  ( )0k a  ( )0k b  

0,001 
0,01 
0,045 
0,1 

0,98 
1,02 
10,0 
23,08 
100,0 
1000,0 

–0,289167 / –0,242160 
–0,292210 / –0,246706 
–0,303789 / –0,263695 
–0,321158 / –0,288302 
–0,497429 / –0,497291 
–0,502532 / –0,502662 
–0,786738 / –0,786881 
–0,855544 / –0,855184 
–0,929365 / –0,929040 
–0,977550 / –0,977427 

–0,000535 / –0,000642 
–0,005199 / –0,006177 
–0,021047 / –0,024010 
–0,039891 / –0,043180 
–0,067268 / –0,060371 
0,000167 /  0,000158 

–0,001915 / –0,001138 
–0,003832 / –0,002891 
–0,003323 / –0,002673 
–0,001260 / –0,001044 

0,058113 / –0,051889 
0,058248 / –0,052028 
0,058773 / –0,052558 
0,059523 / –0,053229 
0,059729 / –0,066556 

–0,000169 / –0,000159 
–0,018174 / –0,016197 
–0,021872 / –0,019457 
–0,025262 / –0,022460 
–0,026849 / –0,023894 

 
У табл. 31.1 подані значення β  мінімального дійсного кореня трансцендентного рів-

няння (31.38) та безрозмірних КІН (31.43) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 1,k a k a b p k b k b b pβ= =  для де-
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яких значень відносного модуля зсуву матеріалів півплощинm , однакових коефіцієнтів Пуа-
ссона 1 2 0,3ν ν= = , кількості вузлів колокації 40N =  у випадку плоскої деформації та (через 
дріб) – плоского напруженого стану. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 31.5 
 

Рис. 31.6 
 
На основі виразу (31.29) та інтерполяційної формули [1435] визначені дотичне напру-

ження 1rθσ  на поверхні включення для 1 2 1000; 0,001m G G≡ =  (рис. 31.5) та залежність но-
рмованого напруження 1rθσ  від m  у точці 0x = −  (рис. 31.6). 

 
 

§ 32. Одне включення в однорідній і кусково-однорідній                            
ізотропній матриці та періодичні задачі для одного включення.                     

Взаємодія дефектів 

Загальні співвідношення для цього випадку подані у п. 30.9. Тепер конкретизуємо 
отримані вирази стосовно окремих часткових випадків навантаження. 

32.1. Однорідне поле напружень на нескінченності 

У цьому випадку справедливі вирази (31.21), (31.26). Суперпозиція отриманих розв'яз-
ків при  

2 2
1sin , cos , sin 2

2yy xx xyp p σσ σ α σ σ α σ τ α∞ ∞ ∞= = = = = =   (32.1) 

дає можливість вивчати навантаження одновісним полем напружень σ  під кутом α  до осі 
включення. 

Тріщина 

Для тріщини уздовж відрізка [ ; ]a a−  [1000] 
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 (32.2) 
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 (32.4) 

Якщо 0τ = , то формули (32.3) дають співвідношення (15) [536] у припущенні, що 
1p pα= . Вирази (32.4) приводять до формул праці [279], якщо врахувати помилку друку, яка 

змінила знак rθσ . Характерно, що дотичні напруження на нескінченності не фігурують у 
других членах асимптотичних розвинень напружень, але присутні у других членах подання 
переміщень. 

Абсолютно жорстке включення 

Для абсолютно жорсткого включення 



§ 32. Одне включення в однорідній та кусково-однорідній ізотропній матриці й періодичній задачі... 385

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

4 5 4 5 1,1 2,1 4 5

0 0
1 2 0 0

1, 1 2
0

1,2 * 2,2 1 2 *

* 1

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

2 12 1
, ,

1 1 1, , ,
2 2 2

1 3 1 ;
4

y x
n n y x n

f x f x t z t z K K n n

G u iu xG
A iA u iu f x if x

X x

a a
K p K n in ip

p p p

κκ
δ

κ κ

π κ π κ κ
τ τ

κ κ κ

κ κ

± ±

± ±

= = = = = = = =

′ ′+ −+ ′ ′− = − − =

− − +
= = − + = − +

⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦

   (32.5) 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )

1 5 1 5
1,2 2,2

1 5 1 5

1 5 1 5

*
1 2

*

2 3 cos cos 2 3 sin sin

2 5 cos cos 2 5 sin sin
4 2 4 2

2 1 sin sin 2 1 cos cos

1
1 3 ,

2
1

4 2

yy

xx

xy

x

y

K K
r r

p

p O r

u
G

u

σ κ θ θ κ θ θ
κ κ

σ κ θ θ κ θ θ
π π

σ κ θ θ κ θ θ

κ

κ
κ

κ τ

π

∗ ∗
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + −⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

= − + − + − − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − + − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+
⎜ ⎟

+ − +⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

⎛
⎜
⎝

( )

( )
( )
( ) ( )

1 3
1,2

1 3

1 3 3 2
2,2

1 3 *

4 1 cos cos
sin sin

sin sin 12 2 sin ;
4 1 cos cos 1

K r

rK r O r
p

κ θ θ
κ

θ θ

θ θ κ τπ θκ
κκ θ θ κ

∗

∗

⎞ ⎛ ⎞− + +
= ± ±⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ +⎝ ⎠⎠
− − ⎛ ⎞+⎛ ⎞

± ± +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

     (32.6) 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( ) ( )
( )

1 3 1 3
1,2 2,2

1 3 1 3

1 3 1 3

*

5cos 2 1 cos 5sin 2 1 sin

3cos 2 1 cos 3sin 2 1 sin
4 2 4 2

sin 2 1 sin cos 2 1 cos

2 1 cos 2 1 sin 2
1 2 1 cos 2

2

rr

r

K K
r r

p

θθ

θ

θ κ θ θ κ θσ
κ κ

σ θ κ θ θ κ θ
π π

σ θ κ θ θ κ θ

κ θ κ θ τ

κ θ
κ

∗ ∗
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + + −⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ = − + + + − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − + + − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤− − + +⎣ ⎦
+ + − ( )

( ) ( )
( )1 2

*

*

1 sin 2 ,

1 sin 2 1 cos 2

p O r

p

κ θ τ

κ θ κ θ τ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎡ ⎤ − + +⎣ ⎦⎜ ⎟
⎜ ⎟− + +⎝ ⎠

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 3
1,2

1 3

1 3
2,2

1 3

* 3 2
*

*

2 1 cos 2 1 cos
4 2

2 1 sin 2 1 sin

2 1 sin 2 1 sin

2 1 cos 2 1 cos

1 cos 1 sin2 2 sin 2, , .
1 21 cos 1 sin

r

p

u
G K r

u

K r

pr pO r
p

θ

κ θ κ θ
π κ

κ θ κ θ

κ θ κ θ
κ

κ θ κ θ

κ θ τ κ θπ θ θκ θ
κ κκ θ κ θ τ

∗

∗

⎛ ⎞− − − +⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞− + −

+ +⎜ ⎟⎜ ⎟+ + −⎝ ⎠
⎛ ⎞+ + −

+ + = =⎜ ⎟⎜ ⎟ −− − +⎝ ⎠

 (32.7) 

Пружне еліптичне включення 

У цьому випадку [1000] слід використовувати формули (30.70) та вираз для функції 
стрибка 

( ) ( )1 0
r

rf x xA X x= ,      (32.8) 
де 
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Рис. 32.1 

 

32.2. Числовий аналіз узагальнених коефіцієнтів інтенсивності напружень                 
для одного пружного включення 

Числовий аналіз здійснювався з використанням методів ортогональних многочленів та 
колокацій. Отримано, що в усіх способах навантажування зі зменшенням відносної довжини 

0A a h=  включення змінної товщини ( )h x  (5.44) УКІН зменшуються і за фіксованого зна-
чення відносної жорсткості включення Bk E E=  (відмінного від нуля та нескінченності) 
при A→∞  стають нульовими. 

Вплив форми 

У працях [958, 956] розрахунки здійснені для однорідного поля напружень на нескін-
ченності окремо для: 1) розтягу перпендикулярно до осі включення yy pσ∞ = ; 2) розтягу уз-

довж осі включення 1xx pσ∞ = ; 3) поперечного зсуву xyσ τ∞ = . Одновісний розтяг під кутом α  
є згідно з (32.1) суперпозицією відповідних навантажень. 

Покладалася відносна довжина 10A =  та різні значення відносної жорсткості включен-
ня k  ( Bν ν= , плоский напружений стан) та параметра форми β . Рис. 32.1 [958] містить гра-
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графіки залежності УКІН від параметра k  для прямокутного включення ( )β = ∞ . Криві 1...6 
відповідають значенням  

1. ( )1,1K p aπ ;   2. ( )1,2K p aπ ;   3. ( )1,1 1K p aπ ; 

4. ( )1,2 12 K p aπ ;   5. ( )2,1 ;K aτ π    6. ( )2,22K aτ π . 

При 1000k ≥  і 0,001k ≤  (як і у всіх інших способах навантажування) вони відрізня-
ються від точних для абсолютно жорсткого включення і тріщини відповідно не більше як на 
1% і не залежать від форми включення. Ця незалежність від профілю за поздовжнього зсуву 
теж властива тріщині та абсолютно жорсткій плівці (але не абсолютно жорсткому включен-
ню). Тому можна стверджувати, що використана у плоскій задачі модель включення є того 
самого порядку міри адекватності, що й плівкова модель антиплоскої задачі. 

 
Рис. 32.2 

 
Для дослідження впливу профілю включення  обчислення здійснені з точністю не мен-

шою від 1%. Слід зазначити, що за першого й другого способів навантаження 
2,1 2,2 0K K= = , а у третьому – 1,1 1,2 0K K= = . На рис. 32.2 – 32.4 [956] подана залежність не-

нульових УКІН ( ), ( , 1, 2)j iK p a i jπ =  від параметра форми β  для окремих значень k . 

Загалом аналіз зміни УКІН за квазістатичного навантажування на нескінченності пока-
зав, що загальною тенденцією є збільшення абсолютного значення УКІН зі збільшенням β  
від 1β =  (еліптичний профіль) до β = ∞  (прямокутний профіль). Результати для прямокут-
ного включення відрізняються від відповідних даних, отриманих при 100β = , не більше як 
на 6%, а при 10β =  – не більше як на 60%. Причому, ця різниця максимальна для тих УКІН, 
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які досить малі; для УКІН, що близькі до своїх максимальних (за зміни k ) значень, вона не 
перевищує відповідно 1% і 4%. Закругленість кінця включення істотно зменшує концентра-
цію напружень для всіх значень їх відносної жорсткості за винятком 0;1;k = ∞  (і, зрозуміло, 

близьких до них), коли зміна форми не впливає на УКІН. УКІН, обчислені для 310k −=  та 
310k =  відрізняються від КІН для тріщини та абсолютно жорсткого включення не більше, як 

на 1% (в межах точності здійснених обчислень). 
Попри те, що форма включення змінюється від еліптичної до прямокутної, моделюван-

ня згідно з методом функцій стрибка прошарку лінією стрибка неявно стверджує його гост-
рокутність. Такий підхід породжує особливість поля напружень біля кінця включення і ви-
магає введення поняття УКІН. Параметр форми β  фактично є мірою загостреності кінця 
включення і тому найтупіше, здавалося б, включення прямокутного профілю спричиняє най-
вищу концентрацію напружень і з цього погляду його слід вважати найбільш загостреним 
(дві вершини торця зведені в одну точку). Еліптичний профіль характеризується найменши-
ми значеннями УКІН для кожного значення відносної жорсткості включення. 

 

Рис. 32.3 
 

Абсолютно гнучке малоподатне на розтяг включення 

Застосування основної моделі пружного включення у випадку включення на межі поді-
лу матеріалів передбачає існування у кінцях неоднорідності механічно нереальних осцилю-
ючих особливостей. Найпростіша модель абсолютно гнучкого малоподатного на розтяг 
включення, яка вимагає існування лише стрибка на включенні дотичних напружень 

( )2 1 2xy xyf x σ σ= − , породжує одне сингулярне інтегральне рівняння типу Прандтля [978] 
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   N  – нормальне напруження на торці включення. 
 

 
Рис. 32.4 

 
На рис. 32.5, 32.6 подані результати обчислення нормованої функції стрибка ( )2f x p  

(рис. 32.5) та нормованих напружень  
0 0 0, ,yyi yyi xxi xxi xyi xyip p pσ σ σ σ σ σ= = = ( 1 0p = , суцільні лінії); 

1 1 1
1 1 1, ,yyi yyi xxi xxi xyi xyip p pσ σ σ σ σ σ= = = ( 0p = , штрихові лінії) 

на верхній ( i = 2) та нижній ( i = 1) поверхнях включеннях (рис. 32.6) у випадку дії однорід-
ного поля напружень на нескінченності yy pσ∞ = , 1 1xx pσ∞ = , 2 2xx pσ∞ = , 0xyσ∞ =  (пружні сталі 
та напруження на нескінченності зв’язані залежністю (30.11) на кусково-однорідну тонку 
пластину для вказаних на рисунках значень відношень пружних властивостей матеріалів та 
геометрії задачі.  
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З огляду на силову симетрію задачі для обчислень застосовувалося подання функції 
стрибка у вигляді притятого степеневого ряду за парними степенями з виділеною кореневою 
особливістю 

( )
2

2 2 2 0,2

mM

m
m

a xf x a
aa x =

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠−

∑ . 

Різні лінії на рис. 32.5 характеризують функцію стрибка для різної кількості врахованих 
у цьому ряді членів розвинення 1, 2, 4,16, 35M = . Порівняно з методом ортогональних мно-
гочленів швидкість збіжності тут набагато менша, хоча й задовільна. 

 

                           Рис. 32.5                                                                                  Рис. 32.6 
 
На основі рис. 32.6 можна стверджувати, що жорсткість матеріалу включення істотно 

впливає на розподіл дотичних напружень і меншою мірою – на зміну нормальних напру-
жень. 

Можна отримати замкнуті аналітичні розв’язки побудованого тут рівняння для гранич-
них випадків абсолютно жорсткого включення ( k = ∞ ) та тріщини, однак, оскільки введена 
лише одна функція стрибка, то розходження берегів тріщини не допускається, і у цьому ви-
падку отримується розв’язок задачі для тріщини з берегами, що контактують між собою. 

Поняття узагальнених коефіцієнтів інтенсивності напружень можна вводити різним 
чином. Зокрема, у перших працях автора [978, 960], де використовувалася модель абсолютно 
гнучкого малоподатного на розтяг включення, фігурувала лише одна функція стрибка, а ра-
зом з нею й один коефіцієнт інтенсивності напружень, який вводився у розгляд залежністю 
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Відповідно до цієї моделі усі інші функції стрибка неявно дорівнювали нулю. Характерною 
особливістю цієї моделі є те, що навіть для включення (у тому числі абсолютно нерозтягли-
вого чи тріщини зі зчепленими берегами) на межі поділу матеріалів осциляція розв'язку по-
близу вістря неоднорідності відсутня. Можливість отримання класичного розв'язку для трі-
щини у граничному випадку 0BE →  за такого підходу відсутня. 

Рис. 32.7 [960] відображає обчислену за допомогою методу ортогональних многочленів 
залежність нормованих коефіцієнтів інтенсивності напружень 3 3j jk k+ ∼  ( 1, 2j = ), що для од-

норідної матриці пропорційні УКІН 1,2K , обчислені у випадку дії сил 2 1,P iP P iP= = − , при-
кладених відповідно у точках *2 * *1 *,z iy z iy= = −  у випадку дії одного включення сталої тов-
щини / 0,1h a =  завдовжки 2a  у кусково-однорідній пластині, якщо коефіцієнти Пуассона 
усіх складових однакові 1 2( 1/ 3)Bν ν ν= = =  за різних значень відносної жорсткості півпло-
щин 1 2/E Eλ = та відносної жорсткості включення 1/Bk E E= . Рис. 32.7 а стосується однорі-
дної матриці ( 1)λ = , якщо 31 32k k= − , а рис. 32.7 б – півплощин різної жорсткості, якщо зв'я-
зок між 31 32,k k  відповідно до попереднього виразу дещо складніший. Помітне зростання на 
початковій стадії абсолютного значення КІН 31 32,k k  під час віддалення сил від поверхні 
включення. 

 

а б 
Рис. 32.7 Рис. 32.7 
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Абсолютно гнучке пружне включення 

У праці [239] у розгляд введено три функції стрибка (у прийнятих тут позначеннях – це 
2 4 5( ), ( ), ( )f x f x f x ). Тобто вважається, що стрибок нормальних напружень на поверхні вклю-

чення 1( ) 0f x = . Це рівнозначне припущенню про те, що включення не чинить опору згинові 
– воно є абсолютно гнучким. Слід мати на увазі, що за силової та геометричної симетрії за-
дачі включення не вигинається і ця модель є цілком адекватною найзагальнішій. Поряд із 
згаданими вище КІН 3 jk+ , пов'язаними з границею дотичних напружень під час наближення 
до вістря включення уздовж його верхнього ( 2j = ) чи нижнього ( 1j = ) берега включення і 
функцією стрибка 2 ( )f x , у розгляд було введено ще два типи КІН, пов'язані з границею но-
рмальних напружень під час прямування до вістря включення з його зовнішнього боку: 

{ } { }1 2 1 2
( 0)

~ , ~ lim 1 , ( 1,2).j j yyj xxj
x a

xk k k k j
aθ

σ σ± ±

→± =
= ± − =  

 

 
Рис. 32.8 

 



§ 32. Одне включення в однорідній та кусково-однорідній ізотропній матриці й періодичній задачі... 393

Зіставлення цього виразу з (31.20) дає таку лінійну залежність між цими КІН та УКІН 
1,1 1,2

1 1 2 2 1,1 1,2
1 3~ , ~ .

12 2j j
K K kk k k k K K

ka aπ π
± ±+ +⎡ ⎤= = −⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

Використання згаданої вище моделі [239] вже дає можливість отримати класичний роз-
в'язок для тріщини у граничному випадку 0BE → . Причому, якщо дефект лежить на межі 
поділу різних матеріалів, то за такого підходу напруження матимуть характерну механічно 
некоректну осциляцію. 

Рис. 32.8 відображає отриману методом ортогональних многочленів залежність пов'я-
заного з асимптотикою нормальних напружень yyσ  на продовженні осі дефекту КІН 1k  від 

відносної відстані * /y a двох зосереджених сил величиниP , що діють у протилежних напря-
мах перпендикулярно до осі включення сталої товщини / 0,1h a =  завдовжки 2a  в однорід-
ній тонкій пластині (плоский напружений стан) для низки значень відносної жорсткості 
включення 1/Bk E E= , якщо коефіцієнти Пуассона усіх складових однакові 

1 2 1/ 3Bν ν ν= = = . Цьому КІН, так само, як і КІН 31 32,k k , властиве зростання на початковій 
стадії абсолютного значення під час віддалення сил від поверхні включення і наступне при-
родне зменшення до нуля. 

 

 
Рис. 32.9 

 
У зв'язку із обговоренням залежності КІН 1k  від параметрів задачі теорії тонких вклю-

чень також подана на рис. 32.9 залежність від відносної жорсткості включення k у випадку 
дії однорідного поля напружень на нескінченності. 

В усіх випадках (дії сил і напружень на нескінченності) обчислення були здійснені з 
точністю до одного процента і у випадках 1000; 0,001k = отримані результати з точністю до 
1% збігаються з аналітичними результатами розрахунку для абсолютно жорсткої плівки та 
тріщини відповідно. Таким чином, обчислення підтвердили надійність моделі [239] у випад-
ку симетрії задачі. Однак використання КІН 1 2 3, ,j j jk k k  не є доцільним, оскільки не дає 
можливості виділити вплив різних функцій стрибка. З цього погляду у теорії тонкостінних 
включень слід надавати перевагу узагальненим КІН ,i jK . 
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Рис. 32.10 

 
Детальніше про зосереджені сили та крайові дислокації див. нижче у п. 32.3. 

 

Включення еліптичного профілю 

Формально еліптичний профіль ( ) ( )1/ 22 2
0 1h x h x a= −  ( 1β = ) тонкого включення дає 

найменшу концентрацію напружень та відому з літератури сталість поля напружень всере-
дині включення еліптичної форми за однорідного поля напружень на нескінченності. Для 
прикладу [1000] було здійснено обчислення у випадку 0 0,1h a = , B 1/ 3ν ν= =  для плоского 
напруженого стану за різних значень відносної жорсткості включення Bk E E=  за одновіс-

ного розтягу в напрямі, перпендикулярному до осі включення yy pσ∞ = . Обчислення здійснені 
з точністю не меншою від 1%.  

 

 
 

Рис. 32.11 
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Рис. 32.12 
 

Рис. 32.10 характеризує розподіл максимальних дотичних напружень  
2

2
max 2

xx yy
xy

σ σ
σ σ

−⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

в області, що прилягає до абсолютно жорсткого включення. На основі цього розподілу мож-
на прогнозувати розвиток смуг ковзання в околі тонкого пружного включення. 

На рис. 32.11 зображений розподіл нормованих нормальних напружень ,yy xxp pσ σ  
уздовж лінії поділу матеріалів і на її продовженні для різних значень відносної жорсткості 
включення. Помітна практично цілковита їхня сталість на межі з включенням та їхня сингу-
лярність на лінії продовження.  

А ось дотичні напруження xyσ  (рис. 32.12) сингулярні всюди. Внаслідок цього і їхньо-
го стрибка й формується незмінність напружень всередині включення. Для порівняння поряд 
із суцільними лініями, які відповідають еліптичному профілю включення, штриховими зо-
бражені нормовані значення дотичних напружень на лінії контакту матриці з включенням 
практично сталої товщини ( 410β = ). 

Асимптотичні формули 

На рис. 32.13 зображений розподіл максимальних дотичних напружень max
xyσ  уздовж 

концентричних кіл з центрами у правому торці абсолютно жорсткого включення. Суцільна 
лінія відповідає повному розв'язкові задачі; штрихова – двочленній асимптотиці; пунктирна 
– одночленній, яка описується лише сингулярною частиною. Помітно, що врахування друго-
го члена загалом підвищує точність обчислень, однак, і це не може гарантувати достатньо 
точного значення полярного кута, за якого досягаються екстремальні значення max

xyσ . Тому 
майже повсякчасне використання у теорії тріщин одночленних асимптотичних розв'язків, що 
характеризуються КІН, до визначення початкового кута виглядає досить проблематичним.  
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Рис. 32.13 
 

32.3. Зосереджені сили і крайові дислокації [978, 960, 239, 954] 

Скінченна тріщина та абсолютно жорстке включення 

Якщо зовнішнє навантаження здійснюється зосередженою силою *
1x yP P iP if= + =  та 

крайовою дислокацією *
4x yb b ib f= + = , прикладеними у точці * * *z x iy= +  необмеженого 

простору, то скориставшись відповідним однорідним розв'язком (30.451) при 0α = , у грани-
чних випадках тріщини та абсолютно жорсткого включення з інтегральних рівнянь (30.64) та 
їх розв’язку (30.66) для одного дефекту випливають такі аналітичні вирази. 

Для скінченної тріщини: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

* * * * *
4 0 1 1 * 4 1 * 1 4 1 *

* * * * *
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f x t x K K

κ

κ

φ π κ

⎡ ⎤= + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦
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1
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* *
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, ,i
z z a zz

L z z e
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1 2 2 2 2
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0 2 *
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2 1
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    ( ) ( ) ( ) ( )
12 * 2 *

1 * 0 *2 2 2 2* *

, , , ,1, , , , , ,iK z z K z z
K z z i a ie K z z a

z z z zz a z a
ακ κκκ κ
⎡ ⎤
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                (32.9) 

Для скінченного абсолютно жорсткого включення  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

* * * * *
1 1 1 1 * 4 1 * 1 4 1 *

* * * * *
1 1 1 0 * 4 0 * 1 4 0 *

* * * *
1,2 2,2 2 1 2 * 4 2 * 1 4 2 *

* *
4 4 1,1 2,

, , 2 , ,1 2 , ,

, , 2 , ,1 2 , ,

, , 1 2 , ,1 2 , ,

t z c f K z z G f K z z f G f L z z

f z c f K z z G f K z z f G f L z z

K iK c f K z z G f K z z f G f L z z

f x t x K K

κ κ κ κ

κ κ κ κ

π κ κ κ

⎡ ⎤= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤− = − + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

= = =
( )

1 1 2
2

1
0, , .

22
aic c

Gl
φ κ πφ

κ+
−

= = =

  (32.10) 

Вирази для КІН тріщини при *
4 0f =  (діє лише зосереджена сила) збігаються з відоми-

ми [1079]. Формули (21) [1352] для КІН містять помилки. 
Виходячи з рівнянь для абсолютно гнучкого пружного включення [239] (див. коментар 

після формули (30.52)) та для абсолютно гнучкого мало податного на розтяг включення 
(30.511) [978, 960], можна отримати подібні вирази для абсолютно гнучкого нерозтягливого 
включення. 

Півнескінченні тріщина й абсолютно жорстке включення 

Замкнуті співвідношення для півнескінченної тріщини та абсолютно жорсткого вклю-
чення одержимо з (32.9)–(32.10) аналогічно до п. 21.1, помістивши у правий торець прошар-
ку локальну систему координат * *,z a z aξ ξ= − = −  (див. рис. 26.1) та перейшовши до гра-
ниці a →∞ . Тоді формули (32.9), (32.10) залишаються правильними, тільки слід замінити 
вирази для функцій 0K , 1K , 2K , 0L , 1L , 2L  на 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

1

1
1

1 1

1

* *
0 *

* *

* *
1 *

* * * *

* * * * *
0 * 1 *2 2

* * * *

* *
2 * 2

* *

, , ,

1, , ,

, , , ,
2 2

2 2
, , , ,

i

i
i

i i

i

K e

ieK ie

L e L ie

K e L z

α

α
α

α α

α

κ ξ ξ
ξ ξ κ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

κ ξ ξ κξ ξ κ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξξ ξ ξ ξξ ξ ξ

κ ξ ξ
ξ ξ κ

ξ ξ ξ ξ

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −

− −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥= − − −⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

− + −
= =

− +

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −

− −⎢ ⎥⎣ ⎦
( ) ( ) ( )

( )
1 * * *

* 2
* *

.
2

iz e α ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ
− − +

=
−

 (32.11) 



Розділ VI 398

Тоді для півнескінченної тріщини отримається вираз (23) [1352] (при цьому слід зроби-
ти заміну *

1 2if  на F , *
4 2G f  –  на G  і результат поділити на 2 ): 

( )

1

1 1 .

*
1,2 2,2 1 2 1,1 2,1 1

* *

* * * * *
4 1 4

* * * *

10, ~ 2

1 1 12 2
2

i

i i

K K K iK K iK i f e

Gf e f G f e
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α α

κφ π
ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

−

⎧ ⎡ ⎤⎪ ⎢ ⎥= = − − = − +⎨
⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫⎡ ⎤ − ⎪⎢ ⎥+ + + + ⎬
⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

  (32.12) 

Для півнескінченного абсолютно жорсткого включення  –  

( )
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1 1 .
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1,1 2,1 1,2 2,2 1

* *

* * * * *
4 1 4

* * * *

1 2 1 10,
2
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i i
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Gf e f G f e
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κ ξ ξ

ξ ξ
ξ κ ξ ξ ξ

−
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⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫⎡ ⎤ − ⎪⎢ ⎥+ − − + ⎬
⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭

  (32.13) 

Числовий аналіз для пружного включення 

На основі методів ортогональних многочленів [960, 239] і колокацій [954] розв'язані 
відповідні інтегральні рівняння з урахуванням виразів (30.452) для сил та крайових дислока-
цій. Досліджений вплив відносної відстані точки прикладання сили і дислокації 

( )* * 0D y a x= = , відносної жорсткості включення  Bk E E=  ( )Bν ν=  та параметра фо-

рми β  включення змінної товщини ( )h x  (5.44) на УКІН для параметра відносної довжини 
включення 0 10A a h= = . 

Підтверджені ті ж якісні тенденції, що й у випадку антиплоскої деформації. Отримані 
результати для 0,0001k =  та k =1000 відрізняються від поданих аналітичними залежностями 
(32.9) для тріщини і (32.10) для абсолютно жорсткого включення не більше, як на 1%, і не 
залежать від β . В цілому ж зі збільшенням k  вплив β  збільшується і для кожного фіксова-
ного k  збільшення β  спричиняє збільшення абсолютного значення УКІН так, що максимум 
досягається для дефекту прямокутного профілю. З віддаленням сили чи дислокації від вклю-
чення УКІН, як правило, зменшує свою абсолютну величину, хоча в окремих випадках без-
посереднє наближення збурювального чинника до поверхні включення (особливо жорсткі-
шого від матриці) теж дещо знижує концентрацію напружень біля краю прошарку у порів-
нянні з деяким її максимальним значенням.  

Про уточнення рівнянь моделі  

Задовольняння умов взаємодії на реальних поверхнях ( )x ih x±  контакту тонкого 
включення з матрицею приводить до появи у правих частинах сингулярних інтегральних рі-
внянь функцій ( )0

yy x ihσ ± , ( )0
xx x ihσ ± , ( )0

xy x ihσ ± , ( )0
x x ihσ ± , ( )0

y x ihσ ± , які визначають 
напружено-деформований стан на відповідній лінії тіла без прошарку. У антиплоскій задачі 
такий підхід (перший), особливо за дії зосереджених чинників, є точнішим у порівнянні з по-
вним знесенням (другий підхід) крайових умов на лінію стрибка, яке полягає у заміні цих 
функцій на ( )0

yy xσ , ( )0
xx xσ , ( )0

xy xσ , ( )0
x xσ , ( )0

y xσ  відповідно. Деякі результати обчис-

лення УКІН [120] для включення прямокутного профілю ( 1010β = ) за обома підходами у 
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випадку дії двох протилежно спрямованих уздовж серединного перпендикуляру від вклю-
чення зосереджених сил величини P  у точках з * *z iy= ±  ( * 2;1D y a= = ) містить табл. 32.1. 
Застосовувався метод колокацій з 50 вузлами за урахування симетрії розв'язку; вважалося 

0 10A a h≡ = . 
 

Таблиця 32.1. Вплив процедури знесення на підвищення точності розрахунків 
 

  Перший підхід (без знесення) Другий підхід (зі знесенням) 
D  k  1,1a K Pπ  1,2a K Pπ  1,1a K Pπ  1,2a K Pπ  
 610−  12,184 10−⋅  51, 291 10−− ⋅  12,183 10−⋅  51,321 10−− ⋅  
 0,2 25,890 10−⋅  43,644 10−− ⋅  25,891 10−⋅  43,540 10−− ⋅  

2 1,0 31,595 10−⋅  44, 232 10−⋅  31,611 10−⋅  44,388 10−⋅  
 5,0 43,102 10−⋅  39,081 10−⋅  43,186 10−⋅  39,097 10−⋅  
 710  91,907 10−⋅  21,897 10−⋅  91,883 10−− ⋅  21,898 10−⋅  
 610−  12,996 10−⋅  57,657 10−⋅  13,000 10−⋅  57,673 10−⋅  
 0,2 26,600 10−⋅  47, 496 10−⋅  26,645 10−⋅  47,800 10−⋅  

1 1,0 34,178 10−⋅  47,097 10−⋅  34, 417 10−⋅  47,778 10−⋅  
 5,0 31,158 10−⋅  37, 462 10−⋅  31, 260 10−⋅  37,586 10−⋅  
 710  106,741 10−⋅  21,859 10−⋅  109, 471 10−⋅  21,879 10−⋅  

 
Помітно, що запропоноване уточнення рівнянь спричиняє не дуже вагоме покращення 

результатів і його, на противагу до випадку поздовжнього зсуву, можна у плоскій задачі не 
вживати. 

32.4. Силові та дислокаційні диполі 

Розрахункові формули для силового (рис. 34.14) та дислокаційного диполів (рис. 32.14) 
можна отримати на основі виразів (30.451), (32.9)–(32.13) для сил і дислокацій з урахуванням 
залежностей (21.9), (21.10). Аналіз отриманих результатів дає можливість стверджувати, що 
для диполів спостерігається швидша (ніж у випадку сил і дислокацій) зміна концентрації на-
пружень з переміщенням точки їхнього прикладання.  

 

 
 

Рис. 32.14. Силові диполі 
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32.5. Порівняння моделей згину тонких пружних включень 

Використання поряд з пружним повертанням торця включення ( ) ( )2c U w h w=  

( ( ) ~ wU w c ) додаткового параметра B ~wε ε − , що характеризує жорстке повертання орієнто-
ваного уздовж [ ; ]L a a′ = −  включення, заставляє врахувати умову (30.47) рівності нулю го-
ловного моменту ( )M a  сил, що діють на прошарок з боку матриці у правому її торці. Цей 
параметр входить лише у рівняння, що визначають функції стрибка 1 4,f f . Тому у [973] до-
сліджена можливість застосування трьох моделей: 1) основна модель (третій варіант п. 16.2); 
2) модель гнучкого включення (варіант 1г п. 16.2); 3) модель згину за Кірхгофом (п. 16.3). 

Перша модель зводиться до рівнянь (30.63) с доданком 2BGε Λ−  у лівій частині дру-
гого рівняння: 

( ) ( ) ( ) ( )B
4 21 1 2 4 2

2

x

a

Gt x t x f t dt F xλ λ ε
Λ

−

−

′+ − + =∫    (32.14) 

з апріорним (30.531) визначенням сталої  
( ) ( ) ( )

( )

0 0
B

B

2 1
max ,

y xyEu a v a
c

E E
σ′ − − + −

= ,    (32.15) 

яка необхідна для гарантування задовільних результатів для однорідного BE E= , Bν ν=  і 
близьких до нього випадків. Якщо 0c = , то однорідний випадок не буде отриманий навіть 
для однорідного поля напружень на нескінченності. У випадку тріщини отримані рівняння 
зводяться до класичних результатів. Для абсолютно жорсткого включення маємо ( )4 0f x =  
та рівняння 

( )
( )0

1
2

yc u x
t x

l

ε −

+

′+ −
= .     (32.16) 

Для абсолютно жорсткого включення природно вважати 0c = . Тому якщо ( )0 constyu x′ =  

(чистий зсув), то умова ( ) 0M a = , яка еквівалентна 

( ) ( ) 2 1
1 0

2
M a M a a Aπ

≡ − − = ,     (32.17) 

дасть 0
yuε − ′= і ( )1 0f x = : повертаючись, включення адаптується до такого навантаження, 

зменшуючи таким способом концентрацію напружень. Якщо вважати 0c ε −= = , то це дає 
рівняння нерухомого абсолютно жорсткого включення. 

Для гнучкого включення умова взаємодії (16.25) дає рівняння 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

* *B
4 2 4 2 1

1
0

B* *B
2 2

1 1

, 0,

, .
2

x

a

xy

Gt x f t dt F x f x
l

x G cG F x
hl l

λ ε

σ
λ

−
+

−

+ +

′− + = =

+
′ = =

∫
   (32.18) 

Якщо вважати 0c = , то й тут не буде отриманий однорідний випадок, однак, у цьому буде 
певний сенс, оскільки за цією моделлю включення не сприймає зсуву, а лише розтягується та 
згинається. Формула (32.15) теж для цієї моделі не підходить і доцільніше вживати вираз 
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( ) ( )
( )

0
B

B

2 1
.

max ,
xyv a

c
E E
σ+ −

= −       (32.19) 

Тому модель гнучкого включення на більш-менш повну адекватність претендувати не може, 
але при B 0E =  і вона дає співвідношення для тріщини, а при BE →∞  та умовах 0c =  чи 
(32.19) з неї отримуємо також ( )4 0f x = . 

Для моделі Кірхгофа використання умови взаємодії (16.38) та трьох перших з (16.21) (у 
даному випадку лише другого) дає рівняння (32.14) та  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4
2 1 21 3 1 43

x t

a a

kl t x m t x f d M a x a F x
h

ξ ξ ξ ε+ − −

− −

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥− − − − + − =⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∫ ∫ , (32.20) 

причому ( ) ( )0
4 yF x u x′= ; ( ) 0M a− = ; 4 B1,5k E=  – для моделі включення у вигляді стрижня 

(плоский напружений стан) та ( )2
4 B B1,5 1k Eν= − – для моделі включення у вигляді пласти-

ни Кірхгофа (плоска деформація). Однорідний випадок, коли включення виготовлене з мате-
ріалу матриці не концентрує напружень, ця модель відобразити не може, оскільки включення 
за Кірхгофом повинно згинатися, не сприймаючи деформації зсуву. У граничних випадках 

B 0E =  з (32.14), (32.20) теж випливають рівняння теорії тріщин; при BE →∞   та 0c =  чи 
(32.15), або (32.19) маємо, як і в першій моделі, рівняння (32.16). 

Зазначимо, що у всіх попередніх побудовах вважалося, що ( ) 0M a− = , однак у всіх по-
будовах цей момент записувався, оскільки можна також вважати ( )M a−  ненульовим зовні-
шнім моментом зусиль, прикладеним до лівого торця включення. Для моделі вільного незак-
ріпленого включення, що визначається умовами (32.17) та умовою ( ) 0M a− = , можна ви-

значити кути повертання ε ±  осі включення у точках a± , причому, ε − визначається побудо-
ваною системою сингулярних інтегральних рівнянь, а ε +  – з інших міркувань. Наприклад, 
під час використання моделі Кірхгофа 

3 1
24

a A
D
π

ε ε+ −= − .     (32.21) 

Можна розглянути і обернену задачу: за даних 0ε ε± ±=  шукати моменти ( )M a±  на 

торцях включення. Тоді двома додатковими умовами для визначення , Mε − −  під час вико-
ристання моделі Кірхгофа будуть 

( ) ( )3 1 1
0 1 2 0, 2 2 .

4
a A A aM aπ

ε ε ε− − += − − − =    (32.22) 

Можливий і третій варіант: один торець навантажений моментом 0M  (зокрема, віль-
ний, якщо вважати 0 0M = ), у другому вісь – включення певним чином орієнтована. Напри-

клад, 0ε ε− −= , ( ) 0M a M= . Тоді додаткові умови для визначення сталих ε − , ( )M a−  набу-
дуть вигляду 

( ) ( )2 1
1 0,

2
M a a A M aπ ε ε− −− − = = .    (32.23) 

Відзначимо, що модель гнучкого включення не дає можливості визначити ε − , оскільки 
згідно з умовою 1

1 0A =  (нульовий головний вектор зусиль) умова (32.17) перепишеться у ви-
гляді ( ) ( )M a M a= − . Таким чином, умова нульовості головного моменту зусиль, що діють 
на включення з боку матриці, тотожно задовольняється. Тому для гнучких прошарків можна 
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використовувати гіпотезу плоских перерізів, вважаючи 0c = , а ε −  визначати апріорним ви-
разом, подібним до того, який раніше використовувався для c . 

Методом колокацій при 50 вузлах колокацій обчислені безрозмірні УКІН 

( )0
2,1 2,1K K aτ π= , ( )0

2,2 2,2K K aτ π= , момент ( ) ( )0 2M M a aτ= , кут повертання 

0 BEε ε τ−=  під час дії дотичних напружень на нескінченності xyσ τ∞ =  для включення пря-

мокутного профілю ( )β = ∞ , коли 0 10A a h≡ = , B 1 3ν ν= =  у припущеннях плоского на-

пруженого стану та пластинковою моделлю Кірхгофа ( )2
4 B B1,5 1k Eν= −  Вважалося додат-

ково, що ( ) 0M a± =  або ( ) 0M aε − = − = ; c  обчислювалося або за апріорними формулами, 
або вважалося нульовим 0c = . 

Табл. 32.2 містить значення безрозмірних УКІН та інших величин для першої та другої 
моделі для окремих значень відносної жорсткості включення Bk E E= . Другий, третій і че-

твертий стовпчики отримані у припущенні ( ) 0M aε − = − = . Якщо припустити ( ) 0M a± = , 
то розрахунки дають 2,1 2,2 0K K= =  і ненульовий кут 0ε , що міститься у п'ятому стовпчику. 

Обчислення свідчать, що 2Gε τ− →  при BE →∞ . Останній стовпчик стосується 0
2,1K  для 

гнучкого включення ( 0
2,2 0K = ). Видно, що проста модель гнучкого включення досить добре 

характеризує УКІН 0
2,1K  при 1k > . 

 
Таблиця 32.2. Порівняння безрозмірних УКІН, моментів та кутів  

повертання включення для різних моделей включення 
 

Модель 1 Модель 2  
k  0

2,2K  0
2,1K  0M  0ε  0

2,1K  
710−  82,5000 10−− ⋅  1,00000  72,3562 10−− ⋅  2,6667−  1,00000  
510−  62, 4999 10−− ⋅  0,99994  52,3560 10−− ⋅  2,6666−  0,99994  
410−  52, 4986 10−− ⋅  0,99942  42,3545 10−− ⋅  2,6664−  0,99942  
310−  42, 4856 10−− ⋅  0,99425  32,3389 10−− ⋅  2,6640−  0,99425  
210−  32,3636 10−− ⋅  0,94543  22,1930 10−− ⋅  2,6400−  0,94547  

0,1 21,5768 10−− ⋅  0,63071 11, 2955 10−− ⋅  2, 4000−  0,63303  
0,2  22, 2370 10−− ⋅  0,44740  11,6559 10−− ⋅  2,1333−  0, 45313  
0,5  22, 2857 10−− ⋅  0,18286  11,3911 10−− ⋅  1,3333−  0,19532  
1  0 0 0 0 0 
2  22,8588 10−⋅  25,7175 10−− ⋅  11,5340 10−⋅  1,3333  0 

5  28, 2386 10−⋅  26,5908 10−− ⋅  15,2741 10−⋅  5,3333  0 

10  0,12583  25,0332 10−− ⋅  19,3144 10−⋅  11, 2000 10⋅  0 
210  0,22642  39,0566 10−− ⋅  12,0692 10−⋅  11,3200 10⋅  0 
310  0,24739  49,8956 10−− ⋅  2,3242  21,3320 10⋅  0 
410  0,24973  59,9894 10−− ⋅  2,3530  41,3335 10⋅  0 
510  0,24997  69,9989 10−− ⋅  2,3559  51,3333 10⋅  0 
710  0,25000  71,0000 10−− ⋅  2,3562  71,3333 10⋅  0 
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Табл.32.3 (безрозмірні УКІН та 0ε , обчислені при 0c = , а також значенні c , визначе-
ному за формулою (32.15) з урахуванням розвинення функцій стрибка у ряди за поліномами 
Чебишева непарного порядку) стосується третьої моделі (Кірхгофа). Використання формули 
(32.15) дає дещо кращі результати порівняно з використанням значення 0c = , однак, ця від-
мінність за абсолютним значенням не дуже істотна. Отримані монотонна зміна 2,1K  та бли-

зька до очікуваної залежність 2,2K . 
 

Таблиця 32.3. Вплив способу обчислення сталої c  на значення УКІН  
та кути повертання включення (функції стрибка апріорі непарні) 

 
Стала 0c =  Стала c  за формулою (32.15)  

k  0
2,2K  0

2,1K  0ε  0
2,2K  0

2,1K  0ε  

710−  121,0165 10−− ⋅  1,00000  2,0000  121,0254 10−⋅  1,00000  2,0000  
510−  104, 4813 10−⋅  0,99994  2,0000  101,0254 10−⋅  0,99994  2,0000  

410−  91,6711 10−⋅  0,99952  1,9999  91,6491 10−⋅  0,99946  1,9999  
310−  74,1910 10−⋅  0,99526  1,9998  74,1885 10−⋅  0,99476  1,9995  
210−  51, 4488 10−⋅  0,95512  1,9969  51, 4418 10−⋅  0,95034  1,9936  

0,1 43, 4348 10−⋅  0,70670  1,9592  43, 2631 10−⋅  0,67136  1,9279  

0,2  47,6426 10−⋅  0,57280  1,9222  46,8783 10−⋅  0,51552  1,8633  

0,5  31,9028 10−⋅  0, 40041  1,8364  31, 4271 10−⋅  0,30030  1,7106  

1  33,3278 10−⋅  0, 29305  1,7367  31,6639 10−⋅  0,14653  1,5350  

2  35,0093 10−⋅  0, 20865  1,6148  32,5053 10−⋅  0,10433  1, 4741  

5  36,5145 10−⋅  0,12887  1, 4666  33, 2581 10−⋅  26, 4434 10−⋅  1,3999 

10  36,4732 10−⋅  28,8752 10−⋅  1,3952  33, 2382 10−⋅  24,4376 10−⋅  1,3643  
210  32,9009 10−⋅  22,5501 10−⋅  1,3353  31, 4511 10−⋅  21, 2744 10−⋅  1,3346  
310  46,0344 10−⋅  35,0579 10−⋅  1,3335  42,9907 10−⋅  32,5350 10−⋅  1,3334  

410  56,7271 10−⋅  46,1147 10−⋅  1,3333  53,0155 10−⋅  43,1635 10−⋅  1,3333  
510  62,7469 10−⋅  58,5369 10−⋅  1,3333  61,8656 10−− ⋅  54,3496 10−⋅  1,3333  
710  66,9375 10−− ⋅  65,6450 10−⋅  1,3333  66,9375 10−− ⋅  65,6450 10−⋅  1,3333  

 
Якщо не вважати апріорі невідомі функції стрибка непарними і записувати їх розви-

нення у ряд многочленів Чебишева усіх, а не лише непарних порядків, як при побудові табл. 
32.3, то за тієї ж кількості вузлів колокації 50M =  будуть отримані результати (табл. 32.4), 
які принципово не різняться від поданих у табл. 32.3. 

Під час розгляду вільного включення умова взаємодії (16.33), а отже, й породжене нею 
четверте рівняння у (30.63) ( ) ( )4 2 1f x k f x= − , не є достатньо коректними, бо за однорідного 

поля напружень на нескінченності вони завжди приводять до таких значень ε − , щоб відпові-
дні функції стрибка дорівнювали нулю. Для жорсткого включення це ще можна пояснити, 
однак, щодо тріщини, то настільки велике повертання у принципі неможливе. Щоправда, ін-
ший спосіб навантаження не викликає такого ефекту, проте, у даному випадку вільного 
включення перевагу слід надавати моделі Кірхгофа, позбавленій такого недоліку. Зазначимо 
також, що зменшення відносної товщини включення зближує результати розрахунків за 
першою та третьою з обговорюваних моделей. 
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Таблиця 32.4. Вплив способу обчислення сталої c  на значення УКІН  
(функції стрибка довільного типу) 

Стала 0c = Стала c  за формулою (32.15) k  
0
2,2K  0

2,1K  0
2,2K  0

2,1K  
710−  133,8936 10−− ⋅  1,00000 133,9472 10−− ⋅  1,00000 

510−  117,6548 10−⋅  0,99994 117,6536 10−⋅  0,99994 

410−  97,6182 10−⋅  0,99952 97,5922 10−⋅  0,99947 

310−  63,6750 10−⋅  0,99526 63,6593 10−⋅  0,99476 

210−  51,3935 10−⋅  0,95511 51,3865 10−⋅  0,95034 

0,1 43,3995 10−⋅  0,70667 43, 2296 10−⋅  0,67134 

0, 2  47,5861 10−⋅  0,57276 46,8274 10−⋅  0,51548 

0,5  31,8931 10−⋅  0,40034 31, 4198 10−⋅  0,30025 

1  33,3135 10−⋅  0,29293 31,6568 10−⋅  0,14647 

2  34,9890 10−⋅  0, 20849 32,4940 10−⋅  0,10425 

5  36, 4812 10−⋅  0,12862 33, 2401 10−⋅  26,4308 10−⋅  
10  36, 4257 10−⋅  -28, 8403 10⋅  33, 2124 10−⋅  -24,4203 10⋅  

210  32,7685 10−⋅  -22,4455 10⋅  31,3831 10−⋅  -21,2216 10⋅  
310  45,0135 10−⋅  -34, 2467 10⋅  452,4934 10−⋅  -32,1331 10⋅  
410  55,0596 10−⋅  -44, 7378 10⋅  52,3195 10−⋅  -42,3970 10⋅  
510  89,7444 10−⋅  -54, 8026 10⋅  62, 4106 10−− ⋅  -52,5168 10⋅  
710  65,9508 10−− ⋅  -64,5416 10⋅  65,9508 10−− ⋅  -64,5416 10⋅  

 
Таблиця 32.5. Швидкість збіжності методу колокацій для моделі Кірхгофа 

 
 

Метод колокацій (нульо-
вий момент) 

Метод ортогональних многочле-
нів (нульовий кут повороту) 

Метод колокацій (нульо-
вий кут повороту) 

M  0
2,1100K  0

2,210K  0ε  0
2,110K  0

2,210K  0M  0
2,110K  0

2,210K  0M  

1 0,010462 0,26368 1,3629 –0,44119 0,55149 0,51977 –0,56896 0,71120 0,52546 
2 0,068811 0,42135 1,3878 –0,57866 0,72332 0,52701 –0,63342 0,79177 0,52724 
3 0,15742 0,51315 1,3974 –0,62262 0,77828 0,52737 –0,64756 0,80944 0,52737 
4 0,22110 0,56326 1,3992 –0,63927 0,79908 0,52740 –0,65268 0,81585 0,52740 
5 0,25777 0,59124 1,3997 –0,64687 0,80859 0,52741 –0,65510 0,81887 0,52740 
6 0,27911 0,60769 1,3998 –0,65090 0,81363 0,52741 –0,65642 0,82054 0,52740 
7 0,29223 0,61791 1,3999 –0,65328 0,81660 0,52741 –0,65724 0,82155 0,52740 
8 0,30082 0,62464 1,3999 –0,65480 0,81849 0,52741 –0,65777 0,82222 0,52741 
9 0,30667 0,62924 1,3999 –0,65582 0,31978 0,52741 –0,65814 0,82268 0,52741 
10 0,31082 0,63256 1,3999 –0,65655 0,82068 0,52741 –0,55841 0,82300 0,52740 
1З 0,31814 0,63830 1,3999 –0,65779 0,82224 0,52741 –0,65887 0,82359 0,52741 
15 0,32072 0,64036 1,3999 –0,65824 0,82280 0,52741 –0,65903 0,82380 0,52741 
18 0,32302 0,64226 1,3999 –0,65864 0,82331 0,52741 –0,65919 0,82399 0,52741 
20 0,32404 0,64309 1,3999 –0,65882 0,82352 0,52741 –0,65927 0,82407 0,52740 
23 0,32488 0,64392 1,3999 –0,65900 0,82375 0,52741 –0,65933 0,82417 0,52741 
25 0,32581 0,64434 1,3999 –0,65909 0,82386 0,52741 –0,65934 0,82421 0,52740 
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Табл. 32.5 містить дані, що характеризують швидкість збіжності методу колокацій для 
моделі Кірхгофа за кількості вузлів 2M , коли апріорі функції стрибка вважаються непарни-
ми, а відносна жорсткість включення дорівнює 5k = . У табл. 32.6 зіставлені швидкості збіж-
ності методів ортогональних многочленів та методу колокацій, застосованих до однієї і тієї ж 
задачі дії однорідного поля дотичних напружень на матрицю з включенням за тієї ж віднос-
ної жорсткості та визначення сталої c  формулою (32.15). Обидва методи брали до відома 
непарність силової функції (правої частини рівняння). Метод ортогональних многочленів 
враховував M  перших членів ряду непарної функції стрибка, метод колокацій – 2M  вузлів. 
Розв'язок систем однакового порядку дає в обох випадках приблизно однакові результати, 
тому метод колокацій за тієї ж точності внаслідок простоти своєї реалізації є більш приваб-
ливим. 

32.7. Рідинне включення  

У межах формулювань плоскої задачі теорії пружності (плоска деформація) розв'яжемо 
задачу визначення концентрації напружень в кусково-однорідному масиві з розрізом, який 
заповнений стисливою рідиною або ідеальним газом [315]. Тіло навантажене однорідним по-
лем напружень на нескінченності yy pσ∞ = , xxk kpσ∞ = , xyσ τ∞ = . Моделлю цієї задачі, яка мо-
же слугувати вивченню напружень біля нафтового чи газового шару у пружному масиві зем-
ної кори, служать два пружні півпростори з різними пружними властивостями, коли на межі 
поділу матеріалів локалізована вздовж лінії [ ; ]L a a′ = −  тонка порожнина, заповнена рідиною 
чи газом з модулем пружностіB . Подібна задача про вплив ідеально пластичного нестисли-
вого заповнювача тріщини на поле напружень вивчалося у праці Г.П.Черепанова [1079]. 

Вважаємо, що товщина ( )2h x  включення є малою порівняно з його довжиною 2a  і, 
крім цього, ( ) 1dh x dx << . Підставляючи в умови взаємодії (16.43) граничні значення на-
пружень у матриці (30.27), отримуємо таку систему сингулярних інтегральних рівнянь:  

( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

55 01
1 4 0

0 5
0

4 01
1 5 1 2

,11

, 0 .

a xa
a a

yya x
a

a a

a

xy
a

f t dtdxf t dtl Bl f x p x
t x F f t dtdx

F

f t dtll f x x f x f x x a
t x

σ
π

σ
π

+
− − −

−
− −

+
−

−

− + = − −
− −

+ = = = ≤
−

∫ ∫
∫

∫ ∫

∫

  (32.24) 

Шукані функції повинні задовольняти додаткові умови 

( ) ( )0 4,5 .
a

r
a

f t dt r
−

= =∫      (32.25) 

При 0 0B F →  із рівнянь (32.24) випливає система сингулярних інтегральних рівнянь (30.54) 
тріщини на межі поділу середовищ. 

За збігу механічних властивостей матеріалів півпросторів ( 1 2E E E= = , 1 2ν ν ν= = ) рів-

няння (32.24) істотно спрощуються, бо 1 0l− = , ( )2
1 4 1l E ν+ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

. Тоді друге з них разом з 

умовою (32.25) розв'язується у замкнутому вигляді: 

( )
( )2 2 0

5 2 2 2 2
1 1

1 .
a

xy

a

a t t dt xf x
t xl a x l a x

σ τ

π + +
−

−
= − =

−− −
∫   (32.26) 
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Розв'язок першого рівняння з умовою (32.25) шукаємо у формі ряду (20.29). Застосу-
вання процедури методу ортогональних многочленів дає систему лінійних алгебричних рів-
нянь  

( ) ( )

2
5
1 0

5 5 0 2 21 0
0 1 02 2

5 1
1

0

2
0, , .

1
2

n a
n

n n yy n
a

a B A
l F f

A A f p x a U x a a x dx
a l aA
F

π δ
σ

π

+

+ +
−

⎡ ⎤= + = = + −⎣ ⎦
+

∫  (32.27) 

Оскільки ( )0
yy x pσ = , то всі коефіцієнти 5

nA  окрім 5
1A  дорівнюють нулю. Коефіцієнт 5

1A  зна-
ходимо з квадратного рівняння 

( )

2
1 1

5
1 0 01 0 01 1

1 12 2

0,

2 12
, 1 , .

B C

l F p pl F pl A BB C
p p pa p a p

α α

α
π π

+++

+ − =

+
= = + − − =

  (32.28) 

Фізично реальним (стрибок переміщень має бути додатним) розв'язком рівняння (32.28) є 
2

1 1 12 4B B Cα = − + + .     (32.29) 
Тому коефіцієнти інтенсивності напружень дорівнюють 

5
1 1,1 1 1 2 2,1~ , ~ .K K l aA p a K K aπ π α τ π+= = =  (32.30) 

Отже, присутність рідини у щілині не впливає на КІН 2K  біля її вершини, а величина пара-
метраα , який залежить від механічних властивостей масиву (матриці) та заповнення порож-
нини, коригує класичний КІН 0

1K p aπ≡  для незаповненої рідиною щілини. 
Використання спрощеної умови взаємодії (16.44) дає 

( )
( )

0
2

1 0

1

1 2

p p

a B l F
α

π +

+
=

+
.     (32.31) 

 

 
 

Рис. 32.15 
 
Числовий аналіз задачі виконаний для плоскої деформації однорідної ізотропної пло-

щини з включенням за дії розтягу інтенсивності p  (рис. 32.15). Вважалося, що 100 ГПаE = , 

0,25ν = , 0 2p p = . Заповнювачем були вода ( -10,459 ГПаBβ = ), нафта ( -11,53 ГПаBβ = ), 
ідеальний газ за початкового тиску 0 100 МПаp = . Виявлено, що на відміну від пружних сти-
сливих включень зміна форми від еліптичної до прямокутної впливає на УКІН дуже мало 
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(різниця не перевищує 1%). Результати обчислень за формулами (32.29) та (32.31) теж різ-
няться між собою не більше, як на 1%. 

32.8. Включення уздовж дуги кола  

Вважається (рис. 32.16), що на лінії L  кола радіусом R  розмежування матеріалів диску 

2 ~S S+  та необмеженої пластинки 1 ~S S−  з пружними характеристиками ( ), 1, 2k kE kν =  

уздовж дуги 
1

N
p

p
L L

=
′ ′= ∪  ( pL′ є дугою [ ; ]p pα α α− +∈ ) розміщені включення з пружними власти-

востями B B,E ν  завтовшки 2h  (для кожного включення пружні сталі й товщина можуть бути 
різними) [249].  

 

 
Рис. 32.16. Схема задачі про тонке включення по дузі кола 

 
Початок O  декартової ( ),x y  та полярної ( ),r θ  систем координат перебуває у центрі 

кола. Зовнішнє навантаження здійснюють напруження на нескінченності yy pσ∞ = , 1xx pσ∞ = , 

xyσ τ∞ =  зосереджені сили kP  та моменти kM  у точках *k kz S∈ .  
Для розв'язування цієї задачі можна застосувати методи теорії функцій комплексної 

змінної (п. 15.6) або підхід п. 30.8. Якщо врахувати, що ~ −n r , ~ rτ θ , ~
2
πα θ + ,  ~rr nnσ σ , 

~r nθ τσ σ− ,  ~r nu u− ,  ~u uθ τ ,  Reiθ=t ,  t Rθ= , 
i θ

∂ ∂
=

∂ ∂t t
,  ( ) i

x y ru iu u iu e θθ+ = + , то 

умови неідеального контакту запишуться у вигляді 
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де 
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Це дає вирази для напружень і переміщень 
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Відокремлюючи у (32.33) дійсну та уявну частини за допомогою функції 
ix it R e

x i
βγ

γ
+

= −
−

, яка відображує лінію L′  на сукупність відрізків *

1
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N
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k
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=
= ∪  осі орди-

нат, де ctg
2

π εγ −
= ; кути α  та ε  – довільні, що задовольняють умови 

( )1 1, 2N Nα α π α ε α α+ − + −< + < ≤ − , а також використовуючи умови взаємодії для криволі-

нійного включення (п. 16.2, варіант 3), отримують систему сингулярних інтегральних рів-
нянь [249] 
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де 

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

11 11 14 11 2 11 12 15 11 1

21 21 24 21 1 21 22 25 21 2

41 41 44 41 2 41 25 45 41 1

5 2 5 5 5

14 11 12 14 12 14 1 14

, ,

, ,

, ,

0, , 0 1,2,4,5 ;

,
j j j j j

b x b x RR x b x b x RR x

b x b x RR x b x b x RR x

b x b x RR x b x b x RR x

b x y y K x y d x j

a x a x RR x a

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ

λ λ λ λ λ

= − = − = =

= = = =

= = = = −

= = = = = =

= = ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

12 12 15 12 14 2

24 21 22 24 22 24 2 24 22 22 25 24 22 1

44 41 42 44 44 42 1 44 42 42 45 42 44 2

,

, ,

, ,

x a x RR x

a x a x RR x a x a x RR x

a x a x RR x a x a x RR x

λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

= =

= = = = −

= = = =

 



§ 32. Одне включення в однорідній та кусково-однорідній ізотропній матриці й періодичній задачі... 409

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

51 2 54 2 1 52 2 55 2 2

15 11 14 14 15 14 5 15 12 14 15 14 15 4

42 41 14 44 45 42 4 42 42 41 45 41 42 5

, ;

, ,

, ,

a x k a x k RR x a x k a x k RR x

y y R y y y R y

y y R y y y R y

γ λ γ λ γ γ γ λ γ λ γ γ

γ λ γ λ γ γ γ λ γ λ γ γ

= = = =

= = = =

= = = =

 

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 1 4 12 1 5 14 15

21 2 5 22 2 4 24 25

41 5 4 42 5 5 44 4 4

45 4 5 11 24

, , , , , , 0,

, , , , , , 0,

, , , , , ,

1, , arctg ,
2 2

k

a
k k

r r
k a

K x y R y K x y R y K x y K x y

K x y R x K x y R x K x y K x y

K x y R y K x y R y K x y R x

x x aK x y R x d x f f dt
a

λ λ

λ λ

λ λ λ

ϕ
λ γ ξ ξ

π γ γ −

−

−

= − = = =

= = = =

= − = = −

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎡ ⎤= = − − =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦

⎝ ⎠⎣ ⎦
,

k
+

∫

 

   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

21 21
21 22 24 2 4 25 2 4

2 2

41 44 42 44 2

21
44 45 4 4 12 14

, , ,
2 2 2

1 1arctg , 1 ln ,
2 2 2 1

1 1arctg , 1
2 2 2

k

k

xxd x d x d x R x d x R x

x x xd x d x

xxd x R x d x

λ λ
λ λ

πγ π πγ

ϕ γγ γ
π γ γ π γ

ϕ λ
γ λ γ

π γ γ π

⎡ ⎤⎡ ⎤= − = − = + = −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞ +

= − − − = − +⎢ ⎥⎢ ⎥⎜ ⎟
+⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎛ ⎞
= − − − − = − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }

2 2

2

1 0 0 12 2
1

ln ,
1

1 22 Im Re Re Im ,
p

p

x

x dxF x k A x k RN k R A x B x R D x
x

a
α

γ
γ

γ
γΛ

−

−

⎡ ⎤+
⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥

= + − − −⎢ ⎥
+⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

 

   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

45 4 5 41 15 52

0 3 0 1
2 B B 11 12

1 1

0 12 1 31 1 1 1 1 1
14 45 15 41 42

1 10 12 0 12 0 12

1
44

0

1 ln , 0,
2 1

2 2
Re Im Im , , ,

2 22 2 2, , , , ,

2

xd x R x F x

k k l
F x RG D x G D x R A x

k m kk l k l k l
k m k m k m

k
k

γλ λ γ
π γ

γ γ

γ γ γ γ γ

γ

Λ
Λ Λ

Λ
Λ Λ

−

− + + −

− − −

⎡ ⎤+
= − + =⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= − = − = − = − =

= − ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

1 2 3 42 2 2 2

21 1 1
1 2 1 12 2 12 B 2 3 12 11

1

2 1 3 1 1 3 B 2 3B 21 1
12 13 21 22

1 1 2 2

1 B 3 1
23 41 42

2 12

2, , , , ,
2

1, , , ,
2

, , , ,

, ,

x x x xR x R x R x R x
R R x x

m k ll k m m G l m

l k k l G lG m l

l G l
m

γ γ γ
γ γ γ

λ

λ λ λ λ

λ λ λ

Λ Λ Λ
Λ

Λ Λ Λ
Λ Λ Λ Λ

Λ
Λ

− +
+ − − + +

− − −− +

− +

−

− −
= = = =

+ +

−
= + = − − = − =

− + −−
= = = =

+
= = = −

( )

( ) ( ) ( )

3 01
44 1

112 12

B 1
2 3 4

1 0 12 0 12

, , ,
2

, , .
2 2 2

k Rl
h xm m

G R k RR
h x k m h x k m h x

λ λ

λ λ λ

Λ
Λ

Λ

−

− −

− −

= =

= = =
 

Функції стрибка задовольняють додаткові умови  
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 (32.35) 

, , ,w w w wN cτ α  – торцьові сталі. 
Для тріщини ( B 0E = ) система сингулярних інтегральних рівнянь (32.34) дає 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

* *1
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1 1 1
0, rr rA ilf x f x t i f i i t L

l l l
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+ + +
+

′= = − = = ∈ . (32.36) 

У випадку абсолютно жорсткої плівки ( BE = ∞ ) отримуємо 
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Рис. 32.17 
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Якщо R →∞  так, що ( ) constp pR α α− +− = , система сингулярних інтегральних рівнянь 

(32.34) зводиться до рівняння для міжфазного прямолінійного включення (30.51). 
Конкретні обчислення для пружного включення на основі методів лінійного розвинен-

ня потенціалів та методу механічних квадратур для розв’язування системи сингулярних інте-
гральних рівнянь отримані В.К.Опанасовичем та І.І,Бернаром [99]. 

32.9. Взаємодія включень 

Періодична система співвісних включень 

За розташування включень завдовжки 2a  з періодом 1 2d π=  уздовж осі x  (межі поді-
лу матеріалів) система сингулярних інтегральних рівнянь та інші співвідношення будуються 
на основі застосування до залежностей пп. 30.2–30.7, 30.9 перетворення (8.1) або безпосере-
дньої побудови розв'язку [237, 236]. Отримана у [237] система сингулярних інтегральних рі-
внянь аналогічна (30.51), лише ядра Коші замінені на ядра Гільберта та у правих частинах 
враховане періодичне повторювання зосереджених чинників. У граничному випадку абсо-
лютно жорсткого включення та тріщини вона зводиться до рівнянь (30.54), (30.55), де тепер  

( ) ( )* *1 ctg
2 2r r

L

t xt x f x dt
π ′

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ . 

Для сукупності абсолютно гнучких нерозтягливих включень слід вважати 
( ) ( )1 5 0f x f x= =  і розв'язувати рівняння 
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  (32.38) 

У випадку періодичної задачі з періодом 2xd π=  числовий аналіз побудованої системи 
сингулярних інтегральних рівнянь [237] і обчислення КІН 

1,1 1,2
1 1

( 0)
lim 1 ( ) ( 1, 2)

2j yyj
x a

K Kxk k x j
a aθ

σ
π

±

→± =

+
= ± − = =∼  

для плоского напруженого стану однорідної матриці для включення завдовжки 2a  прямоку-
тного профілю (β = ∞ , 0 10A a h≡ = , B 1/ 3ν ν= = ) здійснений у випадку дії однорідного по-

ля напружень на нескінченності yy pσ∞ =  (рис. 32.17) та дії періодично повторюваної пари 

сил iP±  у точках * 2iy ia nπ= ± +  ( 0, 1, 2,...n = ± ± ) (рис. 32.18).  
Для досягнення точності обчислень порядку 1% з використанням методу ортогональ-

них многочленів залежно від відносної довжини включення /α α π=  довжини необхідно 
було враховувати від 15 до 50 членів ряду многочленів Чебишева першого роду з виділеною 
кореневою особливістю. Обчислення засвідчили, що для відносної жорсткості 

Bk E E≡ = 0,001; 1000 відрізняються від аналітичного розв'язку для тріщин та абсолютно 
жорсткого включення не більше, як на 2%. Якщо 0aα π≡ → , то КІН прямує до значень, 
властивих поодинокому включенню; при 1α →  КІН необмежено зростає, причому за пер-
шого способу навантажування це зростання монотонне, а за дії сил при малих довжинах a  
можливе спочатку зменшення УКІН, а вже потім його різке збільшення. Якщо 1α → , то КІН 
прямує до нескінченості.  
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Рис. 32.18 

 
Якщо відповідно до моделі абсолютно гнучкого включення  вважати, що ненульовою є 

лише функція стрибка ( )2f x  [236] (див. п. 32.2, абсолютно гнучке включення), то отримана 
система сингулярних інтегральних рівнянь для включень на межі поділу матеріалів зводить-
ся до одного рівняння 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 ctg [ ; ] .

2 2
p

x

p p p
L a

t xf t dt q f t dt F x x L a a
π

− +

′

−⎛ ⎞ ′− = ∈ =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  (32.39) 

Помітно, що функція стрибка у цьому випадку має кореневу, однак не осцилюючу осо-
бливість навіть для міжфазного включення на межі поділу матеріалів різних півплощин. На 
рис. 32.19 і 32.20 відображене дослідження КІН  

3
(| | )
lim 1 ( 1,2)j xy

x a

xk j
aθ π
σ+

→ =±
= − =  

для плоского напруженого стану для періодичної задачі з періодом 2xd π=  щодо включення 
завдовжки 2а прямокутного профілю (β = ∞ , 0 / 0,1h a = ) на межі поділу двох півплощин від-
носної жорсткості 1 2/E Eλ =  (вважається, що 1 2 1/ 3Bν ν ν= = = ) здійснений у випадку дії 

однорідного поля напружень на нескінченності yy pσ∞ =  та дії періодично повторюваної пари 

сил iP±  у точках * 2y id nπ= ± +  ( 0, 1, 2,...n = ± ± ).  
Для досягнення точності обчислень порядку 1% з використанням методу ортогональ-

них многочленів залежно від відносної довжини включення /α α π=  довжини необхідно 
було враховувати від 15 до 50 членів ряду многочленів Чебишева першого роду з виділеною 
кореневою особливістю. Розв'язок цього рівняння будувався також з використанням розкла-
дів у степеневі ряди, однак, збіжність результатів для періодичної задачі виявилася набагато 
повільнішою і отримання високої точності у такий спосіб виявилося за доволі обмежених на 
час здійснення обчислень обчислювальних ресурсів неможливим. 
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Рис. 32.19 

 

 
Рис. 32.20 

 
На рис. 32.19 відображена залежність нормованих КІН 31 32,k k  в однорідній матриці 

(рис. 32.19 а), коли 31 321, k kλ = = − , та кусково-однорідній матриці (рис. 32.19 б) за дії одно-
рідного поля напружень на нескінченності для деяких значень відносної жорсткості вклю-
чень та півплощин (лінії 1 відповідають 5, 2kλ = = ; лінії 2 – 50, 2kλ = = ; лінії 3 – 10λ = , 

10k = ). Якщо усі матеріали (півплощин та включень) однакові, то ці КІН дорівнюють нулю. 
Зі зменшенням відстані між включеннями абсолютне значення КІН монотонно зменшується, 
причому у граничному випадку отримуються відповідні результати для одного ізольованого 
включення, механічні властивості якого характеризує відповідна модель абсолютно гнучкого 
включення. 

Рис. 32.20 характеризує залежність нормованого КІН 31 31 32( )k k k= −  поблизу вклю-
чення відносної жорсткості 1; 2;10;100;1000k =  в однорідній матриці ( 1λ = ) за дії зосере-
джених сил та фактично поля напружень на нескінченності у двох випадках, якщо відстань 
d  сил від включень дорівнює їх півдовжині a  (рис. 32.20 а) і якщо ця відстань фіксована 

1d =  (рис. 32.20 б). У першому випадку при 0a →  отримують результати для одного вклю-
чення, якщо на відстані а від нього діють відповідні сили. У другому – теж для одного вклю-
чення, але у випадку, якщо на нескінченності діють рівномірно розподілені напруження 

/(2 )yy p Pσ π∞ = = . В обох випадках зближення відносно жорстких включень спочатку змен-
шує КІН, а потім різко їх збільшує до нескінченно великих значень. 
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Періодична система компланарних включень 

Подібним чином можна побудувати розв'язок задачі про систему включень завдовжки 
2a , розташованих з періодом 1 2yd id iπ= =  в однорідній матриці [578] 
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   (32.40) 

де функції ( ) ( )1...4mF x m =  визначені співвідношеннями (30.52). 
 

  
 

Рис. 32.21 
 

Рис. 32.22 
 
У граничних випадках абсолютно жорсткої плівки й тріщини 
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Система сингулярних інтегральних рівнянь (32.40) розв’язувалася числово-аналітичним 
методом за допомогою апроксимації другого доданку ядра 2K  чотирма першими членами 
степеневого ряду та наступним після цього застосуванням методу ортогональних многочле-
нів. Внаслідок цього  
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Рис. 32.23 Рис. 32.24 

 
Відносна похибка такої апроксимації підінтегральної функції не перевищує 12% , але 

сам інтеграл при цьому визначається точніше. 
Обчислення були здійснені для плоского напруженого стану пластинки, що розтягуєть-

ся однорідним полем напружень на нескінченності yy pσ∞ =  для B 1 3ν ν= = , 0 10A a h≡ = , 
β = ∞  (прямокутне включення) та різних значень відносної жорсткості включення 

Bk E E= . На рис. 32.21, 32.22 зображена залежність віднесених до p aπ  значень УКІН 

1,1 1,2,K K  від відносної довжини включень 2 ya dλ = . При 0,0001k =  УКІН 1,1K  відрізня-

ється від наближених значень для КІН 1K  для системи компланарних тріщин [706] не біль-
ше, як на 10%. 

Компланарне розташування включень спричиняє зменшення УКІН під час зближення 
неоднорідностей (ефект екранування). Якщо 0λ → , то УКІН прямують до значень, власти-
вих поодинокому включенню. 

Взаємодія включення з краєм півплощини 

На  рис. 32.23, 32.24 [975] зображені результати обчислення нормованих значень УКІН 

( ) ( )0
1, 1, 1 1,2i iK K p a iπ= =  для ближчого до краю області торця включення прямокутного 

профілю з 0 10A a h= = , Bν ν= , що перпендикулярне до вільної поверхні півплощини, яка 

розтягується напруженнями 1xx pσ∞ = . Внаслідок симетрії задачі УКІН 2, 0iK = . Спостеріга-
ється істотне збільшення УКІН та впливу відносної жорсткості Bk E E=  зі зменшенням 

відносної глибини залягання D d a= . При 410k =  і 410k −=  з точністю не меншою від 1% 
отримані результати збігаються з відповідними даними для абсолютно жорсткого включення 
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і тріщини. Якщо 10D > , то отримані значення відрізняються вже не більше, як на 5% від 
відповідних значень, визначених для включення у необмеженій пластині. 

Вплив кута α  орієнтації пружного включення у задачі плоского напруженого стану до-
сліджений у [214]. Для фіксованої глибини центру включення ( 2D = , 0 10a h = , 

B 0,3ν ν= = ) для різних значень параметра відносної жорсткості Bk E E≡  було обчислено 
два нормовані КІН, які визначають рівень нормальних та дотичних напружень на продов-
женні осі включення під час наближення до ближчого до вільного краю півплощини торця 
включення завдовжки 2a : 

{ } { } { }1 1 1 1 1 1 1 1
1

10 0
1 2

0( 0) 1 1

2( ) 2, lim , lim ,y y x y y y x y
rx a

a x rk k
p a p aθ

σ σ σ σ
−

−

→→ =

−
= = . 

Якщо зіставити цей вираз із залежністю (31.20), то залежність цих КІН із використаними у 
цій книзі УКІН є така: 

{ } { }1,1 1,2 2,1 2,20 0
1 2

1

,
,

K K K K
k k

p aπ

+ +
= . 

Для забезпечення гарантованої точності обчислень до 5% у застосуванні методу орто-
гональних многочленів враховувалося від 15 до 30 членів розкладу у ряд поліномів Чебише-
ва з виділеною кореневою особливістю. Торцьові сталі обчислювалися за апріорними фор-
мулами. Результати обчислень відображені на рис. 32.25. Суцільні лінії 1, 2, 3 відповідають 
значенням 0

1k  для відносних жорсткостей k = 0,01; 0,1; 10; штрихові лінії – відповідно зна-

ченням 0
2k . Вже для 0,01k =  різниця з числовим розв'язком аналогічної задачі для тріщини 

[1271] не перевищує 3%. 
 

 
 

Рис. 32.25 
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Граничне значення коефіцієнтів інтенсивності напружень                                          
для двох вертикально зсунутих ідентичних тріщин у площині [943] 

Дослідимо розв’язок задачі про напружений стан ізотропної пластини з двома вертика-
льно зсунутими на величину d тріщинами завдовжки 2l  (рис. 32.26). Береги тріщин вільні 
від зовнішнього навантаження, пластина на нескінченності розтягується перпендикулярно до 
осей тріщин рівномірно розподіленими напруженнями інтенсивності yy pσ∞ = . З’ясуємо 

вплив зближення тріщин на зміну коефіцієнтів інтенсивності напружень (КІН). 
 

 
 

Рис. 32.26. Схема задачі про взаємодію двох тріщин 
 
У працях [706, 860] розв’язування цієї задачі зведене до сингулярного інтегрального рі-

вняння з додатковою умовою [706] (таке саме рівняння отримується на основі (20.23)) 
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де  
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  (32.44) 

g(x) – невідома функція, яка пропорційна до стрибка переміщень точок берегів тріщин.  
Застосування до розв’язування рівняння (32.43) схеми методу механічних квадратур 

дає систему M лінійних алгебричних рівнянь (СЛАР): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , 1, 1 ,   0,
M M

m m r m m r m
m m

t K t x t L t x M r M tϕ ϕ ϕ
= =

⎡ ⎤+ = − = − =⎣ ⎦∑ ∑  (32.45) 
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де координати вузлів tm і xr задають співвідношеннями 2 1cos ,
2m
mt
M

π
−

=  cos ;r
rx

M
π

=  функ-

ція ( ) ( ) ( )1 2t t i tϕ ϕ ϕ= + . 
У цьому випадку КІН обчислюють за формулами [706, 860, 589]: 

( ) ( )( )1 2 1 21 1 ,K iK p l iϕ ϕ± ±− = ± + ±∓     (32.46) 
де  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 12
1

1 2 11 1 tg .
4

M Mm
m

m

mt
M M

ϕ ϕ π+

=

−
± = −∑ ∓ ∓∓  

У працях [706, 860, 589] зазначено, що за зменшення відстані між тріщинами до нуля 
КІН прямують до вироджених значень. Дослідимо докладніше цей граничний перехід. 

Переходячи у системі рівнянь (32.45) до границі при 0d →  (ця ситуація відповідає 
явищу злиття двох тріщин), одержуємо  

( )

( )

2 2
1

1

2 1   ( 1, 1),

0.

M
m

m
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M

m
m

t
t r M
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=

=

⎡ ⎤
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−⎢ ⎥⎣ ⎦
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∑

∑
       (32.47) 

Оскільки r M rx x −= − , то визначник СЛАР (32.47) дорівнює нулю і КІН прямують до 
вироджених значень. Щоб позбутися такого явища, видозмінимо СЛАР (32.45), беручи до 
відома те, що у функції ( ) ( ) ( )1 2t t i tϕ ϕ ϕ= +  дійсна частина є непарною, а уявна – парною. 
Тоді система рівнянь (32.45) зредукується до 
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 (32.48) 

де 

( )1 1( , ) ( , ) ( , ) ( 1) ( , ) ( , ) 1, 2 ,j
j jK t x K t x L t x K t x L t x j= − − + − − − =⎡ ⎤⎣ ⎦  

( )2 2( , ) ( , ) ( 1) ( , ) , 1, 2; ,j
i jK t x L t x L t x i j i j= + − − = ≠  

0, якщо парне,
1, якщо непарне;2

MMN
M

−⎧⎡ ⎤= + ⎨⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎩
   [a] – ціла частина числа a. 

КІН знаходимо за формулами (32.46), враховуючи, що у цьому випадку вирази для 
( )1jϕ  мають вигляд 
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На рис. 32.27, 24.28 відображені результати числового аналізу впливу взаємного збли-
ження тріщин (зменшення параметра q) на зміну безрозмірних КІН /( ), 1, 2i iK K p l i∗ += =  
за різних способів їх обчислення. Лінії 1, 2 побудовані з використанням розв’язку системи 
рівнянь (32.48). Лінії 3, 4 отримані з використанням традиційної схеми (32.45)–(32.47) при 
М=200.  
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Рис. 32.27. Залежність зведених КІН від  

відносної відстані q між тріщинами і сталому  
навантаженні p при М= 200 

Рис. 32.28. Залежність зведених КІН від  
відносної відстані між тріщинами для малих 

значень q при М =200 

Стосовно КІН доходимо таких висновків. 
1. Для досягнення бажаного рівня точності в обох випадках при 0q →  треба збільшу-

вати кількість M, врахованих у рядах членів.  
 

 
 

Рис. 32.29. Явище формування “півтріщин” під час зближення тріщин 
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2. Доки завдяки розрядній сітці комп’ютера вдається уникнути нагромадження похибок 
округлення, при d r> , за досить великим значенням M, обидва методи дають результати, які 
узгоджуються з асимптотичним розподілом [706, 860, 589] і 1 /2K p l→  ( 1 1/ 2K∗ → ≈  

0,707≈ , 2 0K∗ → ), тобто так само, як і випадку антиплоскої деформації (п. 24.5), домінує 
явище звичайного зближення тріщин, що є слушним, поки тріщини вже дуже близькі, але 
їхні зони інтенсивності все ще розділені чи ще не сильно перекриваються. З подальшим дуже 
великим зближенням тріщин їхні зони інтенсивності повинні зливатися і формувати спільну 
зону інтенсивності напружень. 

3. Яким би великим не було значення M, застосовуючи традиційний метод з прямуван-
ням q до нуля за умови d r<  завжди одержуємо , 1, 2iK i∗ → ∞ = . Запропонована тут схема 

(32.48) дає граничні значення 1 20,5, 0K K∗ ∗→ → , властиві для «півтріщин». Тобто, вдається 
виловити ефект злиття двох «половинних» тріщин (рис. 32.29). Окрім того, асимптотичний 
розподіл напружень поблизу вершин двох тріщин при 0r d> →  прямує до відповідного 
розподілу напружень поодинокої тріщини. Це, як і для згадуваної антиплоскої задачі, можна 
пояснити об’єднанням зон інтенсивності кожної з тріщин у спільну зону. Поки це об’єднання 
не відбулося сталося (у процесі зливання зон інтенсивності – для більших q ) відбувається 
поступове зменшення *

1K  від 0,707 до 0,5.  
4. У випадку зближення аналогічної системи з трьох чи більшої кількості ідентичних 

тріщин крайні тріщини повинні формувати «півтріщини», а внутрішні – давати нульові КІН. 
 

§ 33. До обґрунтування застосовності методу функцій стрибка 

33.1. МCЕ-аналіз задачі тонкостінних включень  

Використання методу функцій стрибка або інших підходів до розв'язування задач теорії 
пружності для середовищ із тонкими включеннями, які використовують принцип спряження 
континуумів різної вимірності [1077] і здійснюють заміну реального включення деякою ліні-
єю (поверхнею), наділеною у певному сенсі властивостями включення, приводить до появи 
сингулярності у виразах для компонент тензорів напружень і деформацій біля краю неодно-
рідності.  

Такі способи дають необмежені напруження навіть за умови, що край включення заок-
руглений, тобто тоді, коли вони повинні були би бути обов'язково скінченними, хоча й вели-
кими. 

Для перевірки адекватності методу функцій стрибка і опрацьованої на його основі тео-
рії тонкостінних включень було застосовано метод скінченних елементів [998]. Було розгля-
нуто квадратну пластинку зі стороною у 5 разів довшою від довжини 2a  включення прямо-
кутного профілю (товщина 2 consth = ). Вибиралися класичні трикутні елементи з лінійною 
апроксимацією переміщень. Внаслідок зміщення частини вузлів відносна товщина включен-
ня /h a  змінювалася від 0,1 до 0,025. Окрему числову схему для аналізу абсолютно жорстко-
го включення (АЖВ) було побудовано на основі припущення про однаковість модулів пруж-
ності включення та матриці ( BE E= ), проте рівність нулю переміщень у тих вузлах сітки, 
що належать поздовжній осі включення.  

Деякі результати обчислень відображені на рис. 33.1, 33.2. На рис. 33.1 порівнюються 
розраховані за допомогою методу функцій стрибка нормальні напруження yyσ  на лінії злуки 
включення прямокутного профілю різної відносної жорсткості Bk E E=  (розтяг на нескін-

ченності yy pσ∞ = ; плоский напружений стан; B 1/ 3ν ν= = , 0 0,1h a = ) – суцільні лінії з МСЕ-
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розв'язком відповідної задачі – затемнені трикутники. Результати, отримані обома методами 
(функцій стрибка та МСЕ), практично збігаються для значень 1k <  і відрізняються не біль-
ше, як на 5 % для 1k >  (у діапазоні 0,8x a ≤ ). В останньому випадку МСЕ-розв’язку влас-
тивий V-подібний осциляційний вигин, що зміщується до торця зі зменшенням відношен-
ня /h a . Забіленими кружечками позначені результати, отримані для згаданої вище МСЕ-
моделі абсолютно жорсткого включення. Вони також доволі добре наближують аналітичні 
результати – навіть краще від звичайного застосування МСЕ до високомодульного включен-
ня. 

 

 
 

Рис. 33.1. Зіставлення результатів розрахунку нормальних напружень yyσ , отриманих  
методами функцій стрибків та МСЕ 

  
 

 
 

Рис. 33.2. Зіставлення результатів розрахунку дотичних напружень xyσ , отриманих  
методами функцій стрибків та МСЕ 

 
На рис. 32.2 відображена залежність дотичних напружень xyσ  на верхній поверхні від-

носно жорсткого включення за дії напружень розтягу p  перпендикулярно до осі включення 
(рис. 32.2 а) та напружень розтягу 1p  вздовж цієї осі. Суцільними лініями позначено аналі-
тичні результати, отримані методом функцій стрибка; затемненими трикутниками – МСЕ-
розв’язок у випадку відносної жорсткості включення 2k = ; затемненими квадратами – МСЕ-
розв’язок у випадку відносної жорсткості включення 10k =  і забіленими кружечками затем-
неними трикутниками – МСЕ-розв’язок для моделі абсолютно жорсткого включення. Отри-
мані відмінності перебували в межах 5 %. Для відносно податних включень 1k <  за поздов-
жнього розтягу відмінність значно більша, навіть до 50 %, що пояснюється значним впливом 
у цьому випадку напружень на торцях включення і необхідністю обережно за таких обставин 
використовувати апріорні припущення. 
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33.2. Інтерпретація КІН та ККН [113] 

Основні співвідношення 

У праці [911] під час аналізу задач теорії пружності для ізотропних середовищ з вклю-
ченнями у вигляді еліптичних циліндрів з податного матеріалу ( )0μ μ<<  за дії поля напру-
жень на безмежності виявлений зв'язок між трьома КІН iK , що випливають із розв'язку син-
гулярної задачі, і коефіцієнтами концентрації напружень (ККН) ( )ijk ρ . Тут iK  ( 1,2,3i = ) 
мають механічний зміст класичних КІН теорії тріщин; ijk  – коефіцієнти концентрації компо-

ненти ijσ  тензора напружень 0
yy yy yyk σ σ= , 0

xy xy xyk σ σ= , 0
yz yz yzk σ σ= , які характери-

зує розв'язок задачі з урахуванням реальної форми неоднорідності (І.3), (VI.2) [911], (4.2), 
(4.59) [710] у її близькій до еліптичної кінцевій частині  

31 2
0 0 0

21 , 1 , 1yy xy yz
yy xy yz

KK Kk k k
πρσ πρσ πρσ

= + = + = + ;                             (33.1) 

2a Aρ =  – кривина контуру включення у його вершині; 0A a h=  – відношення більшої 

півосі a  до меншої 0h , що скерована вздовж осі y ; 0 0 0, ,yy xy yzσ σ σ  – напруження у відповід-
ній точці однорідного тіла за відсутності включення та дії того ж навантаження. За великої 
кривини контуру вершини включення одиницю у лівих частинах формули (33.1) можна від-
кинути. Важливість виразів типу (33.1) полягає не лише у тому, що можна у випадку дефек-
тів з малими радіусами кривини вістря здійснювати перехід від ККН до КІН, але й навпаки – 
на основі КІН розраховувати ККН, обчислювати рівень напружень біля дефекту на основі 
класичних теорій міцності [725, 1030, 528] міцність і довговічність елементів конструкцій. 

Перший вираз у (33.1) стосовно yyk  був отриманий у праці В.В.Панасюка, 

О.Є.Андрейківа, М.М.Стадника [649], де відзначено, що ПАС
1 1~K K  – КІН для півбезмежної 

тріщини за еквівалентного навантаження. Тут і у подібних виразах цього параграфа літери у 
верхньому індексі означають перші літери прізвищ авторів відповідних праць та деяку іншу 
інформацію. За фізичним змістом 

ПАС 0 B
1 1 1,1

1 ~ , .
1 2 Gyy

GkK K a K k
kA

π σ −
= ≡ =

+
                             (33.2) 

Аналогічні до (33.1) вирази біля заокругленої вершини пружного дефекту з урахуван-
ням членів ( ) 1 22 1zρ ±+ −  і використанням поняття КІН ( )Ж М, 1,3j jK K j =  так званої "жо-
рсткої" і "м'якої" частини асимптотичного розвинення побудовані у праці 
Л.Т.Бережницького, П.С.Качура та Л.П.Музурака [92] разом з 

( )
( )

1,2 3,1 3,2
0 0 0

1
1, 1, 1

1xx yz xz
xx yz xz

K K K
k k k

κ

κ σ πρ σ πρ σ πρ

+
= + = + = +

−
,                        (33.3) 

причому  

( )
БКМ БКМ БКМ

1 1 1,1 1,2 2 2 1,2 3 3 3,1

M Ж Ж Ж
,1 1,2 1 2,2 2 3,2 3

3 1, , ,
2 1 1

1 1, , , .
2 2j j

K K K K K K K K K K

K K K K K K K K

κ κ
κ κ

κ κπ π π π
κ κ

− +
= ≡ + = ≡ = ≡

− −

− −
= = = =

    (33.4) 

Крива * / 2r ρ=  розбиває область застосовності асимптотичних формул на безпосередньо 
прилеглу до вістря зону інтенсивності напружень та дещо віддалену (але все ж близьку до 
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вістря) зону концентрації напружень. Вирази для ,M Ж
j jK K  дають формули (6.6), (6.7), 

(6.15) статті [[92]. Загалом формули праці [92] побудовані без урахування головної частини 
асимптотичних розвинень, а тому їхнє уточнення за допомогою додавання до правих частин 
виразів по одиниці дає залежності (33.1), (33.3). 

Подібна до (33.1) залежність для включення овального профілю за вінклеровою модел-
лю записана у публікації В.В.Панасюка, М.М.Стадника, І.Я.Горбачевського [709] 

ПСГ
ПСГ 2

1 1 2
2, ,

3 3
KK K K= =                                                     (33.5) 

де ПСГ
iK  ( 1,2i = ) мають зміст КІН біля вістря тріщини, до берегів якої прикладене наванта-

ження, що компенсує однорідне поле та поле напружень від самого включення. Тому 
ПСГ ПСГ
1 1,1 2 2,1~ , ~ .K K K K                                                    (33.6) 

Явний вигляд КІН ПСГ
iK  дають формули (29), (30) праці [709]. 

Виходячи з розв'язку задачі теорії пружності в околі порожнини та враховуючи додат-
ково поле напружень, що виникає всередині включення та передається через спільну поверх-
ню до матриці, у роботі М.М.Стадника [908] визначена концентрація напружень біля краю 
включення, яка стосовно витягнутого вздовж осі з циліндра (плоска деформація, система ко-
ординат xyz ) дорівнює 

BB CC
31

0 0
2 1 , , 1,xyxx

yy xy yz
yy xy

KKk k k
σσ

πρ πρσ σ
= + + = = +                          (33.7) 

де індексом "В" відзначений розв'язок, що стосується включення. Існує така залежність між 
КІН C

iK  та УКІН методу функцій стрибка: 
C C C
1 1,1 1,2 2 2,1 2,2 3 3,1, ,K K K K K K K K= + = + =   (не враховано 3,2K ).           (33.8) 

У вищеподаних виразах для C C
1 2,K K  вдалося виділити по дві складові C

, ,i j i jK K=  
( , 1, 2i j = ), причому для УКІН 1,1 1,2,K K  включення еліптичного профілю побудовані прості 
вирази (27) [908]. 

Використання вінклерової моделі дало можливість В.В.Панасюку, О.Є.Андрейківу, 
М.М.Стаднику у праці [649] отримати явний вигляд ККН для включення еліптичного профі-
лю 

( ) B2 1
1 , .

1 2yy
A k Ek k

kA E
−

= + =
+

                                                          (33.9) 

Аналіз коефіцієнтів інтенсивності напружень 

Для опису механічних властивостей неоднорідності у [911, 710] використана вінклеро-
ва модель включення і отримані формули для КІН у вершині еліптичного включення стосов-
но випадку плоскої деформації та дії однорідного поля напружень на безмежності yy pσ∞ = , 

1xx pσ∞ = , xyσ τ∞ =  (І.11) у роботі М.М.Стадника, І.Я.Горбачевського [911] побудовані залеж-
ності 

( )
( )

( )
( )

СГ СГ B
1 22

1 1
, , .

1 11 2 1

p a k a k GK K k
Ak GAk

π τ π
νν

− −
= = =

+ −+ −
                             (33.10) 
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Для переходу до плоского напруженого стану слід здійснити заміну ( )21E Eν− → ; 

( )1ν ν ν→ + . 
У випадку поздовжнього зсуву включення еліптичного профілю за вінклеровою модел-

лю (V.9) тих же авторів [911] і yzσ τ∞ =  було отримано 

( )СГ B
3

1
, .

1
a k GK k

Ak G
τ π −

= =
+

                                              (33.11) 

Г.П.Черепанов [1078] під час аналізу точного розв'язку Гардімана [1335] для включення 
еліптичного профілю виділив проміжну асимптотику розв'язку, яка слушна на відстанях від 
кінця включення, великих у порівнянні з радіусом ρ  кривини кінця, але малих порівняно з 
довжиною включення, та описав напружений стан поблизу вістря еліптичного включення за 
допомогою двох КІН (10.18) [1078] 

( )Ч Ч
1 2

4
(1 ) 4

p i a
K iK

kA
τ π
κ

−
− =

+ +
,                                                 (33.12) 

що переносять класичні уявлення про КІН для тріщини на випадок тонких податних вклю-
чень. 

Використання наближеного розв'язку задачі на основі гіпотези пружної основи (вінкле-
рова модель) привело до виразу (10.21) Г.П.Черепанова  

( )ЧB 0 ЧB
1 2

1 1
, 0.

8
A E

K p a K
G
κ

π
− +

= =                                    (33.13) 

Табл. 33.1 – 33.3 містять деякі результати обчислення нормованих КІН  

( )0
1, 1,

q q
j jK K p aπ= ,  ( )0

2, 2,
q q
j jK K aτ π= ,  ( )0

3, 3,
q q
j jK K aτ π=   

для включення еліптичного профілю у випадку плоского напруженого стану при 1 3ν =  
(плоскої деформації при 1 4ν = ) (табл. 33.1, 33.2) і поздовжнього зсуву (табл. 33.3) для зна-
чень параметру 10A = , а також різної відносної жорсткості k  включення. Зірочкою “∗ ” від-
значені результати, отримані за допустимими межами вихідних параметрів [1078]. 

УКІН ,1iK  ( 1, 2i = ) обчислювалися за основною моделлю пружного включення (п. 
16.2), а також (табл. 33.2) на основі двох варіантів моделі Кірхгофа (п. 16.3): 1) стала c , яка 
визначає кут повороту торця включення під час його деформування, нульова; 2) стала c  ви-
значається формулою (32.15). Під час обчислення враховувалося 20 членів розвинення шу-
каних функцій у ряди поліномів Чебишева з виділеною кореневою особливістю. 

Загалом усі використані підходи для податних включень (за винятком ЧВ
1K ) дають до-

сить близькі результати, що свідчить, головне, про можливість використання сингулярних 
розв’язків для характеристики поля напружень і деформацій біля вершин тонкостінних де-
фектів, а також про доволі високу ефективність моделі вінклерового включення для подат-
них прошарків. Слід зазначити, що збільшення податності включення зближує результати 
всіх підходів і моделей, які тут обговорюються. З другого боку, чим менша відносна товщина 
включення (це еквівалентне зближенню пружних властивостей включення і матриці, а отже 
й збільшенню стосовно властивостей порожнини жорсткості включення), тим меншою, як 
свідчать розрахунки, є міра збігу результатів різних підходів. Загалом C

1, 1,i iK K=  ( 1,2i = ) за 
довільних 1k ≤ .  

Для жорстких включень ( )1k >  відмінність є більшою. Лише УКІН 1,1 0
k

K
→∞
→ ; інші 

КІН є ненульовими. Найближчими між собою у найширшому спектрі зміни пружних власти-
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востей податного включення є результати визначення УКІН ,1iK  на основі методу функцій 

стрибка та КІН C
,1iK  за підходом [908] і ПCГ CГ

,1 ,1,i iK K  за вінклеровою моделлю [709, 911]. 
 

Таблиця 33.1. Значення величини ( )0
1, 1,

q q
j jK K p aπ=  

 
B /k E E=  0

1,1K  0Ч
1K  0ЧВ

1K  0СГ
1K  0ПАС

1K  0СГ
1K  0С

1,1K  
0 1 1 1 1 1 1 1 

0,0001 0,9977 0,9993 0,9990 0,9980 0,9979 0,9977 0,9977 
0,001 0,9775 0,9926 0,9900 0,9806 0,9794 0,9773 0,9775 
0,01 0,8113 0,9302 0,9000 0,8337 0,8250 0,8098 0,8113 
0,1 0,2814 0,5714 *0  0,3130 0,3000 0,2791 0,2814 
0,2 0,1484 0,4000 *1−  0,1684 0,1600 0,1468 0,1484 
0,5 0,0419 0,2105 *4−  0,0482 0,0454 0,0412 0,0419 
1 0 *0,1176  *9−  0 0 0 0 

2 0,0018 *0,0625  *19−  –0,0260 –0,0244 –0,0220 –0,0228 

5 0,0021 *0,0260  *49−  –0,0422 –0,0396 –0,0356 –0,0377 

10 0,0016 *0,0131  *99−  –0,0477 –0,0448 –0,04447 –0,0433 

100 0,0003 *0,0013  *999−  –0,0528 –0,0495 –0,0445 –0,0492 

1000 53 10−⋅  *0,0001  *9999−  –0,0533 –0,0499 –0,0449 –0,0499 

10000 62 10−⋅  5*1 10−⋅  *99999−  –0,0533 –0,0500 –0,0449 –0,0500 
∞  0 *0  *∞  –0,0533 –0,0500 –0,0499 –0,0500 

 
Таблиця 33.2. Значення величини ( )0

2, 2,
q q
j jK K aτ π=  

 
  0

2,1K       

B /k E E=  Основна Модель Кірхгофа 0Ч
2K  0СГ

2K  0ПСГ
2,1K  0С

2,1K  
 модель с=0 с  за (32.15)     

0 1 1 1 1 1 1 1 
0,0001 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9992 0,9991 0,9995 
0,001 0,9916 0,9926 0,9921 0,9926 0,9916 0,9913 0,9950 
0,01 0,9209 0,9301 0,9255 0,9302 0,9209 0,9188 0,9518 
0,1 0,5128 0,6945 0,6590 0,5710 0,5143 0,5070 0,6410 
0,2 0,3175 0,4165 0,3682 0,4000 0,3200 0,3138 0,4414 
0,5 0,1026 0,2125 0,1597 0,2105 0,1053 0,1026 0,1632 
1 0 0,1153 0,0573 *0,1176  0 0 0 

2 –0,0278 0,0756 0,0391 *0,0625  –0,0625 –0,0606 –0,1015 

5 –0,0392 0,0378 0,0227 *0,0260  –0,1039 –0,1006 –0,1572 

10 –0,0357 0,0287 0,0152 *0,0131  –0,1184 –0,1146 –0,1633 

100 –0,0086 0,0106 0,0017 *0,0013  –0,1318 –0,1276 –0,1341 

1000 –0,0010 0,0048 0,0003 *0,0001  –0,1332 –0,1289 –0,1334 

10000 –0,0001 0,0005 54 10−⋅  5*1 10−⋅  –0,1333 –0,1290 –0,1333 
∞  0 0 0 *0  –0,1333 –0,1290 –0,1333 

 

Для податних ( )1k ≤  значення Ч
2K  (табл. 33.2), які визначаються на основі пружної 

моделі Г.П.Черепанова (10.18) [1078], практично повністю (особливо при 100A ≥ ) збігають-
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ся з величиною 1,1K  моделі Кірхгофа (п. 16.3) при 0c = , а КІН СГ
2K  вінклерової моделі бли-

зький до значення УКІН 2,1K  за основною пружною моделлю (ом) (п. 16.2, див. теж [973]). 

Згідно з табл. 33.3 метод функцій стрибка (модель 1ом п. 20.10) дає СГ
3,1 3K K=  з точні-

стю до п'яти значущих цифр у всьому спектрі зміни параметра k . При 1k ≤  такі ж результати 
дає плівкова модель 1пм (п.20.10). Тому метод функцій стрибка, що враховує додатково ще 
один КІН 3,2K , який у [911, 1078] до відома не беруть (вважають нульовим), є загальнішим. 

 
Таблиця 33.3. Значення величини ( )0

3, 3,
q q
j jK K aτ π=  

 
B /k E E=  0СГ

1K  0
3,1K   за моделлю 

  1 пм 2 пм 3 пм 1 ом 
0 1 1 1 1 1 

0,001 0,98911 0,98911 0,95879 0,99010 0,98911 
0,01 0,90000 0,90000 0,81818 0,90909 0,90000 
0,1 0,45000 0,45000 0,34189 0,50000 0,45000 
0,2 0,26667 0,26667 0,18426 0,33333 0,26667 
0,5 0,08333 0,08333 0,04881 0,16667 0,08333 
1 0 0 0 0,09091 0 
2 –0,04762 0 0 0,04762 –0,04762 
5 –0,07843 0 0 0,01961 –0,07843 

10 –0,08911 0 0 0,00990 –0,08911 
100 –0,09890 0 0 0,00100 –0,09890 
1000 –0,09989 0 0 0,00010 –0,09989 
∞  –0,10000 0 0 0 –0,10000 

 
Таким чином, використання методу функцій стрибка та отриманого на його основі син-

гулярного розв'язку до вивчення концентрації напружень на тонких дефектах цілком виправ-
дане. 

Аналіз коефіцієнтів концентрації напружень 

Табл. 33.4 містить результати розрахунку ККН yyk  за різними формулами для вклю-

чення еліптичного профілю ( )10A =  за дії однорідного поля напружень на нескінченності 
0

yy yy pσ σ∞ = =  в умовах плоского напруженого стану і B 1 3ν ν= =  (плоскої деформації, коли 

Bν = 1 4ν = ). 
Обчислені за формулами (33.7) та (33.1) (на основі КІН праць [908, 92] відповідно) зна-

чення ККН збігаються з точними даними, одержаними на основі розв'язку Гардімана (стовп-
чик 2). Різниця в означенні КІН С

1K  та БКМ
1K  компенсується врахуванням у (33.7) осьових 

напружень у включенні B
xxσ . Нехтування у (33.7) цим доданком (стовпчик 3) дає досить хо-

роші результати для податного включення та істотної відносної похибки (яка не зменшується 
зі зменшенням A ) для досить жорстких. 

Розрахунок за прямою формулою (33.9) (стовпчик 4) дає задовільні результати, якщо 
2k < . Використання залежностей (33.1) і ПАС

1K  (33.2) (стовпчик 5) дає у тому ж діапазоні 
2k <  дещо менше відхилення від точних значень. У стовпчику 6 міститься розрахунок ККН 

за (33.1) на основі КІН (33.5) ПСГ
1K роботи [709]. Обчислення ККН за формулою (33.1) з ви-

користанням КІН Ч
1K  на основі розв'язку Гардімана (33.12) і з використанням вінклерової 

моделі (33.13) (стовпчики 7, 8 відповідно) дало задовільні результати лише для дуже подат-
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них включень ( )1k << . Тому використання КІН у формі (33.12), а особливо (33.13) недоціль-
не. Використання вінклерової моделі пружного включення (стовпчики 4 – 6, 8) дає тим кращі 
результати, чим більша його податність. 

У стовпчику 9 поміщені значення ККН, розраховані за формулою (33.1) з використан-
ням УКІН, одержаних на основі запропонованого методу функцій стрибка. Для податних 
включень ( )1k <  результати добре узгоджуються з точними; для жорстких – ні, але зі збіль-
шенням відносної довжини включення A  – точність помітно покращується. Скажімо, для 
абсолютно жорсткого включення з 100A =  ККН 5, 25yyk = −  (точно – –6,19); з 1000A =  – 
ККН 61,5yyk = −  (точно –62,4).  

 
Таблиця 33.4. ККН yyk  для 10A =  

 
 

BE
k

E
=  

Точно, 
(33.7), 
(33.1) 
БКМ
1K  

 
(33.7) 
без B

xxσ  

 
 

(33.9) 

 
(33.1) 
ПАС
1K  

 
(33.1) 
ПСГ
1K  

 
(33.1) 

Ч
1K  

 
(33.1) 

ЧВ
1K  

 
(33.1) 

1,1K  

0 21,000 21,000 21,000 21,000 21,000 21,000 21,000 21,000 
0,0001 20,954 20,954 20,958 20,954 20,954 20,985 20,980 20,954 
0,001 20,552 20,545 20,588 20,549 20,545 20,851 20,800 20,552 
0,01 17,245 17,190 17,500 17,227 17,196 19,605 19,000 17,226 
0,1 6,6897 6,5034 7,0000 6,6276 6,5814 12,429 1,0000 6,6901 
0,2 4,0330 3,8403 4,2000 3,9688 3,9358 9,0000 –19,000 4,0322 
0,5 1,8818 1,7531 1,9091 1,8389 1,8247 5,2105 –79,000 1,8809 
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 3,3529 –179,00 1,0000 
2 0,4711 0,6908 0,5122 0,5443 0,5604 2,2500 –379,00 0,9532 
5 0,0336 0,6700 0,2079 0,2457 0,2873 1,5195 –979,00 0,8044 

10 –0,1913 0,7834 0,1045 0,1336 0,1946 1,2632 –1979,0 0,6694 
100 –0,5123 1,0703 0,0105 0,0152 0,1105 1,0266 –19979 0,4192 

1000 –0,5573 1,1192 0,0010 0,0016 0,1021 1,0027 –199980 0,3796 
10000 –0,5620 1,1244 0,0001 0,0002 0,1012 1,0003 62 10− ⋅  0,3750 
∞  –0,5625 1,1250 0 0 0,1011 1,0000 −∞  0,3750 
 

Таблиця 33.5. ККН yyk  для 100A =  
 

 
BE

k
E

=  

Точно, 
(33.7), 
(33.1) 
БКМ
1K  

 
(33.7) 
без B

xxσ  

 
 

(33.9) 

 
(33.1) 
ПАС
1K  

 
(33.1) 
ПСГ
1K  

 
(33.1) 

Ч
1K  

 
(33.1) 

ЧВ
1K  

 
(33.1) 

1,1K  

0 201,00 201,00 201,00 201,00 201,00 201,00 201,00 201,00 
0,0001 196,59 196,58 197,06 196,59 196,58 199,51 199,00 196,58 
0,001 164,19 164,13 167,50 164,17 164,14 187,05 181,00 164,18 
0,01 62,093 61,866 67,000 62,017 61,970 115,29 1,0000 62,020 
0,1 8,7722 8,4878 9,5714 8,6774 8,6677 24,529 –1799,0 8,7748 
0,2 4,5733 4,3154 4,9024 4,4873 4,4820 13,500 –3799,0 4,5660 
0,5 1,9381 1,7756 1,9901 1,8839 1,8820 6,1948 –9799,0 1,9381 
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 3,6316 –19799 1,0000 
2 0,4475 0,7661 0,5012 0,5537 0,5560 2,3245 –39799 0,9452 
5 –0,1237 1,0899 0,2008 0,2808 0,2887 1,5319 –99799 0,6718 

10 –0,6580 1,8673 0,1004 0,1837 0,1994 1,2663 –199800 0,2332 
100 –3,8744 7,8956 0,0100 0,0489 0,1191 1,0267 62 10− ⋅  –2,9208 

1000 –5,8460 11,712 0,0010 0,0068 0,1110 1,0027 72 10− ⋅  –4,8516 
10000 –6,1516 12,305 0,0001 0,0007 0,1102 1,0003 82 10− ⋅  –5,2500 
∞  –6,1875 12,375 0 0 0,1101 1,0000 −∞  –5,2500 
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З огляду на те, що у методі функцій стрибка товщина включення фігурує великою мі-
рою формально (лише як параметр моделі), то отримане узгодження з точними результатами 
для включення еліптичного профілю свідчить про високу міру адекватності запропонованого 
підходу і через це можна сподіватися хорошої відповідності й у випадку тонких включень 
іншої форми. 

Тому для тонких включень довільного профілю ККН можна обчислювати на основі 
УКІН, розрахованих методом функцій стрибка за формулою (33.1) і навпаки, за відомими 
ККН можна оцінювати УКІН. 

Табл. 33.5, 33.6 містять аналогічні результати, отримані для 100; 1000A = . 
 

Таблиця 33.6. ККН yyk  для 1000A =  
 

 
BE

k
E

=  

Точно, 
(33.7), 
(33.1) 
БКМ
1K  

 
(33.7) 
без B

xxσ  

 
 

(33.9) 

 
(33.1) 
ПАС
1K  

 
(33.1) 
ПСГ
1K  

 
(33.1) 

Ч
1K  

 
(33.1) 

ЧВ
1K  

 
(33.1) 

1,1K  

0 2001,0 2001,0 2001,0 2001,0 2001,0 2001,0 2001,0 2001,0 
0,0001 1633,6 1633,5 1667,5 1633,6 1633,5 1861,5 1801,0 1633,6 
0,001 615,94 615,71 667,00 615,86 615,82 1143,9 0,9999 615,88 
0,01 85,379 85,063 95,286 85,273 85,264 236,29 –17999 85,200 
0,1 9,0660 8,7676 9,9552 8,9665 8,9655 27,316 –198000 9,0590 
0,2 4,6372 4,3714 4,9900 4,5486 4,5481 14,245 –398000 4,6290 
0,5 1,9438 1,7776 1,9990 1,8884 1,8882 6,3191 –998000 1,9430 
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 3,6631 62 10− ⋅  1,0000 
2 0,4447 0,7766 0,5001 0,5554 0,5556 2,3324 64 10− ⋅  0,9442 
5 0,1521 1,1683 0,2001 0,2880 0,2889 1,5332 71 10− ⋅  0,6470 

10 0,7836 2,1616 0,1000 0,1981 0,2000 1,2666 72 10− ⋅  0,1152 
100 –9,2288 18,767 0,0100 0,1032 0,1199 1,0267 82 10− ⋅  –8,2466 

1000 –39,882 79,887 0,0010 0,0409 0,1119 1,0027 92 10− ⋅  –38,920 
10000 –59,101 118,22 0,0001 0,0060 0,1111 1,0003 102 10− ⋅  –61,460 
∞  –62,438 124,87 0 0 0,1110 1,0000 −∞  –61,500 
 
 

§ 34. Тонкі включення у ізотропних шаруватих середовищах 

34.1. Основні співвідношення  

Застосуємо до розв’язування плоскої задачі для тонких включень у шаруватих кусково-
однорідних середовищах метод інтегральних перетворень Фур’є. Відповідно до виразів 
(13.77) – (13.86) у випадку плоскої задачі інтегральне перетворення Фур'є дає зв'язок між фу-
нкцією напружень Ейрі ( ),x yΦ , що задовольняє бігармонічне рівняння ( ), 0x yΔΔΦ = , та її 

трансформантою ( ),F yξΦ  за змінною x  у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , , , .
2

F i x F i xy F x e dx x y e dξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ
π

Φ Φ Φ Φ Φ
∞ ∞

−

−∞ −∞

≡ = =∫ ∫          (34.1) 

З урахуванням обмежень, накладених на функцію Φ  (коли x →∞ , то ( ),x yΦ , 0zΦ∂ ∂ → ), 
фур'є-перетворення напружень і похідних переміщень мають вигляд 
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( ) ( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ } ( )

2
2

2

2 3
2 2

1 2 3 12 3

, , , , , , , , ,

, , , , , ,

F F F F
xx yy xy

F F F
x y

y y y i y
yy

iu y u y k k k k y
yy y

σ ξ σ ξ σ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ
ξ

Φ

Φ

⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪= −⎨ ⎬∂∂⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎪ ⎪′ = + −⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟∂∂ ∂⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

           (34.2) 

а розв'язок бігармонічного рівняння – 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3 2 4, y yF y A yA e A yA eξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξΦ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ,                           (34.3) 

де ( ) ( ),i iA Bξ ξ  – довільні комплексні функції, причому 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 , 0 ,
, 1...4; , 1 .

0 ; 0
i i

i i
j j

A B
A B i j i j i j

A B

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

⎧ ⎧≥ ≥⎪ ⎪= = = ≠ − =⎨ ⎨
< <⎪ ⎪⎩ ⎩

  (34.4) 

Тут враховано, що для кожного фіксованого значення y  функція ( ),F yξΦ  обмежена за до-
вільних значень ξ . 

34.2. Стрибок напружень і переміщень на відрізку в однорідній площині 

Розглянемо необмежену площину xOy , яка відповідає необмеженому середовищу зі 
сталими ,E ν  та вважатимемо, що уздовж відрізка L′  осі x  (рис. 34.1) задані стрибки векто-
ра напружень та похідних вектора переміщень  

( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

*
1

*
4

*
1 1 2
*
4 4 5

,

,

,

.

yy xy yy xy

x y x y

i i f x

u iu u iu f x

f x f x if x

f x f x if x x L

σ σ σ σ
− +

− +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′ ′ ′+ − + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

≡ −

′≡ + ∈

         (34.5) 

 

 
 

Рис. 34.1. Одне включення в однорідному середовищі 
 

Поза відрізком L′  функції стрибка дорівнюють нулю: ( ) ( ) ( )* *
1 4 0f x f x x L′= = ∉ . Ін-

дексами “+ ” та “ − ” у (34.5) відзначені граничні значення відповідних величин, якщо 
0y →  з верхньої та нижньої півплощин відповідно. 
Фур'є-перетворення умов (34.5) мають вигляд  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 4

5

, , ,

, 1, 2, 4, 5 .

F F F F F F F F F
yy yy xy xy x x
F F F F i t

y y r r
L

f f u u f

u u f f f t e dt rξ

σ σ ξ σ σ ξ ξ

ξ ξ

− + − + − +

− +

′

′ ′− = − = − =

′ ′− = ≡ =∫
                        (34.6) 
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Якщо подати фур'є-трансформанту FΦ  функції Ейрі Φ  у верхній півплощині у вигляді 
(34.3), то з огляду на її обмеженість у разі y →∞  отримаємо, що якщо 0y >  слід вважати 

( ) ( )2 4 0A Aξ ξ= = . Подібним чином отримують, що якщо 0y < , треба вважати 
( ) ( )1 3 0A Aξ ξ= = . Отже, для випадку необмеженого середовища вираз (34.3) слід трансфо-

рмувати до залежності  

( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) }

1 3

2 4

, 1 sign
2

1 sign .

yF

y

y y A yA e

y A yA e

ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

Φ −1
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

                      (34.7) 

З урахуванням (34.7) і (34.2) фур'є-перетворення напружень і похідних переміщень до-
рівнюють  

( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2

1 3

2 4

2

1 3

2 4

2

1 3

, 1 sign
2

1 sign ,

, 1 sign sign 1
2

1 sign sign 1 ,

, 1 sign 2sign
2

yF
yy

y

yF
xy

y

F
xx

y y A yA e

y A yA e

iy y A y A e

y A y A e

y y A y A e

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξσ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξσ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξσ ξ ξ ξ ξ ξ

−

−

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤= + − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤+ − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦{
( ) ( ) ( )( ) ( ) }

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){
( ) ( ) ( )( ) ( ) }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( )

2 4

2

4 1 4 1 3

4 2 4 1 4

2

4 1 5 4 3

1 sign 2sign ,

, 1 sign 2 sign
2

1 sign 2 sign ,

, 1 sign sign
2

1 sign

y

y

yF
x

y

yF
y

y A y A e

u y y k A k y k A e

y k A k y k A e

iu y y k A k k y A e

y k

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ

ξξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξξ ξ ξ ξ ξ

−

−

+

⎡ ⎤⎡ ⎤+ − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤′ ⎡ ⎤= + + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤+ − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤′ ⎡ ⎤= + − − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤+ −⎣ ⎦ ( ) ( ) ( ) ( ) }4 2 5 4 4

4 1 2 5 1 3

sign ,

1 1, 3 .
2 4

yA k k y A e

k k k k k k
G G

ξξ ξ ξ ξ

κ

⎡ ⎤− −⎣ ⎦

−
= + = = − =

      (34.8) 

На лінії 0y =  їхні граничні значення з боку верхньої півплощини (знак “+”) та нижньої 
півплощини (знак “–“) мають вигляд 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 2

2 2
1 3 2 4

2 2
4 1 1 3 4 2 1 4

2 2
4 1 5 3 4 2 5 4

, ,

sign , sign ,

2 sign , 2 sign ,

sign , sign .

F F
yy yy
F F
xy xy
F F

x x
F F

y y

A A

i A A i A A

u k A k A u k A k A

u i k A k A u i k A k A

σ ξ ξ σ ξ ξ

σ ξ ξ ξ ξ σ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

+ −

+ −

+ −

+ −

= − = −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

′ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (34.9) 

Підставляючи ці вирази у (34.6), отримуємо систему чотирьох лінійних алгебричних 
рівнянь стосовно функцій ( )kA ξ  ( 1, 2, 3, 4k = ) 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1 2 1 1

2
1 2 3 4 2 2

2
4 1 2 1 3 4 4 4

2
4 1 2 5 3 4 5 5

,

sign sign ,

2 sign ,

sign sign .

F

F

F

F

A A f

A A A A i f

k A A k A A f

k A A k A A i f

ξ ξ ξ ξ ϕ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ϕ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ϕ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ϕ ξ

− = ≡

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − − = − ≡⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + + = ≡⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − = − ≡⎣ ⎦ ⎣ ⎦

     (34.10) 

або 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4

1

11 21 12 22 42 32

31 41 24 14 15 25 4

34 44 1 35 45 5

, 0 1, 2, 4, 5 ,

1, sign ,

0, ,

2 sign , sign .

kr k r kr r
k L

c A F t f t dt r

c c c c c c

c c c c c c k

c c k c c k

ξ ξ ϕ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

= ′

= ≡ = =

= − = = = = − =

= = = − = = =

= = = − =

∑ ∫
              (34.11) 

Розв'язок цієї системи рівнянь має вигляд 
( ) ( ) ( ) ( )1...4 ,F

q qr r
r

A a f qξ ξ ξ= =∑                                       (34.12) 

де 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

5 1 1

5 1 1
2

4 1 4 1 1

4 1 4 1 1

2 sign 0 sign
2 sign 0 sign1 .

sign sign4
sign sign

qr

i k k i k
i k k i k

a
k k ik k k i
k k ik k k i

ξ ξ
ξ ξ

ξ ξξ
ξ ξ

− −
− − −

=
−

−

              (34.13) 

Підставляючи ці вирази у формули (34.8) та здійснюючи обернене перетворення Фур'є 
з урахуванням залежностей (13.90), (13.94), отримаємо вирази для компонент тензора напру-
жень і похідних переміщень у довільній точці площини 
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     (34.14) 
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Інші коефіцієнти ,pqmr qmra a  дорівнюють нулю. 
За формулами Сохоцького – Племеля [635, 112] записуємо граничні значення компо-

нент вектора напружень і похідних вектора переміщень на лінії 0y = : 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

* * *
1 1 4

1 2 4 5

* * *
4 1 4

*
*

11 2 ,
2 2 1 1

3 3 4 2 ,
2 1 2 1 1 1

11 ,
2 2 1 2 1

,1, .

yy xy

xx

x y

r r
r r

L

i Gix i x f x t x t x

x f x t x f x t x

iiu x iu x f x t x t x
G

f t f t
t x t x dt

t x

κ
σ σ

κ κ
κ κσ
κ κ κ κ

κκ
κ κ

π

± ±

±

± ±

′

−
+ = + +

+ +

− +
= + −

+ + + +

−
′ ′+ = + −

+ +

=
−∫

∓

∓ ∓

∓
             (34.16) 

34.3. Стрибок напружень і переміщень на прямій лінії поділу двох матеріалів 

Нехай півплощині 0S  ( 0y > ) відповідає пружне середовище зі сталими 0 0,E ν , а пів-
площині 1S−  ( 0y < ) – середовище зі сталими 1 1,E ν− − . Уздовж відрізка L′  осі x  (рис. 34.2) 

задані функції стрибка ( ) ( )* *
1 4,f t f t  (34.5), які, якщо x L′∉ , дорівнюють нулю. 

 

 
 

Рис. 34.2. Включення на межі поділу середовищ 
 
Подібно до того, як це зроблено у п. 34.2, з урахуванням того, що півплощини (півпрос-

тори) мають різні пружні сталі, отримаємо систему лінійних алгебричних рівнянь для визна-
чення функцій ( )iA ξ  
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де верхні індекси у коефіцієнтів 4 5,k k  стосуються матеріалу відповідної півплощини. Розв'я-
зок системи (34.17) має вигляд (34.12), де 
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(34.19) 
Підставляючи функції ( )kA ξ  у формули (34.7), (34.2) та здійснюючи обернене пере-

творення Фур'є з урахуванням залежностей (13.90), (13.94), отримаємо вирази для компонент 
тензора напружень і похідних переміщень у довільній точці півплощини ( )kz S∈  
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Тобто, структура формул (34.15) зберігається, змінюється лише вираз коефіцієнтів: за-
мість ,pqmr qmra a  слід взяти ,kl kl

pqmr qmra a  відповідно: 
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Інші коефіцієнти ,kl kl
pqmr qmra a  дорівнюють нулю. У випадку однорідної пластини нульовими 
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з урахуванням формул (13.79) отримаємо 
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Використання (34.23) та (34.15), (34.21) теж дає можливість отримати (34.21). 
Використання формули Сохоцького – Племеля [635, 112] дає змогу одержати граничні 

значення компонент вектора напружень і похідних вектора переміщень на лінії 0y = : 
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       (34.24) 

У частковому випадку, коли матеріали півплощин (півпросторів) однакові 
( 0 1E E E−= = , 0 1ν ν ν−= = ), формули (34.20), (34.24) зводяться до виразів (34.14) та (34.16) 
відповідно. 
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34.4. Пакет шарів з внутрішніми тонкими включеннями 

Загальні засади 

Розглянемо пакет з 1L M+ +  смуг jS  ( ,j M L= − ) заввишки jH  та з пружними стали-

ми ,j jE ν  відповідно (рис. 34.3). Всередині смуг jS  вздовж відрізків jL′  осей ~j js L  роз-
ташовані тонкі включення. У смугах можуть бути також інші включення або може їх не бути 
зовсім. 

 

 
 

Рис. 34.3. Схема багатошарового середовища з тонкими включеннями 
 
У точці jO  перетину осі ~j js L  з межею смуги помістимо початок двох локальних де-

картових систем координат j j jx O y  та j j js O n , зв'язаних між собою залежністю 

, , .
2

j ji i
j j j j j j j j js in z ie z e z x iyω α πα ω−+ = − = ≡ + + =                                  (34.25) 

Для спрощення запису вважатимемо  
0 ~x x ,   0 ~y y ,   0 ~s s ,   0 ~n n ,   0 ~α α , 0 ~ω ω ,   0 ~O O . 

Координати точок jO  в системі xOy  позначимо 0 jz , внаслідок чого 0 0~ .j jz z z z= +  

Крайні смуги lS  та MS−  можуть мати скінчену або безмежно велику висоту, тобто, бу-
ти кожна зокрема або й обидві одночасно півплощинами. 

На лініях 0 jy y=  розмежування матеріалів смуг jS  та 1jS −  виконуються умови ідеа-
льного механічного контакту 

( )1 1
0, , ; ~ , ; 1, .j j j j

yq yq q q ju u y y x q x y j M Lσ σ − −′ ′= = = −∞ < < ∞ = − +            (34.26) 

Верхній індекс відзначає номер смуги, де визначена відповідна компонента вектора напру-
ження чи переміщення. 
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На межах пакету 0, 1,Ly y x+= −∞ < < ∞  та 0, ,My y x−= −∞ < < ∞  задається одна з 
чотирьох груп класичних крайових умов:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

1. , ; 2. , ;

3. , ; 4. , .

yy y xy x x x y y

yy y x x xy x y y

f x f x u g x u g x

f x u g x f x u g x

σ σ

σ σ

± ± ± ±

± ± ± ±

′ ′= = = =

′ ′= = = =
           (34.27) 

Індекс “+” стосується верхньої, індекс “–” – нижньої меж. Можна задати теж силові чи дис-
локаційні навантаження довільного типу всередині кожної зі смуг. 

Вважаємо, що товщина стрічкового включення настільки мала, що його можна вилучи-
ти з розгляду, замінивши вплив на тіло певними стрибками на jL′  вектора напружень та по-
хідної вектора переміщення: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*
1 1 2

*
54 4

,

,

j j j j j j j j

j j j j

j j j j j j j
j j jn n n s n n n s

j j j j j j j
j j j j js n s n

j j

i i f s f s if s

u iu u iu f s f s if s s L
s s

σ σ σ σ
− +

− +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − = ≡ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + = ≡ + ∈⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂

        (34.28) 

причому ( ) 0j
r jf s = , якщо j js L′∉ . Вважається також, що відповідно до методу функцій 

стрибка відомі чотири функції j
kψ  ( 1, 4k = ), які зв'язують між собою напруження та перемі-

щення у протилежних точках матриці, які прилягають до берегів прошарку: 

( ) ( ), 0 ; ~ , .
j j j

j jj
r j j j j j jq n qu s s L q s nψ σ ± ± ′∂ ∂ = ∈                                  (34.29) 

Функцію напружень jΦ  всередині j -смуги подамо у вигляді суперпозиції однорідно-

го 0 jΦ  (породженого зовнішнім навантаженням за відсутності включень) та збуреного ˆ jΦ  
розв'язків: 

( ) ( ) ( ) ( )0 ˆj j j
jz z z z SΦ Φ Φ= + ∈ .                                        (34.30) 

У свою чергу, збурений розв'язок ˆ jΦ  вважатимемо сумою повного розв'язку 0ˆ jΦ  для без-
межної площини з такими ж механічними властивостями і тими ж включеннями, які нале-
жать jS  (якщо у jS  включення немає, то 0ˆ 0jΦ = ), й збуреного коригувального 1ˆ jΦ , який 

повинен враховувати скінченність висоти jH  розглядуваної смуги та вплив сусідніх смуг і 
не породжувати стрибків напружень і переміщень 

( ) ( ) ( ) ( )0 1ˆ ˆ ˆj j j
jz z z z SΦ Φ Φ= + ∈ .                                       (34.31) 

Отже, остаточно структура розв’язку має вигляд 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1ˆ ˆj j j j

jz z z z z SΦ Φ Φ Φ= + + ∈ .                              (34.32) 

Такими ж індексами відзначатимемо відповідні компоненти тензорів напружень та по-
хідні переміщень. 

Побудова однорідного розв'язку 0 jΦ , який за потреби теж можна розглядати як суму 
основного однорідного 00 jΦ  та однорідного коригувального 01 jΦ , відносно проста і на цьо-
му зараз зупинятися не будемо. Зазначимо, що він задовольняє крайові умови (34.27) на межі 
пакету, умови ідеального механічного контакту (34.26) на лініях поділу матеріалів, а за пере-
ходу через вісь включень спричиняє стрибка напружень чи переміщень. 

Тому збурений розв'язок відповідно до (34.26) – (34.28) повинен задовольняти нульові 
крайові умови на межі пакету (одну з чотирьох на кожній межі)  
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( )

0 1 0 1
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′ ′ ′≡ + = ≡ + = −∞ < < ∞ =

         (34.33) 

0, 1, 0, 1,

0, 1, 0, 1,

0, 1, 0, 1,

0, 1,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1. 0, 0;
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ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3. 0, 0;
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0, 1,
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M M M
y y y

M

u u

x y y

− − −

−

′ ′≡ + =

−∞ < < ∞ =

        (34.34) 

умови ідеального механічного контакту на лініях поділу матеріалів 

( )

0 1 1 0, 1 1, 1

0 1 1 0, 1 1, 1

0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

~ , ; , ; 1...
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j j j j j j

q q q q q q
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q x y y y x j M L

σ σ σ σ σ σ− − −

− − −

≡ + = ≡ +

′ ′ ′ ′ ′ ′≡ + = ≡ +

= −∞ < < ∞ = − +

                                    (34.35) 

та породжувати на jL′  стрибки напружень і похідних переміщень 

( )

( )

*
1

*
4

ˆ ˆ ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ,

j j j j j j j j

j j j j

j j j j j
jn n n s n n n s

j j j j j
js n s n
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i i f s

u iu u iu f s
s s

σ σ σ σ
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⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂

                                     (34.36) 

причому ( ) 0j
r jf s = , якщо j js L′∉ . 

На основі результатів п. 34.2 розв'язок для безмежної площини, якщо всередині площи-
ни уздовж відрізка jL′  заданий стрибок напружень і похідної переміщень (див. (34.14)) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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              (34.37) 

Коротше ці залежності можна подати у вигляді 
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   (34.38) 

Оскільки виконується така залежність між компонентами тензорів напружень у повер-
нутих локальних системах координат: 
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2 2
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                            (34.39) 

то з урахуванням (34.37) та заміни (34.25) матимемо 
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де 
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                            (34.41) 

Зокрема, 
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       (34.42) 

Множники *
qmra  у повернутій системі на основі виразу (34.23) обчислюють за коефіці-

єнтами *
pqmra : 
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             (34.43) 

Зводячи вирази (34.40) до основної системи координат xOy , отримаємо 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

4
0 *

0
1

0 4
*

0
1

1ˆ , ,

ˆ , 1 , ~ , .

j
j j

j

j
j

j

ij j
pq p q mr m j r

r mL

j
iq j

q mr m j r
r mL

x y a r t z z e f t dt

u x y
a r t z z e f t dt p q x y

x

α

α

σ
π

π

−

=′

−

=′

⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

∂ ⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦∂

∑ ∑∫

∑∑∫
           (34.44) 

Для коригувальної функції 1ˆ jΦ  згідно з (34.1) та (34.3)  

( ) ( )1 11ˆ ˆ, , ,
2

ji xj jF
j j jx y y e dξξ ξ

π
Φ Φ

∞
−

−∞

= ∫                                       (34.45) 

де 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 3 2 4

ˆ , .j jy yj j j jjF
jy A yA e A yA eξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξΦ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦               (34.46) 
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Причому, якщо висота jH  якоїсь зі смуг безмежна, то дві з відповідних функцій ( )j
iA ξ  ну-

льові: для півплощини LS  маємо ( ) ( )2 4 0L LA Aξ ξ= = ; для півплощини MS−  виконується рі-

вність ( ) ( )1 3 0M MA Aξ ξ− −= = .  
На основі формул (34.45), (34.46), (2.2) та (13.79) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){

( ) ( ) ( ) ( ) }
( ) ( ) ( )( ) ( ){

( ) ( )( ) ( ) }
( )

1 2
1 3 2 4

1 2
1 3

2 4

1 2
1 3

2 4

1

ˆ , ,

ˆ , sign 1

sign 1 ,

ˆ , 2sign

2sign ,

ˆ ,

y yj j j jjF
yy

yj jjF
xy

yj j

yj jjF
xx

yj j

j F
x

y A yA e A yA e

y i A y A e

A y A e

y A y A e

A y A e

u y

ξ ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

σ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

σ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

σ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ

−

−

−

′

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

⎡ ⎤= + − +⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

= ( ) ( )( ) ( ){
( ) ( )( ) ( ) }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) }

2
4 1 4 3

4 2 4 4

1 2
54 1 4 3

54 2 4 4

2sign

2sign ,

ˆ , sign

sign .

yj j j j

yj j j j

yj j j j jj F
y

yj j j j j

k A k y A e

k A k y A e

u y i k A k k y A e

k A k k y A e

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

−

′ −

⎡ ⎤+ − +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + − +⎢ ⎥⎣ ⎦
              (34.47) 

Після здійснення оберненого перетворення Фур'є маємо загальні вирази для збурених 
складових потенціалів, напружень і переміщень 

( ) ( ) ( ){ ( ) ( ) }1
1 3 2 4

1ˆ , ;
2

y yj j j jj i xx y A yA e A yA e e dξ ξ ξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
π

Φ
∞

− −

−∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫          (34.48) 

( ) ( ) ( ){
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) }

( ) ( ) ( )( ) ( ){

1 2
1 3

2 4

1 2
1 3

2 4

1 2
1 3

2

1ˆ ,
2

,

1, sign 1
2

sign 1 ,

1, 2sign
2

yj jj
yy

yj j i x

yj jj
xy

yj j i x

yj jj
xx

j

x y A yA e

A yA e e d

x y i A y A e

A y A e e d

x y A y A e

A

ξ

ξ ξ

ξ

ξ ξ

ξ

σ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ

σ ξ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ ξ

σ ξ ξ ξ ξ ξ
π

∞
−

−∞

−

∞
−

−∞

−

∞
−

−∞

⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦

⎤⎡ ⎤+ + ⎥⎣ ⎦ ⎦

⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

⎡ ⎤= + − +⎣ ⎦

+

∫

∫

∫

( ) ( )( ) ( ) }42sign ;yj i xy A e e dξ ξξ ξ ξ ξ ξ−⎡ ⎤+ +⎣ ⎦

                   (34.49) 
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( ) ( ) ( )( ) ( ){
( ) ( )( ) ( ) }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) }

1 2
4 1 4 3

4 2 4 4

1 2
54 1 4 3

54 2 4 4

1ˆ , 2sign
2

2sign ,

1ˆ , sign
2

sign .

yj j j jj
x

yj j j j i x

yj j j j jj
y

yj j j j j i x

u x y k A k y A e

k A k y A e e d

u x y i k A k k y A e

k A k k y A e e d

ξ

ξ ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ ξ

∞
−

−∞

−

∞
−

−∞

−

⎡ ⎤′ = + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤′ = − − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫
      (34.50) 

Використання формул (34.44), (34.48) – (34.50) у виразах (34.31) дає можливість вна-
слідок задовольняння крайових умов (34.33), (34.34) і умов ідеального контакту (34.35) оде-
ржати систему лінійних алгебричних рівнянь  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0 , , ; 1, 2, 4, 5
j

j jj j
r rkr kr

j r L
c A F t f t dt j k M L rξ ξ ξ

′

⎡ ⎤
⎢ ⎥− = = − =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∑ ∫        (34.51) 

стосовно функцій ( ) ( )1 2,j jA Aξ ξ . 

Функції ( ) ( ), ,j j
kr krc F tξ ξ  залежать від пружних сталих і геометрії пакету. Умова 

(34.36) задовольняється за рахунок складової 0ˆ jΦ . Якщо у суміжних смугах jS  та 1jS −  не-

має включень, то основні збурені розв'язки у них дорівнюють нулю 0 0, 1ˆ ˆ 0j jΦ Φ −= =  і тоді 
умови ідеального механічного контакту (34.35) зводяться до умов  

( )1 1, 1 1 1, 1
0ˆ ˆ ˆ ˆ, ~ , ; , .j j j j

qy qy q q ju u q x y y y xσ σ − −′ ′= = = −∞ < < ∞                     (34.52) 

З урахуванням виразів (34.49), (34.50) співвідношення (34.52) зведуться до 

    

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

0

0 0

0 01 3 2 4

1 1 1 1
0 01 3 2 4

01 3 2

1 1
0 04 1 3

,

sign 1 sign

1 sign 1

j j

j j

j

j

y yj j j j
j j

y yj j j j
j j

yj j j
j

y yj j j
j j

A y A e A y A e

A y A e A y A e

A y A e A

y A e A y A e

ξ ξ

ξ ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

−

−− − − −

−

−− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡− + − + +⎣ ⎦ ⎣

⎤ ⎡ ⎤+ + = − + −⎦ ⎣ ⎦

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) (
( )) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ( ) ( )

0

0

0

0

1 1
02 4

0 04 1 4 3 4 2 4

1 1 1 1
04 4 1 4 3

1 1 1 1
04 2 4 4

sign 1 ,

2sign

2sign 2sign

2sign

j

j

j

j

j

yj j
j

yj j j j j j j
j j

yj j j j j
j

y j j j j
j

A y A e

k A k y A e k A k y

A e k A k y A

e k A k y A

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

− −

−

− − − −

− − − − −

+

⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡+ − + + +⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

⎡ ⎤⎤+ = + − ×⎢ ⎥⎦ ⎣ ⎦
⎡× + + +⎢⎣

0 ,jye ξ⎤
⎦
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

0

0

0

054 1 4 3

054 2 4 4

1 1 1 1 1
054 1 4 3

1 1 1 1 1
054 2 4 4

sign

sign

sign

sign .

j

j

j

j

yj j j j j
j

yj j j j j
j

yj j j j j
j

yj j j j j
j

k A k k y A e

k A k k y A e

k A k k y A e

k A k k y A e

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

−

−− − − − −

− − − − −

⎡ ⎤− − + +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ + − + =⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= − − + +⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤+ + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

     (34.53) 

Якщо матеріали суміжних смуг однакові ( 1 1,j j j jE E ν ν− −= = ), то система рівнянь 
(34.53) дає  

( ) ( )1j j
r rA Aξ ξ− = .                                                       (34.54)  

Розв'язок системи (34.51) у загальному вигляді можна подати у формі 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
1

,
, , ,

1...4; , , ; 1, 2, 4, 5 ,
l

jl
j jl jll kr

rk kr kr
l r L

t
A a t f t dt a t

k l j M L r

ξ
ξ ξ ξ

ξ
Δ
Δ′

= =

= = − =

∑∑ ∫
                             (34.55) 

де ( )1 ξΔ  – визначник системи (34.51); ( ),jl
kr tξΔ  – відповідні алгебричні доповнення, що 

стосуються функцій стрибка ( )j
rf t ; функції ( ),jl

kra tξ  так само як і ( )j
krc ξ , ( ),j

krF tξ  зале-
жать від пружних сталих та геометрії пакету.  

Підставляючи отримані значення ( )j
kA ξ  у вирази (34.49) та (34.50), обчислюємо кори-

гувальні напруження та похідні переміщень 
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1

1

ˆ , , ,

ˆ ,
, , , ; , , ; 1, 2, 4, 5 ,

l

l

j jl l
pq pqr r

l r L

j
q jl l

qr r
l r L

x y R z t f t dt

u x y
R z t f t dt p q x y l j M L r

x

σ
′

′

=

∂
= = = − =

∂

∑∑ ∫

∑∑ ∫
       (34.56) 

де дійсні цілком регулярні всередині смуг jS  функції впливу визначаються виразами 

    

( ) ( ) ( ){
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) }

( )

2
1 3

2 4

2
1 3

2 4

2
1

1, , ,
2

, , ,

, sign , 1 ,
2

sign , 1 , ,

1,
2

yjl jljl
yyr r r

yjl jl i x
r r

yjl jljl
xyr r r

yjl jl i x
r r

jl
xxr

R z t a t ya t e

a t ya t e e d

iR z t a t y a t e

a t y a t e e d

R z t a

ξ

ξ ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ
π

∞
−

−∞

−

∞
−

−∞

−

⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦

⎤⎡ ⎤+ + ⎥⎣ ⎦ ⎦

⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

=

∫

∫

( ) ( )( ) ( ){
( ) ( )( ) ( ) }

3

2 4

, 2sign ,

, 2sign , ,

yjl jl
r r

yjl jl i x
r r

t y a t e

a t y a t e e d

ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

∞
−

−∞

−

⎡ ⎤+ − +⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

∫
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( ) ( ) ( )( ) ( ){
( ) ( )( ) ( ) }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( )

2
4 1 4 3

4 2 4 4

2
54 1 4 3

54 2 4

1, , 2sign ,
2

, 2sign , ,

, sign , ,
2

sign ,

yj jl j jljl
xr r r

yj jl j jl i x
r r

yj jl j j jljl
yr r r

j jl j
r

R z t k a t k y a t e

k a t k y a t e e d

iR z t k a t k k y a t e

k a t k k

ξ

ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ

∞
−

−∞

−

∞
−

−∞

⎡ ⎤= + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

+ + − +

∫

∫

( ) ( ) }4 , .yj jl i x
ry a t e e dξ ξξ ξ ξ−⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦

    (34.57) 

Переходячи до системи координат j j jx O y  всередині смуги jS , запишемо 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

1
0

1

0

ˆ , , ,

ˆ ,
,

, ~ , ; ... ; 1, 2, 4, 5 ,

j j
l

j

l

j jl l
j j pqr j j rp q

l r L

j
j jq jl l

qr j j r
j l r L

x y R z z t f t dt

u x y
R z z t f t dt

x

p q x y l M L r

σ
′

′

= +

∂
= +

∂

= − =

∑∑ ∫

∑∑ ∫                                             (34.58) 

а у відповідній локальній повернутій системі j j js O n  – 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

1 *
0

1
*

0

ˆ , , ,

ˆ ,
,

, ~ , ; ... ; 1, 2, 4, 5 .

j

j j j j
l

j j

j
l

ij jl l
j j j j j rp q p q r

l r L

j
j jq ijl l

j j j rq r
j l r L

s n R s in e z t f t dt

u s n
R s in e z t f t dt

s

p q s n l M L r

α

α

σ
′

′

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦

∂
⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦∂

= − =

∑∑ ∫

∑∑ ∫                      (34.59) 

де, подібно до (34.39), з огляду на те, що 

( )

2 2

2 2

sin cos sin 2 ,

cos sin sin 2 ,

1 sin 2 cos 2 ,
2

j j j j j j j j

j j j j j j j j

j j j j j j j j

n n x x j y y j x y j

s s x x j y y j x y j

s n x x y y j x y j

σ σ α σ α σ α

σ σ α σ α σ α

σ σ σ α σ α

= + −

= + +

= − − +

                                      (34.60) 

отримуємо за аналогією до (34.41), (34.43) вирази для функцій 

( )

* 2 2

* 2 2

*

cos sin sin 2 ,

sin cos sin 2 ,

1 sin 2 cos 2 ;
2

j j j j j j j j

j j j j j j j j

j j j j j j j j

jl jl jl jl
j j jx x r x x r y y r x y r

jl jl jl jl
j j jy y r x x r y y r x y r

jl jl jl jl
j jx y r x x r y y r x y r

R R R R

R R R R

R R R R

α α α

α α α

α α

= + +

= + −

= − − +

                                  (34.61) 

( ) ( )

( ) ( )

* * *
1 2

* *
3* *

3 1 *

,

1 2 , 1, 2; ,

1 , 4, 5; .

j j j j j

j j j j

j j j

j j

jl j jl j jl
x r x x r y y r

s jl jl
x x s x x sjl j jl j

y r x y r s jl
x x s

R k R k R

R R r s s r
R k R k

R r s s r

+

= −

⎧⎡ ⎤− + = ≠⎪⎢ ⎥⎣ ⎦= − × ⎨
⎪ − = ≠
⎩

          (34.62) 



§ 34. Тонкі включення у ізотропних шаруватих середовищах 447

Тому на лінії включення ( )0jn =  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 *
0

1
*

0

ˆ , ,

ˆ
, , ~ , .

j
j j j j

j j

j

ij jl l
j j j rp q p q r

l r
j

jq ijl l
j j r j j j jq r

j l r

s R s e z t f t dt

u s
R s e z t f t dt p q s n

s

α

α

σ = +

∂
= +

∂

∑∑

∑∑
                  (34.63) 

Вислідне поле напружень та похідних переміщень на лінії включення з урахуванням 
(34.16) та (34.63) таке: 

       

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
51 2

*
0

1
2 1 4

*
0

1 21ˆ
2 12 1

, ,

1 21ˆ
2 12 1

, ,

j j

j

j j

j

j jj j j j
j jn n

jj

ijl l
nnr j j r

l r

j jj j j j
j js n

jj

ijl l
snr j j r

l r

G
s f s t x t x

R s e z t f t dt

G
s f s t x t x

R s e z t f t dt

α

α

κ
σ

κκ

κ
σ

κκ

±

±

−
= + − +

++

+ +

−
= ± + + +

++

+ +

∑∑

∑∑

∓

 

       

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

54 2

*
0

ˆ 11
2 2 1 2 1

, ,

j

j

j
js j jj j j

j j j j

ijl l
sr j j r

l r

u s
f x t x t x

s G

R s e z t f t dtα

κ κ

κ κ

±∂ −
= + + +

∂ + +

+ +∑∑

∓
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                     (34.64) 

Підставляючи вирази (34.64) в умови (34.29), отримаємо систему сингулярних інтегра-
льних рівнянь для визначення функцій стрибка ( )j

rf t . Розв'язавши її, можна вважати відо-
мим поле напружень і переміщень у довільній точці композиту. 

Включення, паралельне до межі поділу матеріалів 

Єдина незручність виразів (34.59), (34.64) полягає у тому, що їх не можна використо-
вувати, якщо включення розміщене всередині смуги, але не нахилене, а паралельне до межі 
поділу матеріалів, оскільки, якщо 0jα = , то вісь js  збігається з лінією 0 jy y= . 

Щоб уникнути цього розглянемо на осі js  точку 0
jO  ( 0j js s= ) посередині відрізка jL′  

(рис. 34.4) і помістимо у неї початок ще одної системи координат  
0

j j jS O N : 0 ,j j j j jS s s N n= − = .  
Тоді 

( ) ( ) 0 0
0 0 0 0,j j j ji i i i

j j j j j j j j j js in e z S iN e z s e z S e zα α α α+ + = + + + = + ,             (34.65) 
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де 0
0 0 0

ji
j j jz z s e α= +  – координата точки 0

jO  в основній системі координат xOy . Зокрема, 

коли 0iα = , то 
0 0

0 0 0 0, .j j j j j j j j j js in z S iN z s z S z+ + = + + + = +                     (34.66) 
 

 
Рис. 34.4. Нахилене до межі півплощини включення  

 
З урахуванням підстановок (34.65), (34.66) виразами (34.59), (34.64) можна користува-

тися вже у довільному випадку. 

Зосереджені сили та дислокації всередині пакету смуг 

Побудуємо однорідний розв'язок для сукупності зосереджених сил та крайових дис-
локацій у смугах пакету. Такий розв'язок 0 jΦ  розглядатимемо як суму основного однорідно-
го 00 jΦ  та коригувального 01 jΦ  розв’язків.  

Спочатку звернемося до конструювання основного розв'язку. Для цього вважатимемо 
( ) ( ) 51 2 4, , , ,j j j jj j j j j

r r y x x yf t f t f P f P f b f bδ= = = = = ,                 (34.67) 

де ( )tδ  – дельта-функція Дірака. Підставляючи ці вирази у формули (34.12), з огляду на 
(13.95), одержимо вирази 
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r m
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u x y
a r z f p q x y

x

σ
π

π

=

=

= −

∂
= −

∂

∑∑

∑∑
                              (34.68) 

які визначають поля напружень та похідних переміщень від прикладеної у початку системи 
координат безмежної однорідної площини з пружними сталими ,j jE ν  сили j j

x yP iP+  та 

крайової дислокації з вектором Бюрґерса j j
x yb ib+  (тому цей розв'язок наділений верхніми 

індексами"00 "j ). Якщо ж ці чинники розміщені у точці * jz , то 

( ) ( )
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4
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, 1 , ~ , .
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r m
j

q j j
qmr m j r

r m
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u x y
a r z z f p q x y
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∂
= −

∂

∑∑

∑∑
                        (34.69) 

Вважаючи у залежностях (34.59), що 
( ) ( )* 51 2 4, , , , ,

cos sin , sin cos ,

j j j jj j j j j j
r r j n s s n

j j j j j
n y j x j s y j x j

f t f t s f P f P f b f b

P P P P P P

δ

α α α α

= − = = = =

= − = +

� � � � �
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cos sin , sin cos ,j j j j j
n y j x j s y j x jb b b b b bα α α α= − = +                    (34.70) 

отримаємо коригувальне поле напружень і похідних переміщень 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

01 *
*

01
*

*

, , ,

,
, , ~ , .

j l j
pq pqr j r

l r
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q l j
qr j r

l r

x y R z s f

u x y
R z s f p q s n

x

σ =

∂
=

∂

∑∑

∑∑

�

�
                          (34.71) 

Включення всередині смуги 

Загальна схема. Вважатимемо 0L M= =  і розглянемо включення вздовж відрізка 

0 [ ; ]L a a+ −′ = , орієнтованого під кутом 0α α=  до краю 0y =  смуги заввишки 0H H=  з 
пружними сталими 0 0,E ν  (рис. 34.5). 

 

 
Рис. 34.5. Нахилене включення всередині смуги 

 
Якщо на межі тіла задані напруження, то крайові умови (34.33) набудуть вигляду 

( ) ( ) ( )00 10 00 10
0

ˆ ˆ ˆ ˆ0, 0 ~ , ,py py py py
y y H

p x yσ σ σ σ
= =

+ = + =            (34.72) 

або з урахуванням залежностей (5.23) та (5.18) ( 00 0z = ) –  
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Побудувавши інтегральне перетворення цих виразів на підставі залежності (34.1), маємо 
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де 

( ) ( ), , .i i x
m mr t y r t x iy e e dxα ξξ

+∞
−

−∞

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦∫                                         (34.74) 

Оскільки 
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 (34.75) 

то з огляду на перші два співвідношення (13.87) 
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            (34.76) 

Таким чином, система алгебричних рівнянь (34.51) конкретизується за допомогою ви-
разів 
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або 
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де слід врахувати, що якщо 0y = , то sinv t α= , ( )sign 1v = ; якщо ж y H= , то sinv t t H= − , 

( )sign 1v = − . 

Однорідні розв'язки для смуги 

Якщо у точці *0 *0 *0 *0
iz s e x iyα= = +  смуги прикладена зосереджена сила та крайова 

дислокація, то з огляду на (34.71) однорідний коригувальний розв'язок має вигляд 
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Відповідний повний основний розв'язок є суперпозицією (34.79) та (34.69), якщо 0j = . 
Запишемо ще чотири характерні однорідні розв'язки для смуги. 
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4. Поперечний зсув: 
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Числовий аналіз для включення всередині смуги 

 
 
 
 
 
 

  
 

Рис. 34.6 
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Рис. 34.8 

 
Рис. 34.9 
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Рис. 34.10 
 

 
 

Рис. 34.11 
 

 
 
 
 

 
Рис. 34.12 

 

 
Рис. 34.13 
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Рис. 34.17 

 
Рис. 34.18 
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Рис. 34.21 

 
Рис. 34.22 

 
Здійснений на основі методу ортогональних многочленів О.О.Євтушенком числовий 

аналіз зосереджувався на обчисленні УКІН та напружень на межі включення з матрицею. 
Обчислення здійснені для ПНС стосовно відносної товщини 0 0,1h a =  ( 2a a a+ −= − ) вклю-
чення прямокутного профілю (β = ∞ ) та однакових коефіцієнтів Пуассона матриці та вклю-
чення 0 Bν ν= . Досліджений вплив кута α  ( 0 2α π≤ ≤ ) орієнтації включення, його віднос-
ної жорсткості B 0k E E= , відносної довжини 2a Bλ =  включення стосовно розміру 

sinB H α=  перерізу та ексцентриситету 1 ( )a a Bε + −= − −  розташування включення. Об-
числення здійснені з точністю до 1%. 

Отримано, що для податних включень ( 1k < ) домінують УКІН 1,1 2,1,K K : у цьому ви-
падку значна концентрація напружень спостерігається на лінії продовження серединної осі 
включення. Якщо 0,0001k < , то значення УКІН відповідають тріщині і 1,1 2,1,K K  практично 
збігаються (похибка не більша за 1%) зі значеннями 1 2,K K  відповідно у випадку аналогіч-
них задач теорії тріщин [1379, 1437, 1671]. 

Обчислення за 1k =  дали нульові значення УКІН. Для відносно жорстких включень 
( 1k > ) переважають УКІН 1,2 2,2,K K . У цьому випадку, на відміну від податного включення, 
напруження концентруються головно на межі контакту включення з матрицею. 

На рис. 34.6 – 34.12 зображена залежність безрозмірних значень УКІН від α  для де-
яких значень k  центрально розташованого ( 0ε = ) включення за 0,5λ =  за розтягу вздовж 
осі x  (рис. 34.6, 34.7), згину (рис. 34.8 – 34.10), зсуву (рис. 34.11, 34.12). 

Вплив ( )2, 0λ α π ε= =  за тих же способів навантажування та значень k  відображе-
ний на рис. 34.13 – 34.15. Помітно, що збільшення λ  спричиняє збільшення всіх УКІН. Якщо 
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0λ → , то результати обчислень прямують до значень, які відповідають включенню у необ-
меженій ізотропній площині. 

Для податних ( 1k < ) включень, вістря яких не дуже близькі до краю смуги, в умовах 
2α π=  для обчислення 1,1K  можна запропонувати за аналогією до Ісіди [1379] апроксима-

ційну формулу  

( ) ( ) ( ) 10
1,1 1 B 0cos 2 , 4 1K a p a k G Gπ θ πλ θ

−± = ± = + .                  (34.84) 

Слушність її підтверджується зіставленням значень 1,1K p aπ , обчислених числово-
аналітичним методом (другий стовпчик табл. 34.1) та за формулою (34.84) (третій стовпчик 
цієї ж таблиці). В інших стовпчиках таблиці містяться відповідні значення УКІН для згину та 
зсуву. 

Таблиця 34.1. Ненульові УКІН на вістрі s a−=  для центрально розташованого ( )0ε =  

 перпендикулярного до межі смуги ( )2α π=  включення за 0,1k =  
 

Розтяг уздовж осі x  Згин Зсув  
 
λ  1,1K

p aπ
 

 
(34.84) 

1,2K

p aπ
 1,1K

p aπ
 1,2K

p aπ
 2,1K

aτ π
 2,2K

aτ π
 

0,1
0, 2
0,3
0, 4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

 

0,4412 0, 4415 0,0001
0,4527 0, 4535 0,0003
0,4740 0,4757 0,0005
0,4969 0,4997 0.0012
0,5313 0,5338 0,0017
0,5831 0,5844 0,0042
0,6664 0,6623 0,0064
0,8127 0,8036 0,0147
1,1548 1,1183 0,0340

 

0,0213 0,9465
0,0444 0,9850
0,0708 1,0216
0,0905 1,0591
0,1150 1,1027
0,1405 1,1601
0,1782 1, 2473
0, 2315 1,3326
0,3367 1,5211

 

0,6322 0,0186
0,6368 0,0316
0,6434 0,0599
0,6546 0,0838
0,6773 0,0914
0,7046 0,1124
0,7609 0,1153
0,8719 0,1191
1,1587 0,1468

 

 
Вплив зміни ексцентриситету ε  за значень параметрів 2, 0,5α π λ= =  ілюструють 

рис. 34.16 – 34.18. Помітно, що за розтягу (рис. 34.16) більші значення УКІН на тому вістрі 
включення, що розташоване ближче до краю смуги. Це явище вже було відзначене у теорії 
тріщин [1271]. 

Вплив зосереджених сил досліджений для випадку центрально розташованого ( 0ε = ) 
перпендикулярного до граней ( 2α π= ) включення за дії двох однакових за величиною та 
протилежно спрямованих силP , прикладених на серединній лінії смуги симетрично стосов-
но неоднорідності на відстані d  від неї. Внаслідок такого способу навантажування та орієн-
тації включення 1,2 2,2 0K K= = . 

Залежність значень ненульових безрозмірних УКІН (віднесених до P aπ ) від віднос-
ної відстані d a  точок прикладання сил, коли 0,5λ = , для окремих значень k  містять рис. 
34.19, 34.20. Помітне з віддаленням сил від включення спочатку швидке збільшення, а потім 
зменшення до нуля абсолютних значень УКІН. УКІН 1,1K  досягає найбільших значень на 
тріщині, 1,2K  – на абсолютно жорсткому включенні. 

Рис. 34.21, 34.22 подають залежність ненульових безрозмірних УКІН від відносної до-
вжини включення λ , якщо відносна відстань точок прикладання сил фіксована ( )1d a = . 
Зазначимо, що для податних включень 1k <  зі збільшенням λ  УКІН 1,1K  спочатку до певної 
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міри зменшується, а потім круто зростає до безмежно великого значення, коли вістря вклю-
чення наближається до краю смуги. Щодо УКІН 1,2K , то його поводження діаметрально про-
тилежне: зі збільшенням λ  він спершу дещо збільшується, а потім поволі прямує до нуля. 

Таким чином, у випадку навантажування зосередженими силами можна говорити про 
оптимальне їхнє розташування та оптимальну довжину включення, які можуть забезпечити 
мінімальні чи максимальні значення обраних УКІН. 

Дослідження напружень на лінії контакту з включенням свідчать про істотний вплив 
жорсткості неоднорідності та точок прикладання сил на величину і характер розподілу нор-
мальних і дотичних напружень. 

Включення всередині півплощини (півпростору) 

Якщо висота смуги 0H H=  безмежно велика, то згідно із загальними засадами 

( ) ( )0 0
2 4 0A Aξ ξ= =  і для визначення коефіцієнтів ( ) ( )0 0

1 3,A Aξ ξ  необхідно розв'язати сис-
тему рівнянь (34.73), яка тепер набуває вигляду [214] 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )

0

0

4
2 0 * 0

1
1

4
2 0 0 * 0

1 3
1

1 , ,0 ,

1sign , ,0 ,

yymr m r
r mL

xymr m r
r mL

A a r t f t dt

A A a r t f t dt

ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ ξ
π

=′

=′

=

− + = −

∑∑∫

∑∑∫
           (34.85) 

звідки отримуємо 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

0

0

4
0 * 0
1 2

1

4
0 * * 0
3 2

1

1 , ,0 ,

1 sign , ,0 .

yymr m r
r mL

yymr xymr m r
r mL

A a r t f t dt

A a a r t f t dt

ξ ξ
πξ

ξ ξ ξ
πξ

=′

=′

=

= −

∑ ∑∫

∑∑∫
                        (34.86) 

Тобто, у цьому випадку у виразах (34.55) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

4
00 * 00 00
1 2 42

1
4

00 * *
3 2

1

1, , ,0 , , , 0,

1, sign , ,0 .

r yymr m r r
m

r yymr xymr m
m

a t a r t a t a t

a t a a r t

ξ ξ ξ ξ
πξ

ξ ξ ξ
πξ

=

=

= = =

= −

∑

∑
                    (34.87) 

Отже, 
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

0

0

10 00 0

10
00 0

ˆ , , ,

ˆ ,
, , ~ , ,

pq pqr r
r L

q
qr r

r L

x y R z t f t dt

u x y
R z t f t dt p q x y

x

σ
′

′

=

∂
=

∂

∑ ∫

∑ ∫
                                     (34.88) 

де 

( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

00 2 00 00
1 3

00 2 00 00
1 3

1, , , ,
2

, sign , 1 , ,
2

y i x
yyr r r

y i x
xyr r r

R z t a t ya t e e d

iR z t a t y a t e e d

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
π

∞
− −

−∞
∞

− −

−∞

= − +

= − + −

∫

∫
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( ) ( ) ( )( ) ( ){ }

( ) ( ) ( )( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

00 2 00 00
1 3

00 2 0 00 0 00
4 1 4 3

00 2 0 00 0 0 00
4 1 5 4 3

1, , 2sign , ,
2

1, , 2sign , ,
2

, sign , , .
2

y i x
xxr r r

y i x
xr r r

y i x
yr r r

R z t a t y a t e e d

R z t k a t k y a t e e d

iR z t k a t k k y a t e e d

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
π

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
π

∞
− −

−∞
∞

− −

−∞
∞

− −

−∞

= + −

= + −

= − − +

∫

∫

∫

 

Як наслідок останніх виразів 

                ( ) ( )* *
2

1, , 1 ,
2

y i x
yymr yymr xymrJ x y t a y a y e e dξ ξξ ξ ξ

π

∞
− −

−∞

⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦∫  

                ( ) ( )( ) ( )* *
2, , sign 1 ,

2
y i x

xymr yymr xymr
iJ x y t a y a y e e dξ ξξ ξ ξ ξ
π

∞
− −

−∞

⎡ ⎤= − + − −⎣ ⎦∫  

                ( ) ( ) ( )( )* *
2

1, , 1 2sign ,
2

y i x
xxmr yymr xymrJ x y t a y a y e e dξ ξξ ξ ξ ξ

π

∞
− −

−∞

⎡ ⎤= − + + −⎣ ⎦∫  

( ) ( )
( )( )

( ) ( )( )

( )

* 0 0
4 42

* 0
4

* 0 0
1 42

* 0 0
5 4

1, , 2
2

2sign ,

, , 2 sign
2

.

xmr yymr

y i x
xymr

ymr yymr

y i x
xymr

J x y t a k yk

a k y e e d

iJ x y t a k k y

a k k y e e d

ξ ξ

ξ ξ

ξ
π

ξ ξ ξ

ξ ξ
π

ξ ξ

∞

−∞

− −

∞

−∞

− −

⎡= − + +⎣

⎤+ − ⎥⎦

⎡= − − +⎣

⎤+ + ⎥⎦

∫

∫
                             (34.89) 

Врахувавши розвинення (34.76), запишемо 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

8 8
* *

1 1

*

, , , , , , , , , ,

, , , , cos , sin ,

k k
pqmr pqmr k pmr pmr k

k k

Y i X
k k

J x y t b J x y t J x y t b J x y t

J x y t J t e e d X x t Y y tξ ξξ ξ α α

= =
∞

− −

−∞

= =

= = − = +

∑ ∑

∫
                (34.90) 

де 
( )

( )

( )

1 * 5 * *
1 5 2 1

2 * 6 * *
2 6 1 2

3 * 7 * *
3 7 4 3

4 *

2 , 2 ,

2 , 2 ,

2 , 2 ,

yymr yymr m yymr yymr m m xymr m

yymr yymr m yymr yymr m m xymr m

yymr yymr m yymr yymr m m xymr m

yymr yymr

b a a b a a a a a

b a a b a a a a a

b a a b a a a a a

b a

π π

π π

π π

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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= − ( )

( )

( )

8 * *
4 8 3 4

1 * 5 * *
1 1 5 2

2 * 6 * *
2 2 6 1
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m yymr yymr m m xymr m

xymr xymr m xymr yymr m xymr m m

xymr xymr m xymr yymr m xymr m m
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b i a a b i a a a a a

b i a a b i a a a a a

π π

π π

π π

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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( )

( )

3 * 7 * *
3 3 7 4

4 * 8 * *
4 4 8 3

1 * * 2 * *
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2 , 2 ,
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                (34.91) 

Використання залежностей (13.93) дає можливість обчислити інтеграли 
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Таким чином, остаточно маємо явні вирази для функцій 

( ) ( ) ( ) ( )
4 8 4 8

00 * 00 *

1 1 1 1
, , , , , , ,k k

pqr pqmr k pr pmr k
m k m k

R z t b J x y t R z t b J x y t
= = = =

= =∑ ∑ ∑ ∑ .          (34.93) 

Якщо підставити у (34.88) вирази 
( ) ( )0 0 0 0 0

*0 1 2
0 0 0 0 0 0 0
4 5
0 0 0 0 0 0 0 0 0

, , ,

, , cos sin ,

sin cos , cos sin , sin cos

r r n s

s n n y x

s y x n y x s y x

f t f t s f P f P

f b f b P P P

P P P b b b b b b

δ

α α

α α α α α α

= − = =

= = = −

= + = − = +

� � �

� �        (34.94) 

та позначити *0 *0 *0 *0cos , sinx s y sα α= = , то одержимо 

( ) ( )
( )

( ) ( )
010

010 00 0 00 0
*0 *0

,
, , , , , ~ ,q

pq pqr r pr r
r r

u x y
x y R z s f R z s f p q x y

x
σ

∂
= =

∂∑ ∑� �        (34.95) 

– вираз для компенсувального поля напружень у півпросторі з пружними сталими 0 0,E ν , 

коли у точці *0 *0
iz s e α=  діє зосереджена сила 0 0

x yP iP+  та крайова дислокація з вектором 

Бюрґерса 0 0
x yb ib+ . З урахуванням залежностей (34.93) 

( ) ( )

( )
( ) ( )

4 8
010 * 0

*0
1 1

010 4 8
* 0

*0
1 1

, , , ,

,
, , , ~ , .

k
pq pqmr k r

r m k

q k
pmr k r

r m k

x y b J x y s f

u x y
b J x y s f p q x y

x

σ
= =

= =

=

∂
=

∂

∑∑ ∑

∑∑ ∑

�

�
                           (34.96) 

Отримані у цьому підпункті результати для включення всередині півплощини збіга-
ються з виразами, одержаними у п. 30.6 методами теорії функцій комплексної змінної. Вони 
випливають теж з формул для однієї смуги, якщо у них перейти до границі H →∞ . 

34.5. Пакет шарів з тонкими міжфазними включеннями 

Якщо включення розміщене на межі поділу двох шарів jS  та 1jS − , то методика 
розв’язування задачі в цілому зберігається. Певна різниця (так само як і у п. 22.4 під час ви-
вчення аналогічної антиплоскої задачі) полягає у тому, що для побудови основних збурених 
розв'язків 0ˆ jΦ  у jS  та 0, 1ˆ jΦ −  у 1jS −  від включення на їхній межі використовується розв'я-
зок (34.20) для стрибка напружень і переміщень на лінії поділу двох безмежних середовищ зі 
сталими ,j jE ν  та 1 1,j jE ν− − . Вирази, що стосуються у цьому розв'язку верхньої півплощи-
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ни, віднесемо до основного збуреного розв'язку в jS , а вирази, що відповідають у цьому ни-

жній півплощині — до основного збуреного розв'язку в 1jS − . 

Якщо і на верхньому і на нижньому краях смуги jS  знаходяться включення, то кожне з 

них дає свій незалежний внесок у розв'язок 0ˆ jΦ . Включення, які містяться всередині jS  да-

ють свій внесок до 0ˆ jΦ  за загальним правилом, сформульованим у п. 34.4. 
Оскільки розв'язок (34.20) забезпечує умови ідеального механічного контакту на лінії 

розташування включення, то за відсутності включень всередині та на інших межах смуг, що 
пристають до цієї лінії, умови механічного контакту (34.35) повинні задовольняти лише збу-
рені коригувальні розв’язки 1ˆ jΦ , тобто повинні виконуватися умови (34.52), які породжують 
систему рівнянь (34.53).  

34.6. Пружна рівновага багатошарового середовища з розрізами 

Постановка задачі 

Розглянемо пружну рівновагу кусково-однорідної площини, складеної з двох смуг 1S , 

1S  та двох півплощин 3S , 4S  з різних матеріалів з  розрізами 
1

, ;
N

n n n n
n

L L L a a− +

=
⎡ ⎤′ ′ ′= = ⎣ ⎦∪  уз-

довж лінії L  злуки смуг (рис. 34.23), якщо діють однорідне поле напружень на нескінченно-
сті yy pσ∞ = , xxk kpσ∞ = , xyσ τ∞ =  та зосереджені сили k xk ykP P iP= +  і моменти kM  у точках 

*kz  ( 1...4k = ).  
 

 
 

Рис. 34.23. Схема задачі 
 
Вважаємо, що до берегів розрізів прикладені напруження  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 , 1, 2yyj xyj j jx i x x i x x i x x L jσ σ σ τ σ σ± ± ′− = − = − ∈ = .         (34.97) 
Після деформування тіла береги розрізів не контактують. 

Крайові умови на лінії L  запишуться у вигляді (30.1) , (30.2): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

*
1 1 2 2 1 2 1

*
1 1 2 2 4 5 4

,

,

yy xy yy xy

x y x y

i i f x if x f x

u iu u iu f x if x f x x L

σ σ σ σ− − − = − ≡

′ ′ ′ ′+ − + = + ≡ ∈
                   (34.98) 
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причому ( ) ( )* *
1 4 0,f x f x= =  якщо x L′∉ . У даному випадку функція стрибка *

1f  відома і 
дорівнює 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
1 11 21 12 22 .f x i iσ σ τ τ σ σ σ σ− + − += − − − = − − −  

На лініях 1 2,L L  контакту смуг з півплощинами виконуються умови ідеального меха-
нічного контакту 

( ): 1, 2; 2 .yyj xyj yyk xyk xj yj xk yk ji i u iu u iu z L j k jσ σ σ σ ′ ′ ′ ′− = − ⋅ + = + ∈ = = +       (34.99) 

Цю задачу можна окремо розв'язувати загальним методом інтегральних перетворень 
Фур’є для багатошарових областей або скористатися загальними побудовами для пружного 
включення, вважаючи, що функція стрибка ( )*

1f x  відома (зокрема дорівнює нулю, якщо на 
берегах тріщин навантаження симетричне). Подамо ще один спосіб, який поєднує апарат те-
орії функцій комплексної змінної та інтегралів Фур'є. Можливість такого підходу була підка-
зана автору В.К.Опанасовичем. 

 

 
 

Рис. 34.24 
 

Напруження і переміщення на лінії поділу матеріалів y H=  

Нехай у площині 0S  пряма y H=  є лінією поділу матеріалів двох півплощин 1S  та 2S  
з різними пружними сталими (рис. 34.24). Якщо комплексні потенціали ( ) ( ),k kz zΦ Ψ  за-
лежностей (13.19) визначені в області kS  ( 1, 2k = ), то за [635, 112] під функцією ( )k zΦ  в 
області lS  ( 3l k= − ) розумітимемо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 ; 1, 2; 3 .k k k k lz z iH z z iH z iH z S k l kΦ Φ Φ Ψ′= − − − − − − ∈ = = −    (34.100) 
Звідси, замінюючи z  на 2z iH+  та приймаючи до відома, що якщо lz S∈ , то 2 kz iH S+ ∈  і 
навпаки, отримуємо  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 ; 1,2; 3k k k k kz iH z z iH z z z S k l kΦ Φ Φ Ψ′+ = − − + − ∈ = = − . 
Це дає остаточно  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 ; 1,2; 3 .k k k k kz z iH z z iH z z S k l kΨ Φ Φ Φ′= − + − − + ∈ = = −     (34.101) 
Підставляючи (34.101) у (13.19), одержимо  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 ,

2 2 2 ; 1,2 .

yyk xyk k k k

k xk yk k k k k k

i z z iH z z iH z

G u iu z z iH z z iH z z S k

σ σ

κ

Φ Φ Φ

Φ Φ Φ

− = − + + − −

′ ′ ′+ = + + − − + ∈ =
  (34.102) 
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Подамо функції ( ) ( ),k kz zΦ Ψ  у вигляді 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0, ; 1, 2 ,k k kk k k k kk k k kz S z z z R z R z z z S kΦ Γ Φ Ψ Γ Ψ′= + + = + + + ∈ =  

де ( ) ( )0 0,k kz zΦ Ψ  – голоморфні у kS  функції, що заникають на нескінченності; ( )kkS z  – 
особливість функції ( )k zΦ ; ( ) ( ),kk kR z R z  – особливості функції ( )k zΨ  у kS . Підставив-
ши ці вирази у (34.100), отримаємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( )

* * 0 0 0
*

* *
* * * ** * *

*
* * *

2 2 2 ,

,
2

2 , ; 1, 2; 3 ;

k k kk k k k

k k k kk k k k
kk

k k k

k k k k k l

z S z z iH z z iH z iH

z z PP iM
S z

z z z z z z

z z iH z S k l k

φκ φ

π

Φ Γ Φ Φ Ψ

Γ Γ Γ

2 2

′= + − − − − − −

−
= − + −

− − −

′= + = − − ∈ = = −

           (34.103) 

( )*kkS z  – особливість функції ( )k zΦ  у області lS . 

Система інтегральних рівнянь для системи тріщин у шаруватому середовищі 

Повертаючись до розв'язування задачі для багатошарового середовища з тріщинами, 
подамо комплексні потенціали у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( )* *
0 ; 1,4 ,k k kk k kz S z z z S kΦ Γ Φ= + + ∈ =                            (34.104) 

де ( )*
0k zΦ  – голоморфні у kS  функції, які можна записати у вигляді  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

*
0 0 0 0 *

*
0 0 * 0

0

*
0

0 *

1, 2 ,

3, 4 , ,

1 ,
4,

3 1 ;
4 4

k k k k kk

i z
k k kk k k

k k k
i z

k k k

k k k

z z A z B z S z k

z z S z k A z A e d

p p z S
B z B e d

p p i z S

ξ

ξ

ξ ξ

ξ ξ
τ

Φ Φ

Φ Φ

Γ
Γ

Γ

∞
−

∞

= + + + =

= + = =

⎧ = + ∈⎪⎪= = ⎨
⎪ = − + + ∉
⎪⎩

∫

∫

                   (34.105) 

( )0k zΦ ( 1...4k = ) – невідомі поки що голоморфні в kS  функції; ( ) ( ),k kA z B z  ( 1,2k = ) – 
функції впливу, що враховують присутність підкріплювальних півплощин; ( )kkS z  та 

( )*kkS z  – особливості функцій ( )k zΦ  та їхніх продовжень (для 1, 3k =  – через лінію 1L ; 
для 2, 4k =  – через 2L ) в сенсі рівності (34.103). 

З умови однаковості напружень на лініях 1L , 2L  (34.99) з урахуванням (34.104)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 ; 1,2; 2 .j k j k jz z z z z L j k jΦ Φ Φ Φ+ + − −+ = + ∈ = = +  

Розв'язуючи цю задачу лінійного спряження, знаходимо 
( ) ( ) ( )0 0 1,2; 2 .j kz z j k jΦ Φ= − = = +                                      (34.106) 

З умови однаковості переміщень (34.99) з урахуванням (34.102) подібним чином знахо-
димо 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
* *

0 *
0 * *

0 *

,
1,2; 2 ,

k j jj j kk k
k

k j jj j kk j

c A z S z d S z z S
z j k j

d B z S z c S z z S
Φ

⎧ ⎡ ⎤+ − ∈⎣ ⎦⎪= = = +⎨
⎡ ⎤+ − ∈⎪ ⎣ ⎦⎩

         (34.107) 

де 
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( )* *, , 1 , .k kj kj k kj jk kj k j kj k k jc e c d e c e G c G Gκ κ= = = + = +  

З умови збігу переміщень по обидва боки від ліній L , 1L , 2L  у границі x →∞  отри-
муємо зв'язки між пружними сталими та зусиллями на нескінченності  

( ) ( )1 * 1 1 1*i i i iG Gκ κΓ Γ Γ Γ+ = +     або    ( )1 1 2, 3, 4 .i iG B G B i= =                  (34.108) 
Розв'язавши систему рівнянь (34.106), (34.107), матимемо 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

01 1 01 11 1
1

1 01 01 12 3

2 02 02 21 2
2

02 2 02 22 4
* *

1 *
* *

2 * * *

,

,

,

,

, 1 ,

, 1 .

j j jj j jj j kk j k

j j jj j jj j kk j k

A z c B z A z z S
z

d A z B z A z z S

c A z B z A z z S
z

A z d B z A z z S

A z S z c S z c S z c d

A z S z d S z d S z d c

Φ

Φ

Γ

Γ

⎧ + + ∈⎪= ⎨
+ + ∈⎪⎩

⎧ + + ∈⎪= ⎨
+ + ∈⎪⎩

= + + + = −

= + + + = −

                           (34.109) 

Граничні значення напружень та похідних від переміщень на лінії L  дорівнюють 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* *
0

* *
0

lim 2 2 ,

2 lim 2 2 ,

yyj xyj j j j j j
y

j xj yj j j j j j j
y

x i x z z iH iH z

G u x iu x z z iH iH z x L

σ σ

κ

Φ Φ Φ

Φ Φ Φ

→

→

⎡ ⎤′− = − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′ ′+ = + + + ∈⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

     (34.110) 

або з урахуванням (34.109) – 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
* *

0

2
2* 2*

0

,

2 2 ,

i x i x
yyj xyj j j j

i x i x
j xj yj j j j j

x i x A e A e d T x

G u x iu x A e A e d G T x

ξ ξ

ξ ξ

σ σ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

∞
+ − −

∞
+ − −
+ +

⎡ ⎤− = + +⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′+ = + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫

∫
         (34.111) 

де 

                       

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

2

2

2
1* 1 1 1 1 1

2
1* 1 1 1 1

2
2* 2 2 2 2

2
2* 2 2 2 2 2

1 2 ,

2 ,

2 ,

2 1 ,

H

H

H

H

A d e A H c B

A H A c e B

A c e A H B

A H c A d e B

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

−−

+

−

−+

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦
⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦
⎡ ⎤= + −⎣ ⎦

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

2

2

2
3* 1 1 1 1 1 1

2
3* 1 1 1 1 1

2
4* 2 2 2 2 2

2
4* 2 2 2 2 2 2

1 * * *
1 2 1

2 *
1 2

2 ,

2 ,

2 ,

2 ,

2 2 , 1 ,

2

H

H

H

H

j
j j j j j j j j

j j j j j

A d e A H c B

A H A c e B

A c e A H B

A H c A d e B

T x A x A x iH iH A x H H

T x A x A x iH

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ κ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ κ ξ

ξ κ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ κ ξ

κ

−−

+

−

−+

⎡ ⎤= + −⎣ ⎦
⎡ ⎤= + +⎣ ⎦

⎡ ⎤= + +⎣ ⎦
⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦

′= − + − = −

= + + + ( ) ( )*
12 2 , 1, 2 .j j jiH A x G k j⎡ ⎤′ =⎢ ⎥⎣ ⎦
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Підставляючи вирази (34.111) в умови (34.98), отримаємо 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 * 1
1

0

* 1
1

0

3 4 * 2
4

0

* 2
4

0

1 ,
2

1 ,
2

i x i x

i t i x i t i x

i x i x

i t i x i t i x

A e A e d f t N t

f t N t e e e e dtd

A e A e d f t N t

f t N t e e e e dtd

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ
π

ξ ξ ξ

ξ
π

∞
−

∞ ∞
− −

−∞
∞

−

∞ ∞
− −

−∞

⎡ ⎤− = + =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤+ = + =⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

              (34.112) 

де 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

1

2

1

2

1

21
1* 2* 1 1 1 1 1

2
2 2 2 2

22
2* 1* 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2

23 3* 4*
1 1 1 1 1 1

1 2 1

2
2

1 2

2 ,

2

2 1 ,

1 2
2 2 2

1
2

H

H

H

H

H

A A A d e A H c B

c e A H B

A A A H A e c B

H c A d e B

A A
A d e A H c B

G G G

G

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ κ ξ ξ ξ

κ

−− −

+ +
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1 2
2 2 2

1 2 ,
2

, 1, 2 .

H
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A H A e c B
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d e B H c A
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N x T x T x k j

ξ

ξ

ξ
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−
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Під час побудови (34.112) використане співвідношення (13.99). 
Прирівнявши у рівності (34.112) члени біля i xe ξ  та i xe ξ−  відповідно, отримаємо систе-

му лінійних алгебричних рівнянь  

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( )}

1 2 3 4 * 1 * 1
1 1

0

* 2 * 2
4 4

1, , , , ,
2

, .i t

A A A A f t N t f t N t

f t N t f t N t e dtξ

ξ ξ ξ ξ
π

∞
= + − −

+ +

∫
       (34.113) 

Розв'язавши її стосовно ( ) ( ),j jA Bξ ξ  ( 1,2j = ) та підставляючи одержані значення в 
(34.110) і переходячи до границі 0y →  з урахуванням (13.102), отримаємо залежність на-

пружень та похідних від переміщень на L  від функцій стрибка ( )*
rf x  ( 1, 4r = ), зовнішнього 

навантаження, пружних сталих і геометрії пакету, аналогічну до виразів (34.38). Якщо вва-



Розділ VІ 468

жати функцію стрибка ( )*
1f x  невідомою, то використання її в умовах взаємодії довільного 

типу дає можливість одержати інтегральні рівняння для їх визначення. 
Стосовно розглядуваного випадку, підставляючи одержані вирази у крайову умову 

(34.97) за довільного значення 1j =  або 2j = , одержимо визначальну систему сингулярних 
інтегральних рівнянь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

3 1
1 3 3

1 , 2

1 1 ,

; 1, 2; 3 .

jr r
j m m r

mL L

f t dt
f x k x t f t dt F x

t x

x L r j r

γ
π

+
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=′ ′

+ − + =
−

′∈ = = −

∑∫ ∫               (34.114) 

Тут введені позначення 
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r r r
r r r r
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t x

x m f x l T x m N x

l

F x k x t f t dt k x t N t dt n l n
L

k x t k x t

k x t k x t

γ γ
π

σ

π

+∞

−∞

+ − +

+

+∞

= = −∞

− −
= + = +

−

⎡ ⎤+ + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦+

= − = = −
′

⎧ ⎫⎪ ⎪ =⎨ ⎬
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Відзначимо, що функції ( )rF x  мають конкретний механічний зміст 

( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 1 2 1, ,xy yyF x x l F x x lσ σ+ += =                                 (34.115) 

де ( ) ( )0 0,xy yyx xσ σ  – нормальні й дотичні напруження на лінії L  за відсутності розрізів. 

Отже, як випливає з (34.114) та (34.115), однорідний розв'язок ( ) ( )0 0,xy yyx xσ σ  для чотири-
компонентної площини за дії напружень на нескінченності, сил, моментів та зусиль на бере-
гах тріщин будується у квадратурах. 

Шукані функції ( ) ( )4 5,f x f x  повинні задовольняти звичні умови, що випливають з 
умови однозначності переміщень під час обходу навколо розрізу: 

( ) ( )0 1, ; 4,5 .
n

n

a

j
a

f t dt n N j

+

−

= = =∫                                      (34.116) 

Якщо зовнішнє навантаження прикладене лише до берегів розрізу, то рівняння (34.114) 
дещо спрощується  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

3 1 *
1 3 3

1,2

1 1 ,

; 1, 2; 3 ,

jr r
j m m r

m

f t dt
f x k x t f t dt F x

t x
L L

x L r j r

γ
π

+
+ +

=
+ − + =

−
′ ′

′∈ = = −

∑∫ ∫
           (34.117) 

де   
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 12* 2 2

1

1~ , .j j i r
r r j j

L

x m f x f t
F x F x dt k x t f t dt

t xl

σ γ
π

+ +∞

+
′−∞

+
= + +

−∫ ∫  

Сингулярні рівняння (34.117) для випадку однакових матеріалів смуг 1 2,S S  та симет-
ричності навантаження берегів тріщин ( ) ( )1 2k kx xσ σ=  з точністю до позначень збігаються 
з отриманими у [1273]. 

Якщо 1 2,H H →∞ , то з (34.114) випливають рівняння (30.55) для системи розрізів на 
лінії поділу двох півплощин  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
1 3

1 1 ; 1,2; 3 .jr
j r

L

f t dt
f x F x x L r j r

t x
γ

π
+

+
′

′+ − = ∈ = = −
−∫              (34.118) 

У границі ( )1 20 0H H→ →  певні частини кожного фредгольмового ядра ( ),rl
jk x t  ви-

роджуються у ядра Коші, які можна долучити до відповідних членів. В результаті отримують 
рівняння, тотожні (34.114) за умови збігу пружних сталих смуги ( )1 2S S  та пристайної до 

неї півплощини ( )3 4S S . Зокрема, якщо одночасно 1 2, 0H H → , то граничний перехід поро-

джує рівняння (34.118), коли у ньому 1 12 2 12~ , ~l l l m± ± ± ±  замінити на 1 34~l l± ± , 2 34~l m± ±  відпо-
відно. 

Якщо матеріал якоїсь із півплощин абсолютно податний (її модуль пружності нульо-
вий), то це відповідає відсутності цієї півплощини. Якщо матеріал якоїсь із півплощин абсо-
лютно жорсткий (безмежно великий модуль пружності), то це відповідає штивному защем-
ленню пакету вздовж лінії контакту з цією півплощиною. 

Якщо матеріали смуг однакові ( 1 2 1 2,E E ν ν= = ), то 1 0γ =  і системи рівнянь (34.114), 
(34.117), (34.118) спрощуються відповідно до вигляду 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1
3

1,2

1 , ; 1, 2 ;r r
m m r

mL L

f t dt
k x t f t dt F x x L r

t xπ
+

+
=′ ′

′+ = ∈ =
− ∑∫ ∫                (34.119) 

( ) ( ) ( )3 *1 ; 1,2 ;r
r

L

f t dt
F x x L r

t xπ
+

′

′= ∈ =
−∫                                                             (34.120) 

( ) ( ) ( )31 ; 1,2 .r
r

L

f t dt
F x x L r

t xπ
+

′

′= ∈ =
−∫                                                               (34.121) 

Ці рівняння можна розв'язувати, застосувавши викладені у розд. ІІ методи. 
Коефіцієнти інтенсивності напружень у цьому випадку мають зміст 

( ) ( ){ }1
1 2 1,1 2,1 5 4

01

2 2~ lim
1 x a

GK iK K iK x a f x if xπ
κ → +

⎡ ⎤− − = − − −⎣ ⎦+
.                  (34.122) 

Якщо до того ж і матеріали півплощин однакові ( 3 4 3 4,E E ν ν= = ), то неважко, скористав-
шись (34.122) та властивістю неперервності переміщень, отримати граничні значення КІН, 
коли 0 :H →  

( ) ( )
( ) ( )1 3

1 2 1 21 30 3 1

1
lim

1H

G
K iK K iK

G
κ
κ→

+
− = −

+
.                                               (34.123) 

Формула (34.123) дає граничні значення КІН для тріщини всередині смуги (матеріал 1); 
( )1 2 3K iK−  характеризує КІН в однорідному середовищі з матеріалу 3 за такого наванта-
ження, яке виникає, коли 0H = . Отже, впливом матеріалу смуги навіть безмежно малої ви-
соти, якщо вона облямовує тріщину, нехтувати не можна. 
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У випадку геометричної ( 1 2H H H= = )  і пружної ( 1 2 3 4 1 2 3, , ,E E E E ν ν ν ν= = = = ) 
симетрії задачі (за таких умов 1 2 3 4,p p p p= = ) під час дії лише напружень на нескінченно-
сті та симетрії зусиль на берегах тріщини з (34.119) отримують систему сингулярних інтег-
ральних рівнянь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

3 1
3
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1 1 2 1

1 , ; 1, 2 ,

, .

r r
m m r
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′ ′
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′+ = ∈ =
−

= =

∫ ∫
                (34.124) 

Якщо зусилля симетричні стосовно осей x  та y , то з (34.124) одержуємо ( ) ( )*
1 4 0f x f x= =  

та рівняння для визначення ( )5f x : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )5 21

2 5 2
1 , ,

L L

f t dt
k x t f t dt F x x L

t xπ ′ ′

′+ = ∈
−∫ ∫                                        (34.125) 

де 
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Зокрема, якщо 1 3 1 3,E E ν ν= = , звідси отримуємо ( )1 1 0, , 0.nm
jc d k x t= = =  

Аналіз числових результатів 

Загальні відомості для силової симетрії. На основі рівняння (34.125) числові розра-
хунки здійснені для випадку пружної, силової та геометричної симетрії задачі стосовно од-
ного не завантаженого ( 11 0σ = ) розрізу вздовж відрізка [ ; ]L a a′ = −  за плоского напружено-
го стану для різних значень відносної жорсткості смуг та півплощин 1 3k E E=  та відносної 
висоти h H a=  смуги. Вивчений вплив однорідного поля розтягувальних напружень на не-
скінченності (рис. 34.25) та зосереджених сил jiP± , прикладених у точках jid±  ( 1,3j = ). По-

кладалося 1 3 1/ 3ν ν= = . Деякі результати обчислення КІН та розкриття тріщини 
( ) ( )2 yx u xδ =  викладені у праці [980]. 

Застосування схеми методу ортогональних многочленів у поєднанні із запропонованою 
у § 6 методикою обчислення ядер типу інтегралів Фур'є для досягнення точності 1% 
( 10; 0,1k = ) дало можливість обмежитися у рядах поліномів Чебишева усього сімома чле-
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нами у разі 0,1h =  і лише трьома, коли 0,5h = . Значення параметрів 2 3, ,N N R , що вико-
ристовувалися для обчислення коефіцієнтів матриці, обиралося 3,5R h= , ( )2 9N E M= +  
( ( )E A - ціла частина числа A ), 3 70N =  для 1k > . Якщо 0k → , то ( )

0
lim jg
ξ

ξ
→

= ∞  ( 1,2j = ) і 

зі зменшенням k  (збільшенням жорсткості підкріплювальних півплощин) для забезпечення 
потрібної міри точності слід відповідно збільшувати 3N , тобто збільшувати кількість членів 
ряду, який апроксимує ( )jg ξ .  

 

 
 

Рис. 34.25 
 
У праці [1273] обчислені КІН аналогічного прикладу за використання квадратурних 

формул Ґаусса – Чебишева для двох конкретних значень параметрів 1 3 1 3, , ,E E ν ν  плоскої 
деформації. Здійснення обчислень методом § 6 для цих же параметрів збіглося з даними ци-
тованої праці у межах точності, яку забезпечує подана у [1273] графічна побудова. 

Розтяг на нескінченності. Для механічної коректності задачі поряд з напруженням p  

слід також прикласти напруження xxk kpσ∞ =  ( 1, 3k = ) відповідно до умови 

( ) ( ) ( ) ( )3 1 1 1 1 3 3 33 1 3 1G p p G p pκ κ κ κ⎡ ⎤⎡ ⎤− + + = − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . 

На рис. 34.26 зображені графіки залежності безрозмірного КІН 1K p aπ  від h  для 
окремих значень k . Чим більший модуль пружності підкріплювальних півплощин, тим менші 

1K  та ( )xδ  за сталого значення h . Цей ефект підвищується зі зменшенням h  (збільшен-
ням a ) причому, якщо 1k <  (півплощини жорсткіші за смугу), то зі зменшенням h  значення 
КІН 1K  та розкриття тріщини ( )xδ  зменшуються; якщо ж 1k > , то 1K  та ( )xδ  зі зменшен-
ням h  зростають. Якщо 0h → , то розрахунки підтверджують правильність формули 
(34.123). 

Обчислення для розтягу на нескінченності (як і для зсуву) теж підтвердили формулу 
(34.123), яка у даному випадку набуває вигляду 
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( ) ( )1 2
0

lim
H

K iK k a p iπ τ
→

− = − . 

Зосереджені сили. Дія зосереджених сил [980] досліджена для варіанту, коли діють дві 
співвісні протилежно спрямовані перпендикулярно до осі тріщин сили (у смузі чи півплощи-
нах), ,j jP P d d= = . Якщо відносна відстань D d a h= < , то сили діють у смузі. Обчислю-

вався безрозмірний КІН 0
1 1K K , де 0

1K  стосується значення КІН біля тріщини у однорідній 
площині з властивостями смуги та такому ж розташуванні сил, тобто, коли 1 3 1 3,E E ν ν= = : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 34.26 Рис. 34.27 
 

( )
( )

( )
2

0 1
1 1 2 3 22 2 1

1 1, , .
11 1

DP dK D
aa D D

κ κκ κ
κπ κ

⎡ ⎤
−⎢ ⎥ +

= + = =⎢ ⎥ −⎢ ⎥+ +
⎣ ⎦

                        (34.126) 

На рис. 34.27, 34.28 для низки значень параметра k  відображена залежність 0
1 1K K  від 

h  у випадках, якщо сили розміщені всередині смуги (рис. 34.27, 2D = ) та в півплощинах 
(рис. 34.28, 10D = ). 

Якщо сили прикладені всередині смуги (див. рис. 34.27), то за умови 1 3E E>  зі змен-
шенням ширини смуги ( )H d≥  спостерігається спершу збільшення КІН до певного значен-
ня, а потім різке його зменшення. Коли треба рахуватися з 1K , то за таких обставин сили ви-
гідніше прикладати або досить близько до тріщини, або на лініях злуки з півплощинами, 
аніж всередині смуги поблизу межі фаз. Якщо ж 1 3E E< , то ефект буде зворотним – зі змен-
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шенням h  КІН спочатку зменшуватиметься, а потім збільшуватиметься. Внаслідок цього об-
числене значення 1K  може виявитися від'ємним. Це свідчить, що біля вістря тріщини діють 
напруження стиску. Очевидно, що запропонована постановка задачі не передбачає взаємного 
натиску берегів тріщини і отримані числові результати у цьому випадку не є коректними та 
вимагають уточнення постановки задачі. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 34.28 Рис. 34.29 

 
Зменшення і навіть зміна знаку КІН, якщо підкріплювальні півплощини достатньо жор-

сткі, дають змогу визначити таку область точок прикладання сил, коли руйнування компози-
ції не буде пов'язане з просуванням даної тріщини. 

Вказане явище різкої зміни КІН за розташування сил поблизу межі поділу матеріалів 
згладжується з віддаленням точок прикладання сил від тріщини та межі фаз. 

Якщо сили прикладені всередині півплощин (див. рис. 34.28), то за умови 1 3E E>  зі 
зменшенням h  КІН спочатку зменшується, а потім підвищується. У цьому випадку існує оп-
тимальна висота смуги 2H , за якої при заданих 1,k d>  значення КІН мінімальне. Якщо ж 

1 3E E< , то ефект протилежний: за певної ширини смуги КІН досягає максимуму. 
З проходженням точок прикладання сил через межу поділу матеріалів з однаковими ко-

ефіцієнтами Пуассона значення КІН змінюється неперервно, хоча й не гладко. 
За умови 1000k ≥  підкріплювальні півплощини (якщо вони не завантажені) можна 

вважати відсутніми. Якщо 0k → , то за прикладених всередині півплощин сил КІН 1K  разом 
з розкриттям тріщини теж прямує до нуля. 

Профіль деформованої тріщини та її розкриття істотно залежать від k  та розташування 
сил. 
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Поперечний зсув на нескінченності. Для дослідження впливу поперечного зсуву на 
нескінченності xyσ τ∞ =  (див. рис. 34.25) доцільно використовувати рівняння (34.124), де 

( )1 1F x lτ += , ( )2 0F x = . Звідси ( )5 0f x = , 1 0K = , а для визначення функції стрибка ( )4f x  та 
КІН 2K  залишається рівняння (34.124), коли 1j = . Числові результати для безрозмірного 

КІН 2K aτ π  (рис. 34.29) одержані за тих же допущень, що й для розтягу. Вони мають які-

сно таке ж поводження, як і 1K p aπ : за меншої жорсткості матеріалу смуги КІН не пере-
вищують відповідних значень, отриманих для розрізів у однорідній пластинці, за більшої 
жорсткості матеріалу – вони більші від величин, даних розв'язком для однорідної пластинки, 
але менші від значень, що на основі формули (34.123) дорівнюють ( ) ( )1 3 3 11 1G Gκ κ⎡ ⎤+ +⎣ ⎦ . 

 

 
Рис. 34.30 Рис. 34.31 

 
Праця [1011] містить застосування одержаних тут результатів до оцінки міцності звар-

них з'єднань трубопроводів.  
Періодична задача для співвісних розрізів. Одержані вище результати легко узагаль-

нюються на випадок періодичної задачі для шаруватого середовища з розрізами [981], коли 
тріщини та зосереджені сили повторюються вздовж осі x  з періодом 2xd π= . Не заглиблю-
ючись тут у техніку побудови визначальних рівнянь (див. § 8) вкажемо, що загальне рівнян-
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ня (34.114) зберігається за умови заміни ядра Коші ( )1 t x−  на ядро Гільберта ( )ctg 2t x⎡ ⎤−⎣ ⎦  
та врахування повторюваності зосереджених чинників. Якщо довжина тріщин у групі пері-
оду разом з шириною смуг зменшується до нуля (фіксована безрозмірна довжина тріщин), то 
з цих рівнянь випливають співвідношення (34.114) неперіодичної задачі. Числовий аналіз з 
використанням методу ортогональних многочленів та методики п. 8.3 це підтвердив. 

 

 
 

Рис. 34.32 
 
Рівняння періодичної задачі досліджувалися стосовно одної щілини у періоді повторю-

ваності завдовжки 2a  у випадку плоского напруженого стану, 1 3 1/ 3ν ν= =  – для розтягу на 
нескінченності за геометричної ( 1 2H H H= = ) і пружної ( 1 2 3 4,E E E E= = , 1 2 3 4,ν ν ν ν= = ) 
симетрії задачі. Тоді також 1 2 3 4,p p p p= = . Для забезпечення точності обчислень в 1% ви-
явилося достатнім взяти 4...10 перших ненульових членів розвинення функції стрибка ( )5 .f x  

На рис. 34.30 зображена залежність безрозмірного КІН 1K p aπ  від відносної довжи-
ни тріщини 2 xa d aα π≡ =  для низки значень k , коли відносна ширина смуги 

5 0,4xh H a d π≡ = = . Чим менший модуль пружності підкріплювальних півплощин, тим 
більшим є значення КІН. Зі збільшенням півдовжини тріщини a  (зменшенням відстані між 
щілинами) вплив пружних властивостей півплощин підсилюється. У границі, коли a π→ , 
отримуємо 1K →∞ . Якщо ж 0a → , то 1K p aπ→  – до величини, властивої одному розрізу 
у безмежній площині з пружними властивостями смуги, які за такого навантаження не мають 
значення. Результати, відображені на кривій 1k =  з точністю до 1% збігаються зі значення-
ми, визначеними формулою ( )0

1 2 tg 2K p aπ=  для повторюваних співвісних тріщин у без-
межній однорідній площині. 
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У випадку, коли довжина тріщин прямує до нуля і пропорційно до неї зменшується та-
кож і ширина смуги (зафіксоване значення параметра h ), отримують значення для одної трі-
щини 2a  у підкріпленій двома півплощинами смузі завширшки 2H . Цей зв’язок між 
розв’язками задачі для скінченної кількості тріщин та відповідної періодичної задачі прояв-
ляється і на аналітичному рівні: з інтегральних рівнянь періодичної задачі в границі випли-
вають інтегральні рівняння задачі неперіодичної. 

На рис. 34.31 поміщена залежність 1K p aπ  від h  для 0,5α =  та деяких значень па-
раметра k . Якщо 1k > , то зі зменшенням h  КІН збільшується; якщо ж 1k <  – навпаки, зі 
зменшенням h  зменшується також і КІН 1K .  

Так само, як на КІН механічні та геометричні параметри задачі впливають і на перемі-
щення берегів тріщини (рис. 34.32). Збільшення відносної жорсткості півплощин так само, як 
і зближення тріщин, збільшує їхнє розкриття. 

 

§ 35. Напружено-деформований стан анізотропного середовища                      
з тонкими включеннями 

35.1. Постановка задачі про тонке включення на прямій межі поділу матеріалів 

Розглядається плоска задача теорії пружності для двох анізотропних середовищ (пів-
площин) [16*, 513, 514, 1005], коли на лінії L L L′ ′′= ∪  злуки матеріалів (рис. 35.1), які від-
повідають півплощинам 2S  ( Im 0z > ) і 1S  ( Im 0z < ) розміщена система з 1N +  включень 
малої товщини ( )2h x . Внаслідок тонкості їх можна моделювати стрибком векторів напру-

жень і переміщень на серединній лінії
0

, ;
N

p p p p
p

L L L a a− +

=
⎡ ⎤′ ′ ′= = ⎣ ⎦∪ .  

 

 
 

Рис. 35.1. Схема задачі 
 
Пружні сталі (див. п. 13.4) матеріалів і включень позначимо ijka  ( , 1, 2,6;i j =  

1, 2,Bk = ), причому властивості кожного із включень можуть відрізнятися між собою. Зов-
нішнє навантаження задане рівномірно розподіленими на безмежності зусиллями 

,yyk pσ∞ = xxk kpσ∞ = , xykσ τ∞ =  ( 1, 2k = ), які задовольняють аналогічні до (30.11) умови 
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         (35.1) 

а також зосередженими силами 1 2
k k kP iP= +P , крайовими дислокаціями з векторами Бюрґер-

са 1 2
k k kb b ib= + , силовими і дислокаційними диполями, прикладеними в точках *k kz S∈  

( 1, 2k = ). Жорстке повертання на нескінченності відсутнє. Тут і надалі індекси k  вказують 
належність відповідних величин до півплощини kS  ( 1, 2k = ) або до включення ( )Bk = . 

У випадку плоского напруженого стану за відсутності масових сил компоненти тензо-
ра напружень визначаються формулами (13.29), де ~ kF F  – функція напружень. Якщо ко-
рені k

iμ  характеристичного рівняння різні, то справджуються вирази (13.31), (13.32). 
Розглянемо три види вектор-рядків стану  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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σ
 

функцій стрибка  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 4 5, , ,x f x f x f x f x=f , 

причому  
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }, ~ ,p p

r rx f x x f xf f    ( 1, 2, 4,5r = ), 

якщо px L′∈ ; ( ) 0x =f  якщо x L′∉ ; одиничну матрицю ijδ=E  та матриці 
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Тут і надалі у цьому параграфі k
mμ  – корені (з додатною уявною частиною) характеристично-

го рівняння (13.48); нижній індекс після коми означає диференціювання за наступною після 
коми змінною; за одночасної присутності індексів ,k l  в одному виразі вважаємо, що 
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, 1, 2k l = ; 3l k= − ; 1, 2, 4, 5r = . За розгляду лише одного включення ( 0N = ) індекс 0p = , 
що характеризує його номер, для спрощення згадуватися не буде. 

З урахуванням виразів (13.32) маємо 
( ) ( ) ( ) ( )0

0 0 0 ; , 1, 2 ;k kk k k
kk kz z z z S z x y kμ= + ∈ = + =σ σ φ M                                   (35.2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
* * *, ; 1, 2 ,k kk k kk

kk kk kz z z z z z z S k= + = + ∈ =σ σ φ M σ σ φ M         (35.3) 

де    
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0 0 0 0 0 0
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верхнім індексом "0"  відзначені величини, що стосуються однорідного розв'язку (лінія 
стрибка відсутня).  

Якщо зовнішнім навантаженням є лише однорідне поле напружень на нескінченності, 
то 

( ) ( )

( )

( ) ( )
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0
* *
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, , , , , , ,
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∂ ∂
≡ =

∂ ∂
∂ ∂

= + + = + + ∈ =
∂ ∂

σ σ σ σ

σ σ   (35.4) 

Граничне значення вектора стану на лінії поділу матеріалів 0y =  ( 1 1
mz z z x= = = ) до-

рівнює 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
1 2 1 2

2
, , , , .

1
kk

k k k kx x x x x x kϕ ϕ ϕ ϕ± ± ± ⎧ ⎫
= + = ⎨ ⎬

⎩ ⎭
σ σ M∓ ∓                (35.5) 

Тут і надалі відповідно до виразу у фігурних дужках значенню 2k =  відповідає верхній знак, 
а 1k =  – нижній. 

Крайова умова (30.1) для включення в ізотропному кусково-однорідному середовищі у 
даному випадку набуває вигляду 

( ) ( ) ( ) ( )x x x x L− +− = ∈σ σ f .                                              (35.6) 

35.2. Прямолінійне включення в однорідному середовищі  

У цьому пункті обмежимося випадком однорідної матриці. Параметри матеріалів, ко-
рені характеристичного рівняння тощо, відзначені індексами 1k =  і 2k = , у цьому випадку 
збігаються ( ~ , ~k

m m ijk ija aμ μ ). З урахуванням цього зауваження і формули (35.3) умова 
(35.6) набуде вигляду 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

11
11 11 21 21 11 11 21 21, , ,

.

x x x x x x x x x

x L

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ − + − − + − +− − − − = −

∈

M f
    (35.7) 

За допомогою функції ( ) ( )* 11
11

k kz z=F φ KM , де  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )*
1 1 2 2 1 1 2 2, , ,k k k k k

kj k k j jz z z z zϕ ϕ ϕ ϕ=φ  

рівність (35.7) перепишеться так: 
( ) ( ) ( ) ( )x x x x L− +− = ∈F F f  

і розв’язок цієї задачі лінійного спряження, який заникає на нескінченності, має вигляд 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 1

1

,1 1, , , .
2

N
rp p p

r
p

p

t f ttiz z z dt z z t z dt
t z t z

L L
π π=

= = = =
− −

′ ′
∑∫ ∫

ff
F t t t t  (35.8) 

Звідси ( ) ( ) 1* 11
11 2

k kiz z
−⎡ ⎤= ⎣ ⎦φ t M K , причому перші дві компоненти чотиривимірного 

вектора ( )* 1
11 zφ  є шуканими потенціалами ( )1

1m mzϕ  ( 1, 2m = ): 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 4 5

2 2

1 1 ,
2

k k ij k m
mj m r m m jjrmr
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−
⎡ ⎤= = =⎣ ⎦
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∑ M

�� � �
                           (35.9) 

де [ ] 1−A  визначає операцію обернення матриціA ; p
kjM  – p -ий стовпчик матриці 

1kj −⎡ ⎤
⎣ ⎦M K , 

причому множення правобіч на K  не змінює перші два стовпчики довільної матриці; 

{ }, , , 1 , [2 2 ], , , , 1 ;m k k k k k k k k k k k k k
kk m m m m m m m m m m m m mq p d d p q d q pμ μ μ= − − − = − =

т
M ��� � �    (35.10) 
k
md – означає будь-яку з величин, записаних у фігурних дужках; символ т  означає транспо-

нування матриці.  
Вважатимемо, що зовнішнє навантаження відсутнє і ( ) ( )r rf t f tδ= . Тоді з урахуван-

ням властивостей дельта-функції (13.95) на основі (35.8) 
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t f

fM fM �� � �               (35.11) 

Згідно з механічним змістом функцій стрибка цей розв'язок відповідає зосередженій 
силі 1 2 2 1P iP f if≡ + = +P  і крайовій дислокації 1 2 4 5b ib f if≡ + = +b , локалізованим у початку 
системи координат. Якщо вважати, що ці зосереджені чинники містяться в точці *z  комплек-
сної площини z , то відповідний розв'язок можна подати у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1
0 0 *

* * * * *

0, , 0, ,

~ .

k k j k k k k
mj m mj m m k m k m m m

k k
m m m

z G z A P z P z z z

z x y x y

ϕ

μ μ

−
= ≡ − = −

= + +
                   (35.12) 

Якщо припустити, що 1 2 5 *0, 0, 0, 0f f f z= = = =  і 4f b= , то на основі виразів (35.12) і 
(35.3) будуть отримані співвідношення для крайової дислокації ~ xb b  в однорідному анізот-
ропному середовищі ( ~ij ija s ). 

У загальному випадку за наявності напружень на нескінченності, зосередженої сили 
2 1f if+  і дислокації 4 5f if+  в точці *z , а також лінії стрибка L′  маємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 11 0 1 1 1 1 11
11 11 1 21 2 11 1 21 2, , , ,z z z z z z z zϕ ϕ ϕ ϕ= + = +σ σ φ M σ M       (35.13) 
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де функції ( )1
1m mzϕ  визначаються виразом (35.9), а 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 11
11 1 1 2 2 1 1 2 2, , , , .k k k k k

kj k k j jz z z z G z G z G z G z∞= + =σ σ G M G  

Силовий або дислокаційний диполь інтенсивності ijM  є парою спрямованих вздовж осі 

ix  сил iP  (див. рис. 32.14) або дислокацій зі складовими вектора Бюрґерса ib  за умови, що 
їхні величини iP , ib  прямують до безмежності, а орієнтовані вздовж осі jx  плечі jc  пряму-

ють до нуля так, що добуток constij i jM Pc≡ =  ( constij i jM b c≡ = ). 

Якщо позначити ( )if Q  розв'язок для відповідного базового чинника (сили чи дислока-
ції) iQ в точці *1 *1 *2 *1 *1z x ix x iy= + ≡ + , то розв'язок для відповідного диполя ijM  в цій же 
точці можна подати у вигляді 

( ) ( ) ( )1 1 2 1
0
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j

i
d ij j

c j

f Q
f M c x x x y
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= −⎢ ⎥
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Тоді, оскільки для сили і дислокації в анізотропному матеріалі розв'язок задається фо-
рмулою (35.12) ( ) ( )0 0, ,k j k

mj m m k mG z A P z≡ −  то для відповідного диполя, орієнтованого під 

кутом ϕ  з плечем 0c →  (напрям плеча характеризує орієнтацію диполя) маємо 

( ) ( )
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−
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= − = = =

          (35.14) 

У частковому випадку сукупності двох взаємно перпендикулярних силових диполів 
однакової інтенсивності 21 12M M=  відповідає зосереджений в *1z  момент (центр обертання) 
інтенсивності 1 21 12M M M≡ + .  

35.3. Кусково-однорідний матеріал  

Звернемось до загальнішого випадку, коли лінія 0y =  поділяє анізотропні матеріали з 
різними властивостями і у кожній із півплощин kS  діє зосереджена сила й дислокація, які 
характеризуються функцією mkG . На основі подання (35.12), (32.13) вектор стану в кожній із 
півплощин запишемо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 22 ; 1,2 .k k kk k kk
kk kz z z z z z S k∞ ⎡ ⎤= + + + ∈ =⎢ ⎥⎣ ⎦

σ σ G G M φ M          (35.15) 

Тепер умову (35.6) подамо у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22 11
12 22 12 22 11 21 11 21

11 22
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, , , , , ,x x x x x x x x

x x x

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ + − − − − + +− =
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M M

f G G M M
 

або 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 11 22

11 22 ,x x x x x+ − ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = − + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦F F f G G M M                        (35.16) 

де 
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1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

,

,

,

; 1, 2 .

k k kl k k k k
kl k k l l

k k k k l k l k
k k l l

k k k k l k l k
k k l l

k k k k l k l k
k k l l k

z z z z z z

z z z z

p z p z p z p z

q z q z q z q z z S k

ϕ ϕ ϕ ϕ

μ ϕ μ ϕ μ ϕ μ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

= = + − −

− − + +

+ + − −

+ + − − ∈ =

F φ KM

             (35.17) 

Розв'язок задачі спряження (35.16), що заникає на нескінченності, запишеться 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

*

*
1 1 2 2 1 1 2 2

,
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, , , .

k k k lk kl
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l l l l l
kj k k j j

iz z z

z G z G z G z G z
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=

F t G K M M

G
                                (35.18) 

На основі (35.17) ( ) ( ) 1* ,k k kl
kl z z

−⎡ ⎤= ⎣ ⎦φ F M K тому 

( ) ( ) ( )1 1* *1
2

k k kl k lk kl
kl lkz z z

i
− −⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

φ t M K G KM M K E ,                     (35.19) 

де
1kl kl kl−⎡ ⎤= ⎣ ⎦R M KM , причому 

1 1
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Перші дві компоненти вектора ( )* k
kl zφ  згідно з його означенням є шуканими функція-

ми ( )k
mk mzϕ  ( 1, 2m = ): 
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∑

∑

M
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                   (35.20) 

Тут враховано, що множення будь-якої матриці справа на K  не змінить двох перших її стов-
пчиків; перший індекс знизу визначає номер рядка елемента відповідної матриці, а другий – 
номер його стовпчика. 

Врахуємо, що 
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     (35.21) 

Тоді згідно з (35.15), (35.19) 
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kl lk

iz z z z

z z z

z z

∞
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                 (35.22) 
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Врахувавши співвідношення Сохоцького – Племеля, маємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),z i x x z i x x
±± ⎡ ⎤⎡ ⎤ = ± + = +⎣ ⎦ ⎣ ⎦t f t t f t∓  

і тепер на основі (35.22) граничні значення вектора ( )zσ  на лінії L  дорівнюють 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0

0 * *

11 2 , , 3 ,
24 4

, .

kl lk kl lk
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lk kl

ix x x k l k
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⎧ ⎫
= + − + + = = −⎨ ⎬

⎩ ⎭

= + + = +

σ σ f E R R t R R

σ σ G Q G Q Q M E R R

∓
          (35.23) 

Тут верхньому знаку відповідають значення 2, 1k l= = ; нижньому – 1, 2k l= = . У формулі 

для ( )0 xσ  можна брати будь-яку із цих пар значень індексів ,k l . 

У випадку однорідної матриці ,kl lk kk ll kl lk kk ll= = = = = =M M M M R R R R  і тому 
на основі (35.22)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 11

0 * * * *

0 0
11 22
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;
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lk kl kl lk

k k kk

iz z z z z z
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∞

∞
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⎧ ⎫⎡ ⎤⎡ ⎤= + + + + + − =⎨ ⎬⎢⎢ ⎥ ⎥⎣ ⎦ ⎦⎣ ⎭⎩

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦
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σ σ G G E K G G E K M

σ G G M

 (35.24) 

( ) ( ) ( ) ( )0 111
2 2

ix x x x± = +σ σ f E t R∓ .                                                                                 (35.25) 

Співвідношення (35.24) випливають також з формул (35.3), (35.9). З формули (35.24) отриму-
ється залежність (35.13). 

35.4. Ізотропія матеріалів  

Випадок ізотропії матеріалів у плоскій задачі на відміну від антиплоскої вимагає до 
себе особливої уваги, оскільки він не випливає із звичайної підстановки: 11 22a a= , 

16 26 0a a= = , 12 66 112 2a a a+ =  і значень коренів характеристичного рівняння 1 2
k k iμ μ= = , а 

необхідно здійснити граничний перехід від анізотропного до ізотропного випадку, коли 

1 2
k k iμ μ→ → . 

Обертання матриці kjM  дає 

1 2 3 4, , ,p kj kj kj kj
p p p pkj A A A A Δ=M ,                                            (35.26) 

де Δ– визначник матриці kjM ; kj
pnA  – алгебричні доповнення до відповідних елементів. 
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μ μ μ

⎡ ⎤= + + − − −⎣ ⎦
⎡ ⎤= + + − − −⎣ ⎦
⎡ ⎤= + + − − −⎣ ⎦

= + +

( )1 1 111 12 14 14

,

, 1, 2; 3 .
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kj kj kj kjk k k

p p p

A A A p A q m l l m

μ μ μ

μΔ

⎡ ⎤− − −⎣ ⎦

= − + + = = −

     (35.27) 
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В результаті алгебричних перетворень для однорідної матриці, коли верхніми індекса-
ми над сталими матеріалів і коренями характеристичного рівняння можна знехтувати, з ура-
хуванням формул ортогональності Стро (10.15) [1021] 

1 2 1 2 2 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 1 2 2 1 1 2

, ,

, ,

q q p p q q p p

q q p p q q p p

μ μ μ μ
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На основі цих співвідношень 
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              (35.29) 

Таким чином, якщо перейти до границі 1 2 iμ μ→ → , виділивши без змін множник M , 
то отримаємо 
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На основі виразів (35.11) і (35.26) отримаємо 
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Навіть на цій стадії ще рано здійснювати граничний перехід m iμ → . Необхідно споча-
тку на основі потенціалів записати вирази для напружень, деформацій і переміщень, напри-
клад, для складової  
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Далі слід врахувати, що 1 1 1
m mz x yμ= + , перемножити і додати члени у чисельнику, 

врахувати вирази (35.28), згрупувати члени, які відповідають лівим частинам виразів (35.30) і 
лише після цього згідно з (35.30) можна скоротити чисельник і знаменник на M . Тепер мо-
жна вважати матеріал ізотропним, підставити m iμ =  остаточно отримати, скажімо, якщо 

1 2 0f f= = , вираз для цієї складової при дії дислокації в ізотропному тілі. 
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Подібно здійснюються перетворення і для інших компонент тензора напружень 
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Таким чином, хоча комплексне подання (13.32) і неправильне за однакових коренів ха-
рактеристичного рівняння, ізотропний випадок можна отримати належним переходом до 
границі в аналітичних виразах. У числових розрахунках ізотропний матеріал слід моделюва-
ти матеріалом з невеликою мірою анізотропії. У цьому випадку необхідна певна обереж-
ність, оскільки зменшення міри анізотропії не завжди приводить до збільшення точності роз-
рахунків. 

У табл. 35.1 записані результати обчислення величин 1 2d d+� � , що фігурують в означен-
ні УКІН для трьох різних ступенів слабої анізотропії, визначеної коефіцієнтами 11 22,a a  

( 12 0,333;a = −  66 2,666a = ; 16 26 0a a= = ). Обчислення здійснювалися зі звичайною (одинар-
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ною) точністю. Обчислення здійснювалися або за безпосередніми формулами (верхні рядки), 
або з використанням оберненої матриці (нижні рядки). Помітно, що за навіть за відносно не-
великої міри слабої анізотропії (варіанти 1–3) величини 1 2d d+� �  цілком задовільно відобра-
жають свої граничні значення, властиві для ізотропного матеріалу (останній рядок). Надмір-
не зменшення міри анізотропії (варіанти 5 і далі) веде до віддалення від цього граничного 
значення, причому іноді й дуже значного. 

 
Таблиця 35.1. Залежність сталих від міри слабої анізотропії матеріалу 

 
Варіант 11a  22a  1 2q q+� �  1 2p p+� �  1 2μ μ+� �  1 21 1+� �  

1 1,1 0,9 –0,500000014 
–0,499999999 

–0,174668014 і
–0,174668028 і

0 
0 

–0,263854004 і 
–0,263854004 і 

2 1,010 0,990 –0,49999844 
–0,50000003 

–0,16758115 і 
–0,16757972 і 

~10–6 
0 

–025126142 і 
–0,25126226 і 

3 1,005 0,995 –0,49999585 
–0,50000038 

–0,16717000 і 
–0,16716427 і 

–0,313 10–5 
0 

–0,2506250 і 
–0,25062581 і 

4 1,001 0,999 –0,49999998 
–0,50000138 

–0,1668335 і  
0,1667964 і 

~–10–7 
0 

–0,250125 і 
–0,2501321 і 

5 1,0001 0,9999 –0,50001800 
–0,50138300 

–0,166742 і 
–0,171204 і 

0,000012 
0 

–0,250025 і 
–0,244577 і 

Точно 1 1 –0,5 –0,16675і 0 –0,25 і  
 

 
Використання підвищеної, скажімо подвійної, точності істотно збільшує надійність 

граничного переходу у числових розрахунках, відчутно звужуючи область розбіжності. 
У задачах поздовжнього зсуву (§ 23) немає необхідності у таких пересторогах: там гра-

ничний перехід від анізотропії до ізотропії здійснюється цілком природно. 

35.5. Сингулярні інтегральні рівняння 

Другий варіант умов взаємодії, поданий у пп. 16.2 (перше, друге і третє співвідношення 
(16.29) та залежність (16.40)), для анізотропного включення на прямолінійній межі анізотро-
пних матеріалів з урахуванням жорсткої складової Bε  у матричній формі має вигляд 
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  (35.34) 

Підставляючи (35.23) у (35.32), маємо систему сингулярних інтегральних рівнянь 
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розв'язок якої за відсутності жорсткої складової повороту включення повинен задовольняти 
додаткові умови 
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Жорсткий поворот включення Bε  знаходимо з умови рівності нулю головного моменту сил, 
які діють на включення з боку матриці 

( ) 1 1
1

1 ( )
2

p p

p p
p p

a a
p p

xy p p a aL
a a

a a
f t t dt dt a a N N

h
σ

+ +

− +
− −

+ −
− +

⎛ ⎞+ ⎛ ⎞⎜ ⎟− + = − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫ .                      (35.37) 

Значення сталих 
pa±N  відомі точно лише у граничних випадках. У загальному випадку 

їх можна визначити за наближеними апріорними формулами 
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         (35.38) 

Вважаючи, що включення є абсолютно жорсткими ( B 0ija → ), із системи (35.35) випли-
ває 
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Для тріщини ( Bija →∞ ) отримаємо ідентичні до [745, 1221] рівняння 
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Для однорідної матриці системи сингулярних інтегральних рівнянь (35.35), (35.39), 
(35.40) спрощуються. 

Таким чином система рівнянь (35.35) дає можливість отримати відомі граничні випадки 
і можна вважати, що вона доволі добре описує розв'язок задачі за довільних механічних вла-
стивостей включень. 

35.6. Асимптотичні залежності 

Розглянемо характер розподілу напружень та зміщень у малому околі кінця включення, 
що міститься в однорідному ортотропному тілі. Тоді 1 2

1 2, ~ij ij m m ma a μ μ μ= = , матриця R  є 

суто уявною. 
 

 
 

Рис. 35.2. Локальна полярна система координат біля вістря включення 
 

В околі вершини включення pa±  введемо локальну полярну систему координат (рис. 

35.2) 
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             (35.41) 

Тут і надалі обирається верхній знак, коли досліджується розподіл напружень біля пра-
вого торця, і нижній, якщо розглядається лівий торець. 

Згідно з теорією сингулярних інтегралів [635, 111] побудовані асимптотичні вирази: 
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         (35.42) 

де ms  – відстань від точки x  на відрізку mL′  до її кінця ma±  відповідно. 
Підставляючи (35.42) у (35.24), отримаємо асимптотичні вирази для напружень та пе-

реміщень в околі кінця включення 



§ 35. Напружено-деформований стан анізотропного середовища з тонкими включеннями 489

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 22 1 2
2 2 21,2 2,21 1 22 1 2

2 1 2
1 2 1 2 1 2

2 1 2

1 2 1 2 1 21
2 2 21,12 1 21 2 1

1 2 1
1 2 1 2 1 2

1 2 1

1 1 1
2 2

Re Re
2 2

1 1 1

Re
2

yy

xx

xy

K KQ Q Q
Q r Q r

KQ
r

σ
ω ω ω

σ μ μ μ
μ μ μ μ μ μπ π

σ μ μ μ

ω μ ω μ ω
μ μ μ

μ μ μ μ μ μπ
μ μ μ

− − −

− − −

⎧ ⎫ ⎧
⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪= − + −⎨ ⎬ ⎨− − −⎪ ⎪ ⎪− − −⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩
⎫ ⎧
⎪ ⎪⎪ ⎪− + −⎬ ⎨− − −⎪ ⎪− − −⎪ ⎪⎭ ⎩

( ) ( ) ( )
1 2 1 2

2 22,1 2 1
2 1

1 2 1 2
2 1

1 1

Re 1 ,
2

K
O

r
ω ω

μ μ
μ μ μ μπ

μ μ

− −

⎫
⎪⎪ +⎬
⎪
⎪⎭

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪+ − +⎨ ⎬− −⎪ ⎪− −⎪ ⎪⎩ ⎭

 

1 2 1 2 1 22 1 2
1,2 2,22 1 21 1 22 1 2

2 1 21 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 21
1 2 12 1 21 2 1

1,1
1 2 11 2 1 2 1 2

1 2 1 2
2 12 1

2,1
2 11 2 1 2

2 22 Re Re

Re

Re

x

y

u K Kp p pQ Q Qr
u q q qQ Q

p p pQ
K

q q q

p p
K

q q

ω ω ω
π μ μ μ μ μ μ

ω μ ω μ ω
μ μ μ μ μ μ

ω ω
μ μ μ μ

⎛ ⎧ ⎫ ⎧⎪ ⎪ ⎪⎜= ± − + −⎨ ⎬ ⎨⎜ − − −⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩⎝
⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪− + − +⎬ ⎨ ⎬− − −⎪ ⎪ ⎪⎭ ⎩ ⎭

+ −
− − ( )3/ 2 ,O r

⎞⎧ ⎫⎪ ⎪⎟ +⎨ ⎬⎟⎪ ⎪⎩ ⎭⎠

            (35.43) 
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           (35.44) 

Величини ,j iK  є узагальненими коефіцієнтами інтенсивності напружень (УКІН), що 
мають відповідно до (35.43) такий механічний зміст: 

( )
( )

( )1,1 1,2 2,1 2,2
0 0
lim 2 .yy xy

r
K K i K K r i

θ
π σ σ

→ =
⎡ ⎤+ + + = +⎣ ⎦                            (35.45) 

Цей вираз цілком ідентичний першій залежності у (31.20). Аналогічно можна побудувати й 
інші. 

У випадку тріщини 1,2 2,2 0K K= = , 1,1 1 2,1 2~ , ~K K K K  і вирази (35.43) збігаються з 
класичними КІН 1 2,K K  [1079].  
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Асимптотика (35.43) збігається з асимптотикою (7) праці Д.Клементса [1221], якщо 
врахувати зв’язок між УКІН (35.44) та цитованої праці 

( ) ( )Clem Clem3 3
,1 1 ,2 2

1 4 2 3
, 1, 2

2j j j j
W W

K K K K j
W W W W

+
= = =

−
. 

У випадку одної тріщини уздовж відрізка [ ; ]a a−  однорідної матриці розв’язок відпові-
дного (35.40) рівняння за дії напружень на нескінченності, сил і дислокацій дає 
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   (35.46) 

Для одного абсолютно жорсткого включення уздовж відрізка [ ; ]a a−  однорідної матри-
ці розв’язок відповідного (35.39) рівняння за дії напружень на нескінченності, сил і дислока-
цій дає 
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    (35.47) 

У загальному випадку, коли включення є пружним, система сингулярних інтегральних 
рівнянь розв'язується методом колокацій. 

Слід зазначити, що у формулі (35.43) подана лише сингулярна частина. Врахування 
других членів асимптотичних розвинень приводить до набагато громіздкіших виразів. Поді-
бно до випадку антиплоскої анізотропії (див. пп. 23.3, 23.5) їх за потреби теж можна побуду-
вати. 
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35.7. Аналіз прикладів 

Дія однорідного поля напружень на нескінченності 

Числові розрахунки [16*] здійснені для ортотропної матриці та ізотропного включення 
прямокутного профілю, розміщеного уздовж осі x  пружної симетрії на відрізку [ ; ]L a a′ = −  

( 0 10A a h≡ = ), коли задане однорідне поле напружень на нескінченності ,yy xypσ σ τ∞ ∞= =  

(плоский напружений стан, B 1/ 3ν = ). На рис. 35.3 зображена залежність нормованих зна-

чень УКІН ( )1,1K p aπ  і ( )1,2K p aπ  від логарифма відносної жорсткості включення 

( )1lg I  ( 1 11 22 11B 22BI a a a a= ) у випадку дії нормального напруження p . Суцільна лінія 
відповідає таким співвідношенням між пружними сталими матриці: 11 22 0,6803a a = , 

12 22 0,061a a = − , 66 22 7,407a a = ; штрихова – ізотропній матриці ( 11 22 1a a = , 

12 22 1 3a a = − , 66 22 8 3a a = ). Залежності від параметра відносної зсувної жорсткості ( )2lg I  

( 2 66 66BI a a= ) для іншої пари УКІН ( )2,1K aτ π , ( )2,2K aτ π  за дії напружень попе-

речного зсуву τ  і тих же значень пружних сталих містяться на рис. 35.4. 
 

Рис. 35.3 Рис. 35.4 
 
Аналіз результатів дає можливість зробити такі висновки: УКІН 1,2K  істотно залежить 

від ступеню ортотропії матриці; УКІН 2,2K  чутливий до ортотропії лише для достатньо жор-
стких включень ( 2 10I > ), а 2,1K  – коли жорсткості матриці і включення є величинами одно-
го порядку; на зміну 1,1K  міра ортотропії матриці впливає слабо. 
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Дія зосереджених сил та крайових дислокацій 

У випадку дії зосереджених чинників досліджене [514, 1005] ізотропне включення 
( 11B 22B/ 1a a = , 12B 22B/ 1/ 3a a = − , 66B 22B/ 8 / 3a a = ) уздовж відрізка [ ; ]L a a′ = −  у волокни-

стому склопластику, для якого { xE , yE , xyG }={4,76; 2,07; 0,23} 410⋅  МПа, 0,149xyν = [43]. 
 

 
 

Рис. 35.5. Залежність УКІН від відносної жорсткості 
включення для зосередженої сили                   

і крайової дислокації 

 
Рис. 35.6. Вплив відносної жорсткості включення      

та міри анізотропії матеріалу на УКІН 

 

 
Рис. 35.7. Залежність величини 0K  від точок         

розміщення зосереджених сил 
Рис. 35.8. Залежність величини 0K від точок          

розміщення крайових дислокацій 
 
На рис. 35.5 штриховими лініями відображені залежності нормованих УКІН 

0
, , /i j i jK K a P=  від відносної жорсткості включення ( )11B 22B 11 22lgk a a a a= , коли у точ-

ці (0, )a  середовища прикладена зосереджена сила (0, )P . Суцільні лінії відображають залеж-

ність відповідно нормованих УКІН ( )0
, ,i j i jK K a Gb= , якщо у тій же точці розміщена кра-

йова дислокація з вектором Бюрґерса ( , 0)b . Вже при 3k = −  (відношення модулів пружності 
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включення і середовища порядку 310 ) значення УКІН з точністю до 1% збігаються зі значен-
нями, обчисленими за формулами (35.47) для абсолютно жорсткого включення; при 3k =  – 
зі значеннями, обчисленими для тріщини згідно виразів (35.46). 

Рис. 35.6 відображає вплив відносної жорсткості включення та міри анізотропії матриці 
на зміну УКІН у тілі. Пунктирна лінія відповідає ізотропній матриці, штрихова – матриці з 
волокнистого склопластику, суцільна – склотекстоліту { xE , yE , xyG }={2,15; 1,98; 

0,401} 410⋅  Мпа, 0,152xyν = [43]. У точці (0, )a  середовища розміщена крайова дислокація з 
вектором Бюрґерса ( , 0)b . У даному випадку, в анізотропному матеріалі біля вістря неодно-
рідності виникають більші напруження. 

На рис. 35.7 і 35.8 подані залежності величини 0 0 0
11 21K K K= + , яка відповідно до вира-

зу (35.45) визначає асимптотичну поведінку напружень yyσ  на продовжені осі включення від 
параметра /d c a= , коли симетрично по обидва боки від осі включення у точках (0, )c  і 
(0, )c−  прикладені протилежно спрямовані сили (0, )P  та (0, )P−  чи розміщені крайові 
дислокації ( , 0)b  та ( , 0)b−  відповідно. Кожна лінія відповідає іншому значенню модуля 
пружності B 11B1/E a=  включення. З рис. 35.7 видно, що для жорсткіших від середовища 

включень існує певне значення величини d , за якого 0K  досягає екстремального значення. 
У випадку крайових дислокацій (рис. 35.8), спостерігається протилежний ефект: 0K має екс-
тремуми, якщо включення податніші за середовище. 

 

 
 

Рис. 35.9 
 
На рис. 35.9 [514] відображена залежність величини  

( )0
11 21

x

k aK K K
bE

= + ,  

яка відповідно до виразу (35.45) визначає асимптотичну поведінку напружень yyσ  на продо-
вжені осі включення від параметра /d c a= , коли лише з одного боку від осі включення у 
точці (0, )c  розташована крайова дислокація ( , 0)b . Матеріал матриці – волокнистий скло-

пластик { xE , yE , xyG }={4,76; 2,07; 0,23} 410⋅  МПа, 0,149xyν = . Кожна лінія відповідає ін-

шому значенню модуля пружності B 11B1/E a=  включення. Для податніших від середовища 

включень існує певне значення величини d , за якого 0K  досягає екстремального значення.  
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35.8. Визначення напружено-деформованого стану анізотропних шаруватих                
структур з чужорідними включеннями  

Розглянемо [945] плоску задачу теорії пружності для пакету анізотропних смуг jS  

( , ,j M L= − … ) заввишки jH  з пружними характеристиками kmja  ( ,k m = 1, 2, 6). Висота 
крайніх смуг може бути скінченною або безмежно великою. Вісь Ox  основної системи дека-
ртових координат xOy  спрямуємо вздовж лінії розмежування смуг 0S  і 1S− . Всередині смуг 

jS  уздовж відрізків jL′  розміщені тонкі пружні неоднорідності, нахилені під кутами jα  до 

ліній поділу матеріалів 0 jy y=  ( 1,...,j M L= − + ). У смугах може бути декілька включень, 
або їх може не бути зовсім. Включення можуть також розміщуватися на межі фаз. У центрі 

jO  відрізків jL′  розмістимо початок двох локальних систем координат j j jx O y  і j j js O n , 
пов’язаних між собою залежністю 

0j jz x iy z z≡ + = + ,  j j jz x iy≡ + ,  ji
j j js in z e α−+ = .  (35.48) 

Координати точок jO  в основній системі координат xOy  позначені 0 jz . 
 

 
 

Рис. 35.10. Схема багатошарового середовища з тонкими включеннями 
 
На лініях 0 jy y=  розмежування матеріалів смуг jS  і 1jS −  виконуються умови ідеаль-

ного механічного контакту 

( )1
0 , 1, ,j j

jy y j M L−= = = − +σ σ … ,   (35.49) 

де , ,, , ,j j j j j
yy xy x x y xu uσ σ=σ . 

На межах пакету задаємо зусилля або переміщення; напруження також збурюють сили 

1 2
j jj P iP= +P  та крайові дислокації з векторами Бюрґерса 1 2

j jj b ib= +b , розташовані у точ-
ках j j jz x iy∗ ∗ ∗= +  смуг jS . 
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За принципом спряження континуумів різної вимірності вплив тонкого включення на 
напружено-деформований стан тіла зводиться до утворення на jL′  стрибків вектора напру-
жень та похідної від вектора переміщень 

( ) ( )51 2 4

, , ,

( ), ( ), ( ), ( ) ,

j j j j

j j j jj j j j
nn nn sn sn s s n n

j j

j j j j j
j j j j j j j

u u u u
s s

f s f s f s f s s s L

∂ ∂σ σ σ σ
∂ ∂

− + − +− + − + ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

′= ≡ ∈f

  (35.50) 

причому ( ) 0j
js =f , якщо j js L′∉ . Функції стрибка, взагалі кажучи, невідомі. 

Так само, як і у § 34, розв’язок jσ  задачі у смузі jS  можна подати у вигляді суперпо-

зиції однорідного 0 jσ , породженого зовнішнім навантаженням за відсутності включень, і 
збуреного ˆ jσ  розв’язків. У свою чергу, ˆ jσ є сумою основного збуреного розв’язку 0ˆ jσ  для 
безмежної площини з притаманними jS  механічними властивостями і включеннями (якщо у 

jS  включень немає, то 0ˆ jσ =0) та збуреного коригувального 1ˆ jσ , який враховує скінченність 
висоти смуги та вплив сусідніх смуг, не породжуючи стрибків напружень і переміщень: 

( )0 0 0 1ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j j j j
jz z z z z z z S= + = + + ∈σ σ σ σ σ σ .  (35.51) 

Однорідний розв’язок відповідає зовнішньому навантаженню та задовольняє умови 
ідеального механічного контакту (35.49). Під час переходу через вісь включень він не викли-
кає стрибків напружень і переміщень. Тому збурений розв’язок повинен задовольняти ну-
льові граничні умови, умови ідеального механічного контакту на лініях поділу матеріалів та 
породжувати стрибки напружень і похідних від переміщень (35.50). 

Методика знаходження розв’язку задачі аналогічна до описаної для антиплоскої задачі 
теорії тонких включень в ізотропному (§ 22) та анізотропному (§ 23) середовищах, а також 
для плоскої задачі шаруватого ізотропного середовища (§ 34). 

В ролі окремого прикладу розглянемо кусково-однорідну анізотропну площину, яка 
складається із двох півплощин 1S  і 2S . Вважатимемо для означеності, що всередині півпло-
щини 2S  паралельно до межі поділу матеріалів 0y =  розміщене тонке пружне включення 
(координати центру – 02z iH= ); а в точці 2z∗  діють зосереджена сила та крайова дислокація. 
Включення має довжину 2a  і сталу товщину 2h . 

Розв’язком для включення всередині однорідної площини відповідно до (35.24) є 

( ) ( )0(2) (2) (2) 22 (2) (2)ˆ ( ) ( ) ( ) ( )
4
i z z z z⎡ ⎤σ = + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

t t R t t E .   (35.52) 

Залежність (35.52) – основний збурений розв’язок для півплощини 2S . Відповідний 
розв’язок для півплощини 1S  внаслідок відсутності у ній включень дорівнює нулю. 

Задовольнивши умови ідеального механічного контакту між півплощинами, знайдемо 
збурений коригувальний розв’язок 

1(2) (2) (2)1ˆ ( ) ( )
8

p pz z
i
⎡ ⎤σ = +⎣ ⎦t P t Q ,    (35.53) 

де 

( )(2) (2) (2)

22 1 22 12 1 22

22 1 22 12 1 22

1, 2 ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,

k k kz x y H kμ μ
− −

− −

= + − =

= − +

= + −

P M E K M KM F K E KM

Q M E K M KM E K KM

   

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

F . 
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Підставивши повний розв’язок для півплощини 2S  в умови взаємодії (35.32), отримає-
мо систему сингулярних інтегральних рівнянь 

( )

2
22 (2) (2)

2

0(2)
4 1 1 2 2 2

1 ( ) ( ) ( ) ( )
4 4

2 2 , [ ; )

x
p p

a

a

i it dt i x z z
h

f k f k f x a a
−

−

+ − − =

= − σ = + ∈ −

∫ f V t R B t PB t QB

N V B

  (35.54) 

з додатковою умовою 

( ) 2 ( )
a

a a
a

t dt h −
−

= −∫ f N N .     (35.55) 

Числові розрахунки з використанням методу колокацій виконано для півплощини 2S  з 
волокнистого склопластику { xE ; yE ; xyG }={4,76; 2,07; 0,23}104 МПа, 0,149xyν = ; півпло-

щини 1S  зі склотекстоліту { xE ; yE ; xyG }={2,15; 1,98; 0,401}104 МПа, 0,152xyν = , або абсо-
лютно податного чи абсолютно жорсткого матеріалу (відповідно суцільна, пунктирна та 
штрихова лінії на рис. 35.11, 35.12). Включення є ізотропним зі змінюваним модулем пруж-
ності. Воно заглиблене на / 1d H a≡ =  від межі поділу півплощин y=0. 
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Рис. 35.11 Рис. 35.12 

 
Рис. 35.11 відображає залежність безрозмірних узагальнених коефіцієнтів інтенсивнос-

ті напружень (УКІН) 0 2/ij ijK K a P π=  від параметра жорсткості включення 

( )11B 22B 112 222lgG a a a a= . У точці (0, 2a) півплощини 2S  діє зосереджена сила (0, 2P ). 
Рис. 35.12 стосується аналогічної залежності, коли у точці (0, 2a) півплощини міститься кра-
йова дислокація ( 2b , 0). При такому навантаженні 0 2

662 /ij ijK K a a b π= . 
Для 3G >  та 3G < −  числові розв’язки з точністю до 1% виходять на граничні значен-

ня, властиві розв’язкам для щілини та абсолютно жорсткого включення відповідно. 
Абсолютна жорсткість чи податність 1S  еквівалентна задачі для анізотропного півпрос-

тору 2S  із защемленим чи вільним краєм відповідно. Незалежно від пружних властивостей 
півплощини 1S  відповідна суцільна лінія графічної залежності УКІН завжди лежатиме між 
пунктирною та штриховою. 
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§ 36. Сила, що діє в ізотропному середовищі                                       
на крайову дислокацію поблизу тонкого дефекту  

Пластичне деформування та руйнування матеріалу поблизу концентраторів напружень 
тісно пов'язані з переміщенням у цій зоні дислокацій. Однією з важливих характеристик, що 
визначають рухливість дислокацій, є сила, що діє на дислокацію. Характерні особливості цієї 
сили досить ґрунтовно вивчені стосовно взаємодії дислокацій з такими дефектами, як скін-
ченні та півбезмежні тріщини (щілини) [1572, 1456, 1299, 1448]. Однак взаємодія дислокацій 
з іншими тонкими неоднорідностями, зокрема, абсолютно жорсткими включеннями (АЖВ) і 
абсолютно жорсткими тонкими плівками (АЖТП), досліджена дуже мало. Праці [1652, 1390, 
1590] містять, головним чином, числові результати аналізу взаємодії дислокацій з абсолютно 
жорстким еліпсоїдним та еліптичним (зокрема, видовженим чи лінійним) включеннями. Ви-
вчена також взаємодія крайової дислокації з пружним коловим циліндром [1253]. У § 26 ви-
вчені питання сили, що діє на гвинтову дислокацію поблизу тонкого пружного включення, та 
емісії гвинтових дислокацій з його поверхні. У цьому параграфі розглядається сила, що діє 
на крайову дислокацію поблизу тонкого включення [952, 940]. 

 

 
 

Рис. 36.1. Крайова дислокація поблизу включення 
 
У п. 32.3 досліджена взаємодія крайової дислокації з тонкостінними (стрічковими) 

включеннями і, зокрема, отримані аналітичні розв'язки для поля напружень та узагальнених 
коефіцієнтів інтенсивності напружень біля математичного розрізу (тріщини) і абсолютно 
жорсткої тонкої плівки (абсолютно жорсткого включення) скінченної або півбезмежної дов-
жини (ширини). Спираючись на ці результати та формулу Піча – Келера [461, 1065, 111], яка 
означає силу, що діє на дислокацію у точці *z , отримуємо для крайової дислокації поблизу 
тонкого включення (рис. 36.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*0 *0 *0 *0
* 1 * 2 * * 1 * 2 *; ,x xy yy y xx xyF z b z b z F z b z b zσ σ σ σ= + = − −                      (36.1) 

де 1 2~ , ~x yb b b b  – компоненти вектора Бюрґерса дислокації; індексом "*0"  відзначене по-

ле напружень у точці *z  без урахування власного поля напружень від дислокації у цій точці. 
Якщо крім дислокації в точці *z  на тіло не діють інші чинники, то це є збурене поле напру-
жень у точці *z  розташування дислокації. Слід зазначити, що хоча у більшості наукових 
праць і використовують формулу (36.1), деякі автори застосовують іншу. У книзі 
А.М.Косевича [461, с. 40] можна довідатися, що за пропозицією Віртмана (J.Weertman) для 
можливості врахування непружної зміни об’єму під час переповзання дислокацій компонен-
ти тензора напружень ijσ  слід заступити компонентами девіатора напружень 

3ij ij ij kks σ δ σ= − . Зрештою, таке коригування має значення лише для дислокації крайової, а 
не гвинтової. 

Тоді згідно з (30.24) та (32.10) для абсолютно жорсткого включення уздовж відрізка 
[ ; ]a a−  за дії ізольованої дислокації  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*0 *0 *0 *0 *0
1 1 1

*0 *0 *0 *0
1 1 1

*0 * 1 *
1 4 1 * 4 1 * 2
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1 ,
2 1
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2 1

, , , , .
2 1
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z t z t z z z t z

it z f K z z f L z z l
Gl

σ σ κ
κ

σ κ
κ

φ κκ κ
κ

− +
+

⎡ ⎤′− = − − −⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

⎡ ⎤′= − + + −⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= − =⎢ ⎥⎣ ⎦ +

              (36.2) 

Аналогічно для тріщини згідно з виразами (30.24), (30.9) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

*0 *0 *0 *0 *0
4 4 4

*0 *0 *0 *0
4 4 4

*0 * *
4 4 1 * 4 1 * 1

1

,
1

Im 3 ,
1

2 2, , 1 , , ,
1

yy xy

xx

Gz i z t z t z z z t z

Gz t z t z z z t z

i G Gt z f K z z f L z z l
l

σ σ
κ

σ
κ

φ
κ

+
+

⎡ ⎤′− = + − −⎢ ⎥+ ⎣ ⎦
⎡ ⎤′= − − + −⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

⎡ ⎤= − + =⎢ ⎥⎣ ⎦ +

                           (36.3) 

4 1 2f b ib∗ = + . Причому тут так само, як і для (36.2), 
( )
1

8 1
φ

π ν
=

−
 (для плоского напруженого 

стану ( ) ( )1 8φ ν π= + ). 
Враховуємо, що 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

* *1 11 *
* *

2
* * *11 * 2

**

1 1 1, , 1 1 ,

, 1 ,

X z X ziK z z ie
z z X z z z X z X z

z z a zziL z z ie
X z X zz z

κακ
κ κ

α

− ⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤ −⎪ ⎪= − − − − +⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭
⎡ ⎤− −−= − +⎢ ⎥
⎢ ⎥− ⎣ ⎦

             (36.4) 

де ( ) 2 2X z z a= − ; 1α  – кут, утворений з віссю Ox  вектором Бюрґерса, який у цьому випа-
дку без зменшення загальності можна вважати нульовим. Тому після використання гранич-
них переходів 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
* * *

2 2 2 2 2* ** ** **

1 1lim 1 , lim 1
2z z z z

X z z a zz a
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отримуємо 
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                 (36.5) 
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Якщо ядро дислокації міститься на осі абсцис у точці ( )*, 0x , то, з огляду на граничні 
рівності 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
* * **

2 20 * * ** * * * *

,1lim 1
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x x a x aX z
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а якщо *x a< , то 

( ) ( ) ( )
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∓

 

Тут і надалі (формули (36.10)–(36.12)) беремо арифметичне значення кореня; верхній знак у 
квадратних дужках стосується верхнього берега проміжку [ ; ]a a− , нижній – його нижнього 
берега. 

Таким чином, для дислокації на продовженні осі абсолютно жорсткої тонкої плівки 
( ) ( ) ( ){ }
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2
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    (36.6) 
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  (36.7) 

а для тріщини 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )ТР * 2
* * * 1 2 *, 4 , 2 .x yF x F x GT x b b b x aφ= − >                             (36.8) 

Порівнюючи отримані вирази для абсолютно жорсткого включення і тріщини, можна 
стверджувати, що на продовженні осі дефекту 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ){ }
2АЖВ TP

* * * *
1

, , .
4x y x yF x F x F x F x
κ
κ

−
= −                                (36.9) 
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Якщо дислокація наближається до краю дефекту, то 
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Тоді для абсолютно жорсткого включення 
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   (36,10) 

для тріщини 
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Вираз для сили, що діє на дислокацію у точці *ξ  поблизу півбезмежного абсолютно 
жорсткого включення, розташованого уздовж осі Re 0ξ ≤ , можна отримати із виразів 

( ) ( )

( ) ( )
( )

1 * *11 *
* *

*11 * * *2
*

1 1, , 1 1 ,

, , , , .
2

iK z z ie

iL z z ie z a z a a

ξ ξακ
ξ ξ ξ ξκ ξ ξ

ξ ξα ξ ξ
ξξ ξ ξ

−
⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞
⎢ ⎥= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

−−= = + = + → ∞
+

 

Це дає такі вирази для напружень: 

( ) ( )

( )

*0 *0
* * 1 2 1 1 2 4 2 3

*0
* 1 5 2 6

,
2

, ,
2

yy xy

i
xx

Gi b B ib B b B ib B
r

G b B b B r e
r

θ

φσ ξ σ ξ
κ

φ
σ ξ ξ

κ

− = − + − +⎡ ⎤⎣ ⎦

= − = ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦

                                (36.13) 

де 

( )
( )
( )

2 2
1 2

2 2
3 4

2 2
5 6

1 1 1cos cos 2 cos3 , 1 tg sin sin 2 sin 3 ,
2 2 2 2

3 5 31 tg sin sin 2 sin 3 , 3 cos cos 2 cos3 ,
2 2 2 2

1 3 31 tg 3 sin sin 2 sin 3 , cos
2 2 2 2

B B

B B

B B

θκ κ θ θ κ θ κ κ θ θ κ θ

θκ κ θ θ κ θ κ κ θ θ κ θ

θκ κ θ θ κ θ κ κ θ

⎛ ⎞= − − + − + = − + − − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= + − − + = − − + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞= − + + − + = − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

cos 2 cos3 .θ κ θ+

 

Тому остаточно 
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( ) ( )2 2 2 2
1 1 2 4 1 2 2 3 1 5 2 3 1 2 1 6[ ], [ ].

2 2x y
G GF b B b B b b B B F b B b B b b B B
r r

φ φ
κ κ

= − + + + = − − − +      (36.14) 

Якщо ядро дислокації лежить на продовженні осі включення, то 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 21 , 4 1 ,

2 2x y
G GF r b F r b b
r r

φ φκ κ
κ κ

= − = − −                                    (36.15) 

а в околі берега півбезмежного абсолютно жорсткого включення – 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 222

1 2
* * * * *

* * *

11 2 1
, , .

2 2
r r r i

x yr i r

bb b bG GF F i
κκ κφ φξ ξ ξ ξ ξ

κ κξ ξ ξ

⎡ ⎤++ +⎢ ⎥= − = + = +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  (36.16) 

Формули (36.15), (36.16) можна також отримати за допомогою відповідного граничного пе-
реходу у виразах (36.6) і (36.11). 

У полярній системі координат компоненти сили, що діє на дислокацію  
cos sinr x yF F Fθ θ= + ,  sin cosx yF F Fθ θ θ= − + , 

набувають для півбезмежного дефекту вигляду  

( ) ( )

( ) ( )

2*0 2 2 2
1

2 2
2 1 2

1 , 1 tg sin 2 sin 2
2 2 2

1 tg 3sin 2 sin 2 4 cos cos 2 .
2

r r
G GF b b F b
r r

b b b

θ θ
φ φ θσ κ κ θ κ θ
κ κ

θκ θ κ θ θ κ θ

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞= = − = − + − + +⎨ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩
⎫⎡ ⎤⎛ ⎞+ + + − + − ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎭

         (36.17) 

Як і для півбезмежного розрізу [1456], радіальна складова сили, що діє на дислокацію 
біля півбезмежної абсолютно жорсткої тонкої плівки не залежить від полярного кута θ , а 
лише від відстані дислокації до вістря дефекту. 

Якщо врахувати, що у випадку півбезмежної тріщини [1456]  
2

TP 2
r

GbF
r

φ
= − ,  

то 

( )2АЖВ ТР1
4r rF F
κ
κ

−
= − .                                              (36.18) 

Таким чином, якщо дислокація притягується до вістря тріщини з тим більшою силою, чим 
менша стисливість (чим більший коефіцієнт Пуассона ν ) матеріалу, то від вістря півбезмеж-
ної абсолютно жорсткої тонкої плівки вона відштовхується тим сильніше, чим більша стис-
ливість (чим менший ν ). Причому для нестисливого матеріалу ( 0,5ν = ) радіальна складова 
сили 0rF = . 

Потенціальна енергія дислокації  

rU F dr rF dθ θ= − −∫ ∫  
у випадку півбезмежної абсолютно жорсткої тонкої плівки дорівнює 

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2
1

2 2
2 1 2

1 ln 2 1 ln cos cos cos 2
2 2

2 1 ln cos 3cos cos 2 4 sin sin 2 .
2 2

GU b r b

b b b

φ θκ κ θ κ θ
κ

θ κκ θ κ θ θ θ

⎧ ⎡ ⎤⎡ ⎤⎪ ⎛ ⎞= − − + + − + +⎨ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎣ ⎦⎩
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + − + − ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎭⎣ ⎦

            (36.19) 

Результати для сили, що діє на дислокацію поблизу тріщини можна отримати аналогі-
чно зі співвідношень (36.3). Однак найпростіше записати їх, формально підставивши значен-
ня 1κ = −  у вирази (36.1), (36.2), (36.5), (36.14)–(36.17), (36.19), так само, як одержаний вираз 
(36.8). Таким чином, на основі формул (36.1), (36.2), (36.5) можна записати вираз із праці 
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[1299] для сили, що діє на дислокацію поблизу скінченної тріщини у випадку однорідної ма-
триці, а з (36.14), (36.15), (36.16), (36.19) випливають залежності (1)–(4), (9) праці [1456]. 
Підставляючи у вирази (36.4), (36.2) значення 1κ = − , одержуємо комплексні потенціали, які 
описані у працях [1159, 824], де вивчається поле напружень від крайової дислокації поблизу 
тріщини скінченної довжини. Таке підставляння відповідає аналогії [1250] між зосереджени-
ми силами і крайовими дислокаціями, коли перехід від розв'язку для сил до розв'язку для 
дислокацій здійснюється формальним прийняттям 1ν =  (тоді 3 4 1κ ν= − = − ). Тут можна 
лише зазначити, що жорстке включення моделюється розподіленими силами, а тріщина – 
дислокаціями (п. 30.8). 

Вважаючи, що a →∞ , отримуємо ( ) ( )* * 1X z X z → − , і на основі (36.2) та (36.5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ){ } ( )

{ }

*0 * * *0 * *0 * *
1 * 4 4 1 * 4 * * 1 * 4 4

2 * 2 * 2 *
2

*0 *0 *0
* * * 1 2 1

*

, , 2 ,

1
, , , ,yy xy xx

i i it z f f t z f z z t z f f
l y l y l y

G
x x x b b b

y

φ φκ φ

φ κ
σ σ σ

κ

+ + +
′= − = − − = −

+
= − −

 

та вираз 

( )2
2

*

1
0,x y

G
F F b

y

φ κ

κ

+
= = ,                                                   (36.20) 

який визначає силу, що діє на дислокацію біля жорстко защемленого краю (ЖЗК) півплощи-
ни (див. [1257] або (27) [1652]). Вважаючи 1κ = − , одержуємо відомі вирази (3.72) [1065], 
(27) [1652], (34) [1448] для сили, що діє на дислокацію біля вільного краю (ВК) півплощини: 

2

*

20,x y
GF F b

y
φ

= = .                                                       (36.21) 

Формули (36.20) можна отримати також з виразів (36.16) або (36.17) з урахуванням 
граничного переходу 

*

1 2lim tg , sin , sin 2 , cos , cos 2 , 0, 0, 0, 0 .
2r r y
θ

θ θ θ θ
→∞

⎧ ⎫⎧ ⎫ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

Із рівностей (36.20), (36.21) отримуємо залежність 
2

ЖЗК BK1
2y yF Fκ
κ

+
= − .                                                     (36.22) 

Числові розрахунки у випадку пружного включення виконуються на основі виразів 
(30.451) як однорідного розв'язку, що дає можливість обчислити ( ) ( )*0 *0

1 4,t z t z  і з викорис-
танням (30.24), (36.1) – силу, що діє на дислокацію. 

 

§ 37. Міцність тіл з тонкими включеннями 

37.1. Граничне навантаження для крихкого тіла                                           
з тонкостінним пружним включенням [796] 

Теоретичному дослідженню руйнування поблизу гострокутних і тонкостінних вклю-
чень присвячено чимало праць, зокрема, заснованих на загальнотеоретичних передумовах 
[76, 63, 61, 698, 1078, 909]. Вивчалася можливість застосування різних критеріальних спів-
відношень, у яких руйнування матриці в околі вістря абсолютно жорсткого або пружного 
дефекту пов'язувалося з максимальними головними, дотичними, радіальними або окружними 
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напруженнями, максимумом питомої енергії деформації або формозміни тощо. Для жорст-
ких включень, зокрема, абсолютно жорстких [76, 63, 61, 698], досить добре обґрунтоване за-
стосування критеріальної функції ( )1

0
lim rr
r

rσΦ
→

= . Для відносно податних включень, які 

узагальнюють тріщинуватий дефект, рекомендується [698] θθσ -критерій та відповідна до 

нього критеріальна функція виду ( )2
0

lim
r

r θθσΦ
→

= . Тому можна сподіватися, що функція  

( )( )3
0

lim rr
r

r θθσ σΦ
→

= + , 

яка раніше [632, 692] також використовувалася для прогнозу руйнування тіл з тріщинами і 
зв'язана у плоскій задачі з границею інтенсивності об'ємної деформації, виявиться зручною 
під час аналізу руйнування тіл з пружними тонкими прошарками. 

Застосуємо критеріальні функції 1 3,Φ Φ  до визначення граничних зусиль в ізотропній 
пластинці (сталі GE ,,ν ), що перебуває в однорідному полі нормальних напружень 

0yy pσ∞ = > , xx q pσ η∞ = =  і містить тонке пружне (сталі B B B, ,E Gν  ) включення завдовжки 

2a  з серединною товщиною 02h , орієнтоване під кутом α  до осі x . Локальне руйнування 
пов'яжемо з початком тріщиноутворення біля краю прошарку і визначимо умовою 

max 0i KθΦ =  
– максимальне за кутом θ  значення функції iΦ  у момент руйнування досягає опору матеріа-
лу матриці до зародження тріщини 0K .  

На основі означення функції 3Φ  та виразів (31.24) отримуємо 

( ) ( )3 1,1 * 1,2 * 2,2 2,1
2 cos sin

2 2
K K K Kθ θκ κ

π
Φ ⎡ ⎤= − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

                                   (37.1) 

та породжений цією функцією кут *θ  площини розтріскування матриці  

( ) ( ) ( )
( )

2,1 * 2,2 * 1,2 1,1 1,1 * 1,2
*

1,1 * 1,2

2arctg ,

,

K K K K K K

K K

κ κ κ
θ

π κ

⎧ ⎡ ⎤− − ≠⎪ ⎣ ⎦= ⎨
± =⎪⎩

                         (37.2) 

коли функція 3Φ  досягає максимального за кутовою змінною θ  значення. 
З урахуванням залежностей (37.1), (37.2) умова руйнування набуде вигляду 

( ) ( )2 2 2
1,1 * 1,2 * 2,2 2,1 0

1
2

K K K K Kκ κ π− + − =                                         (37.3) 

Якщо вважати, що профіль тонкого включення близький до еліптичного, то за такого 
способу навантажування і формул (30.70) 
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*
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η η
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= ⋅ + ⋅ ⋅ +
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− + − −
= =
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1 0 1 0
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Λ
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+

+
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   (37.4) 

Підставляючи вирази (37.4) у (37.3), визначимо граничне навантаження *p p= : 

( )1 2

* 0
,

2
p K

a
ϕ α η−

=     або    ( )1 2
* *

0

2 ,ap p
K

ϕ α η−≡ = ,                         (37.5) 

де 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 2 2 1

2 2
2 2

, , , sin 2 , ,

, 1 .

Q Q Q E Q B D F C

Q F C B D E V A

ϕ α η α α η

η η

⎡ ⎤= + = − + −⎣ ⎦

= − + − = − −
 

Коли 1η =  (всебічний рівномірний розтяг) слушний простіший вираз  
1

* .p F C B D −= − + −  
Найнебезпечнішу орієнтацію включення визначає кут *α α= , за якого *p  досягає свого 

мінімального значення *minp : 

{ }*min *min 0 *1 *2 *32 min , ,p p a K p p p≡ = ,                              (37,6) 
причому 

( )
( )

( )

*1 1 *

*2 2 *
1 2 1 2

*3 * *

1 2 1 2

2 2 2 1

1 , коли 0, ;

1 , коли 2;

, , коли arctg ,

;
2

p Q

p Q

p R

Q Q Q E
R

E Q Q Q

α π

α π

ϕ α η α− −

= =

= = ±

= =

⎡ ⎤− +⎣ ⎦=
− −

 

якщо під коренем виходить від'ємна величина, то значення *3p  у формулі (37.6) не врахову-
ється. За всебічного розтягу ( 1η = ) 1 2Q Q= , 2 0E = і внаслідок цього *1 *2 *3p p p= = . 

Критеріальна функція 1Φ  для випадку 1η =  дає вираз 

{ } ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
*min *1 *2 *1

* * * *
*2

*

min , , 4 2 3 ,

3 38 5cos cos 5cos 2 1 cos ,
2 2 2 2

2arcsin 2 9 7 6 2 1 .

p q q q B F D C

q B F D C

B F D C B F D C

κ

θ θ θ θ
κ

θ κ κ

−
= = + − + +

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − − + + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + + + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

   (37.7) 

На основі виразів (37.5) – (37.7) визначалися значення зведеного граничного наванта-
ження *p  за рівномірного всебічного розтягу, а також зведене мінімальне граничне наванта-
ження *minp  та кут *α  найнебезпечнішої орієнтації включення для двовісного напруженого 
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стану за деяких значень відносної жорсткості k  включення еліптичного профілю ( 0 10a h = , 

B 1 3ν ν= = ). 
У табл. 37.1 другий рядок відповідає значенням *minp , одержаним на основі формули 

(37.6) (функція 3Φ ), коли 1η = ; третій рядок – за співвідношеннями (37.7) для функції 1Φ . 
Помітно, що функція 1Φ  для 1k <  дає завищені, а для 1k >  – занижені значення граничного 
навантаження у порівнянні з функцією 3Φ . Однак обидві вони прогнозують мінімальну міц-
ність для дефектів у вигляді тріщини та абсолютно жорсткого включення. 

 
Таблиця 37.1. Знерозмірене граничне навантаження всебічного розтягу 

 відповідно до двох критеріальних функцій  
 

k  1010  410  100  10  2  0,5  0,1 0.01 0.001 

*minp за 3Φ  4,000 4,003 4,272 7,048 33,671 27,245 3,612 1,240 1,026 

*minp за 1Φ  3,200 3,202 3,423 5,562 25,082 46,112 6,617 2,275 1,883 

 

 
 

Рис. 37.1. Залежність кут найнебезпечнішої орієнтації включення  
від його жорсткості та параметра двовісності навантаження 

 
Вплив параметра η  на кут *α  найнебезпечнішої орієнтації включення за окремих зна-

чень відносної жорсткості відображений на рис. 37.1 – 37.3. У випадку одновісного розтягу 
найнебезпечніша орієнтація тріщини – упоперек, а абсолютно жорсткого включення – уз-
довж напряму дії зусиль (рис. 37.1). Діаграма граничних напружень (рис. 37.2) при 1k >  які-
сно збігається з діаграмами праці [63] для абсолютно жорстких дефектів.  

Підтверджується і сподівання того, що тріщина та абсолютно жорстка неоднорідність є 
найнебезпечнішими типами дефектів. Зближення пружних властивостей включення та мат-
риці викликає різке збільшення *minp  (рис. 37.3) – якщо k →∞ , то *minp →∞ . Однак слід 
врахувати, що розглянуті тут критеріальні співвідношення не беруть до відома глобальної 
міцності матриці, можливості руйнування включення чи безпосередньо міжфазної межі [698, 
1078]. Умови цих явищ неважко додатково залучити для побудови більш повного критеріа-
льного співвідношення. 
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Рис. 37.2. Діаграма граничних значень для деяких 

значень k  
Рис. 37.3. Залежність зведеного навантаження  

від параметра η  
 

37.2. Міцність тіл з випадковим розподілом тонких включень [995] 

У праці [147] в рамках плоскої задачі теорії пружності вперше була запропонована 
схема розрахунку ймовірнісних характеристик граничного навантаження за складного на-
пруженого стану крихкого дефектного (неоднорідного) тіла за відомої умови граничного 
стану елементу конструкції з дефектом типу розрізу або жорсткого включення і відомому 
законі ймовірнісного розподілу геометричних параметрів неоднорідності у матриці. 

Ця розрахункова схема, результати визначення напруженого стану § 30 і локального 
руйнування матеріалу (п. 37.1) біля тонкостінних пружних включень використані тут для ви-
значення ймовірнісних характеристик міцності дискретно армованих пластин за плоского 
напруженого стану. Отримані результати можуть бути корисними для оцінки міцності стріч-
кових композитів. 

Нехай крихка пластина, що містить досить віддалені (які не взаємодіють між собою) 
пружні тонкі включення з близьким до еліптичного профілем, перебуває у стані двовісного 
розтягу 0yy pσ∞ ≡ > , xx q pσ η∞ = ≡ .  

Геометричні параметри включення – півдовжина a  центральної частини дефекту і кут 
α  між напрямами осі неоднорідності й осі ординат – є випадковими величинами з відомою 
густиною ( ),f aα  їхнього сумісного розподілу в діапазоні допустимих значень 

min maxa a a≤ ≤ , 2α π≤ . Випадковий характер має теж максимальна відносна півширина 

0h h a=  центральної частини неоднорідності, але оскільки 00 h a< << , то діапазон зміни її 
можливих значень досить малий і можна на першому етапі розрахунків вважати відношення 
h  сталим. Розкидом пружних властивостей дефектів також нехтуємо. 
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Граничне навантаження *p  визначимо виразом (37.5). Оскільки параметри a  і α  випа-
дкові, то для кожного заданого значення η  граничне навантаження елементу пластини з по-
одиноким дефектом також випадкове і змінюється у межах від minp  до maxp , які на основі 
(37.5) дорівнюють 

( ) ( )

( ) ( )

1 20
min

max

1 20
max

min

min , ,
2

max , .
2

K
p

a
K

p
a

α

α

η ϕ α η

η ϕ α η

−

−

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎣ ⎦

       (37.8) 

Значення величини ( )minp η  обчислене у п. 37.1. 
Функцію розподілу ймовірностей граничного навантаження *p  елементу пластини з 

одним дефектом подамо виразом [150] 
( ) ( ) ( )1 min max, , ,

R
F p f a d da p p pη α α= ≤ ≤∫∫                                        (37.9) 

де інтегрування здійснюється по області R  можливих значень параметрів a  і α , для яких  

( )
0

2 ,
K

p
aϕ α η

< .  

Подвійний інтеграл у формулі (37.9) можна замінити повторним інтегруванням 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

max

*

max
1

0, ,

2
0 max *

* *2 2 2
max

2
, , , ,

1, ,
2 , , ,

a

L a p

a p
F p f a da d p

K

K a aa a
ap p p

α α η
η α α

ϕ α η ϕ α η ϕ α η

⎡ ⎤
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎣ ⎦

≡ = ≡ =

∫ ∫
�

�

�
� �

                         (37.10) 

де p�  – зведене навантаження; *a  – критична півдовжина дефекту за його орієнтації, даного 
навантаження і властивостей матеріалів; Lα  – множина значень α , для яких при даних p  та 
q  виконується умова  

min * maxa a a≤ ≤ . 
За стохастичної незалежності величин α  і a , коли  

( ) ( ) ( )1 2,f a f f aα α= ,  
формула (37.10) спрощується: 

( ) ( ) ( )1 1 2 *, 1 , , .
L

F p f a p d
α

η α α η αΦ⎡ ⎤⎡ ⎤= − ⎣ ⎦⎣ ⎦∫ �                            (37.11) 

Тут ( )2 aΦ  – функція розподілу ймовірностей величини a , причому  

( )2 max 1aΦ = . 

Якщо тіло містить n  дефектів, то відповідну функцію ( ),nF p η  розподілу граничного 
навантаження можна визначити на основі моделі "найслабшої ланки" (29,17) 

( ) ( )1, 1 1 , n
nF p F pη η⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ .                                                       (37.12) 

Для здійснення розрахунків необхідно конкретизувати явний вигляд функцій ( ),f aα  
або ( )1f α  і ( )2 aΦ . Оскільки у макроскопічно ізотропному матеріалі можна вважати всі 
можливі орієнтації дефекту однаково ймовірними, то це дає 
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( ) ( )1 1
1 1, .

2 2
f α πα α α

π π
Φ ⎛ ⎞= = + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
                                                (37.13) 

Якщо функцію розподілу півдовжин включень взяти у вигляді  

( ) ( ) ( ) ( )1
2 2

max

min
max

11 1 , 1

0 1, 0, 0 ,

r rra a f a a
a

aa r a
a

Φ + +
= − − = −

⎛ ⎞
< = ≤ ≥ =⎜ ⎟

⎝ ⎠

� �

�
                                      (37.14) 

то з урахуванням (37.13) формулу (37.11) перетворимо до вигляду 

( ) ( ) ( ) 1
1 1 *

1, , 1 r

L
F p F p a d

α

η η α
π

+= ≡ −∫� � � ,                                           (37.15) 

причому Lα  – множина можливих значень / 2α π≤ , для яких за даних p , η  виконується 
умова *0 1a≤ ≤� . 

Побудуємо явний вигляд області інтегрування Lα . Нехай для початку  

( )
( )

1 2 1 2

2 2 2 1

2
0

2
Q Q Q E

R
E Q Q Q

− +
≡ ≥

− −
. 

Позначимо  

( ) ( )
1 222 2 2 1 2

3 1 * 2 * 2 * *cos sin sin 2 , 0Q Q Q Eα α α ϕ α η⎡ ⎤
≡ + + ≡ ≥⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

де значення кута *α  найнебезпечнішої орієнтації дефекту дає співвідношення (37.6)  
1 2

* arctgRα −= . 
Вважатимемо, що  

3 2 1Q Q Q≤ ≤ . 
Тоді. 

     При 1 2c p c≤ ≤�  ( *1i i ic Q p= = ) 3 2 2 3[ ; ] [ ; ]Lα α α α α= − − ∪ ,  

де 2 0α = , 3α α+=  – розв'язок рівняння * 1a =�  або ( ) 2, 1 pϕ α η = �  на проміжку 

[ ]0 , 2π :  

( )

1 2

1 2 2 12

2
22

2
1 2

1 2 1 2 22 2

12
arctg ,1

14 .

Q Q E D
ap

Q
ap

Q Q
D E Q Q E

ap ap

α±

⎛ ⎞+ − ±⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤⎡ ⎤−
⎢ ⎥= + + −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

� �

� �

� � � �

 

При 2 3 ; ; 0 0; ; .
2 2

c p c Lα
π π

α α α α+ − − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ < − = − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
� ∪ ∪ ∪  

При 3 ; 0 0; .
2 2

c p Lα
π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ < ∞ − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� ∪  

Якщо виконується умова 3 1 2Q Q Q≤ ≤ , то  
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при 2 1 ; ; ;
2 2

c p c Lα
π πα α+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ < − = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� ∪  

при 1 3 ; ; 0 0; ; ;
2 2

c p c Lα
π π

α α α α+ − − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ < − = − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
� ∪ ∪ ∪  

при 3 ; 0 0; .
2 2

c p Lα
π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ < ∞ − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� ∪  

У припущенні, що 1 2 3Q Q Q≤ ≤  

при 3 2 ; ; ;c p c Lα α α α α+ − − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ < − = − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦� ∪  

при 2 1 ; ; ;
2 2

c p c Lα
π π

α α+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ < − = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
� ∪  

при 1 ; 0 0; .
2 2

c p Lα
π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ < ∞ − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� ∪  

І для останнього варіанту 2 1 3Q Q Q≤ ≤  – 

при 3 1 ; ; ;c p c Lα α α α α+ − − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ < − = − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦� ∪  

при 1 2 ; 0 0; ;c p c Lα α α+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ < − = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦� ∪  

при 2 ; 0 0; .
2 2

c p Lα
π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ < ∞ − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� ∪  

Випадок 0R =  досліджується простіше.  
Коли 2 1Q Q≤ , то 

при 1 2 ; 0 0; ;c p c Lα α α+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ < − = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦� ∪  

при 2 ; 0 0; ,
2 2

c p Lα
π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ < ∞ − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� ∪  

а коли 1 2Q Q≤  

при 2 1 ; ; ;
2 2

c p c Lα
π πα α+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ < − = = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� ∪  

при 1 ; 0 0; .
2 2

c p Lα
π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤≤ < ∞ − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� ∪  

Для всебічного рівномірного розтягу, коли 0p q= >  ( 1η = ), виконуються рівності  

1 2Q Q= , 2 0E = , 1R = − , ( ) 2
1, Qϕ α η =   

і функція розподілу ( )1 ,1F p  набуває вигляду 

( ) ( ) ( ) 2 1
1 1 1 1 1,1 ,1 1 , 1 .rF p F p Q p c Q p− +⎡ ⎤= = − = ≤ < ∞⎢ ⎥⎣ ⎦

� � � �                             (37.16) 

За більшої кількості n  включень вираз (37.12) доцільно замінити розподілом Вейбула 
[150] 

( ) ( ) ( )min, 1 exp 0, 0 .m
nF p cn p p c mη ⎡ ⎤= − − − > >⎢ ⎥⎣ ⎦

                                   (37.17) 

Тут для визначення параметрів c , m  розподілу використовуються співвідношення 
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( )
( )min

1

min

,
lim , 1mp p

F p
c m r

p p

η
→

= = +
−

                                              (37.18) 

і умова 0 c< < ∞ . Наприклад, на основі виразів (37.16) і (37.18) при 1η =  маємо 

( ) 1
max 1 02 2

r
c a Q K

+
= ;                                                                      (37.19) 

( ) ( ) ( )( ) 1
1 min, , 1 exp 2 .r

n nF p F p n Q p pη η
+⎡ ⎤= = − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

� � � �                        (37.20) 

Рівняння кривих граничного стану, записане у середніх значеннях руйнівних напру-
жень, має вигляд 

( ) ( )
( )

( )max

min 1

min

1 , , .
p

n

p
p p F p dp q p

η

η
η η η⎡ ⎤= + − =⎣ ⎦∫

�

�
� � � �                            (37.21) 
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Р О З Д І Л  VII 

ТЕРМОНАПРУЖЕНИЙ СТАН КУСКОВО-ОДНОРІДНОГО СЕРЕДОВИЩА        
З СИСТЕМОЮ ТОНКИХ ВКЛЮЧЕНЬ  

§ 38. Концентрація напружень у термопружному тілі                                
з міжфазними включеннями. Плоске температурне поле  

38.1. Постановка задачі  

Розглядається термопружна рівновага кусково-однорідного середовища, що складаєть-
ся з двох однорідних областей ( )1,2kS k =  з механічними та теплофізичними сталими 

* * *, , ,k k T k kE ν α λ  відповідно (рис. 38.1). На лінії L  ( L L L′ ′′= ∪  збігається з віссю x  системи 

координат xOy ) поділу матеріалів уздовж 
1

N
p

p
L L

=
′ ′= ∪ , [ ; ]p p pL a a− +′ =  локалізовані N  тонких 

теплоактивних включень завширшки ( )2h x  зі сталими BE , Bν , Bα , Bλ , які для кожного з 
включень можуть бути іншими.  

 

 
 

Рис. 38.1. Схема задачі термопружності кусково-однорідної пластини  
з тонкими включеннями на межі поділу матеріалів 

 
Навантажування середовища здійснюється на нескінченності однорідним полем 

,yy xxk kp pσ σ∞ ∞= = , xyσ τ∞ =  і тепловим потоком xk yq q iq∞ ∞ ∞= + , а також силами kP , момен-

тами kM , дислокаціями kb , джерелами тепла інтенсивності kq  і тепловими диполями інтен-

сивності kkq  в точці *kz . Можливе урахування відпливу (припливу) тепла 
1

N

p
p

Q Q
=

= ∑  з обла-

сті включень. Механічний контакт між компонентами системи вважається ідеальним. Нага-
даємо, що залежність між теплофізичними сталими із зірочкою і без неї є такою: 

( )21E E ν∗ −∼ , ( )1ν ν ν∗ −∼ , ( )1T Tα ν α∗ +∼  для плоскої деформації (ПД); E E∗ ∼ , ν ν∗ ∼ , 
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T Tα α∗ ∼  для узагальненого плоского напруженого стану (УПНС). Тут E , ν , Tα  – модуль 
пружності, коефіцієнти Пуассона та коефіцієнт термічного розширення матеріалу відповід-
но; λ  – коефіцієнт теплопровідності. 

З огляду на припущення, що силові і дислокаційні чинники не збурюють поля темпера-
тури (взаємозв’язаність деформаційних і температурних процесів тут не береться до відома) 
їх не братимемо до уваги, оскільки відповідна задача вже розв'язана у розд. VI. Збурення те-
мпературного поля тонкими включеннями та температурними чинниками (потоками тепла, 
джерелами тепла та їх диполями) вивчене у розд. IV. Це поле можна вважати відомим і від-
нести до зовнішнього температурного навантаження. 

Таким чином, задача спряження континуумів різної вимірності після того, як знайдене 
температурне поле (розд. IV), у термопружності залишається тою ж самою, що й у теорії 
пружності (розд. VI): залишаються слушними вирази (30.1), (30.2) крайових умов; залежності 
(30.17) для напружень і переміщень на межі поділу; подання (30.20), (30.21) для напружень і 
переміщень у довільній точці композиту; асимптотичні залежності § 31. Лише тепер однорі-
дний розв'язок 0 0,ij juσ  ( , ,i j x y∼ ) визначається температурним полем. Теплове деформуван-

ня включення враховують відповідні умови взаємодії. 
Загалом напружено-деформований стан ,ij juσ  є суперпозицією однорідного 0 0,ij juσ  та 

збуреного присутністю включень ˆ ˆ,ij juσ  станів. Вектори напружень і переміщень від однорі-

дного стану під час переходу через L змінюються неперервно 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 2 2 1 1 2 20, 0yy xy yy xy x y x yi i u iu u iu x Lσ σ σ σ ′ ′ ′ ′− − − = + − + = ∈ .    (38.1) 

Для збуреного – аналогічно до (30.1) вводяться функції стрибка: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

*
1 1 2 2 1 2 1

*
1 1 2 2 4 5 4

ˆ ˆ ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ,

yy xy yy xy

x y x y

i i f x if x f x

u iu u iu f x if x f x x L

σ σ σ σ− − − = − ≡

′ ′ ′ ′+ − + = + ≡ ∈
         (38.2) 

причому  

( ) ( )* *
1 4 0f x f x= =   при  x L′′∈ . 

38.2. Інтегральні рівняння 

Однорідний розв'язок 

Для визначення однорідного розв'язку 0 0,ij juσ  щодо суто температурного навантаження 

напруження і переміщення в кожній з розглянутих півплощин kS  запишемо за допомогою 

трьох комплексних потенціалів: Колосова – Мусхелішвілі ( ) ( ),k kz zΦ Ψ  і температурного 

( )T zΦ . Термопружний розв’язок подамо у вигляді суми однорідного ( ) ( )0 0,k kz zΦ Ψ  та збу-

реного ( ) ( )ˆˆ ,k kz zΦ Ψ  розв’язків. Температурне поле відноситься до навантаження. Тому за-
гальний однорідний розв’язок термопружної задачі має вигляд 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

*
*

*

,

2 ,

3
, 2 ; 1,2 ,

1

yyk xyk k k k k

k xk yk k k k k k Tk T

k
k Tk T k k k

k

i z z z z z

G u iu z z z z z z

G z S k

σ σ

κ β

ν
κ β α

ν

Φ Φ Φ Ψ

Φ Φ Φ Ψ Φ

′− = + + +

′ ′ ′+ = − − − +

−
= = ∈ =

+

          (38.3) 

де потенціал ( )T zΦ  визначений формулами (18.3), (18.4), (18.8),  
Згідно з методикою п. 30.2 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

,

2

; 1, 2 .

yyk xyk k k k

k xk yk k k k k Tk T

k

z i z z z z z z

G u z iu z z z z z z z

z S k

σ σ

κ β

Φ Φ Φ

Φ Φ Φ Φ

′− = − + −

⎡ ⎤′ ′ ′+ = + − − +⎣ ⎦
∈ =

       (38.4) 

Потенціал однорідного поля ( )0
k zΦ  з урахуванням (13.17) та [636, 896, 112] шукаємо у 

вигляді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0
1 2 1 0

4
0

1 1 1 2
1

0 *
0

**
3 4

* *

,

1
; 3 ; , ,

8

exp exp
,

k Tk k k k kj j k

j Tj j jm jk k k Tj j j j
m

k j k
j k kj Tk k k

j k

k k kk k kk
k k

k k k k

z D z D z D z z

z D z D z zD z zD z zD z

q
z z S j k

q

i z iq z q
D z D z

z z z z z

β φ ε

β φ ε β φ

λ ν
ε β φ φ

λ π

θ θ
λ λ

Φ Φ

Φ

Φ

=

⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦

⎡ ⎤′ ′ ′⎡ ⎤= − − + − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+
+ ∈ = − = − =

−
= − = − +

− −

∑

( )2*

,
kz

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

   (38.5) 

причому ( )0
0m zΦ  – функції, що заникають на нескінченності і голоморфні в ( ), 1, 2kS k m = . 

Введене вище значення сталої kjε  визначається з умови однозначності напружень і дефор-

мацій на нескінченності. При цьому вимагається виконання умови (18.12) загального балансу 
тепла у середовищі. 

Застосування методики п. 30.2 дає вирази  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
0 3 1

1 1

0
0 3 1

1 1

1

ˆ2 2 1 2 ,

ˆ2 2 2

j k
k Tk k k kk

k
j j j

Tk k j kj j Tk k k k Tk k Tk k k

j j k
j Tk k k Tj j jk kk k

k
j j j

Tk k j Tj j j Tk k k jk k Tk k Tk k k

q
z m D z zD z

m p D z e m p D z m z

q
z m D z m zD z

m p D z m p D z m z

β φ
λ

β φ ε β πβ φ

β φ β φ ε
λ

β φ β φ β φ ε πβ φ

Φ

Φ

Φ

Φ

⎡ ⎤
′= − + − +⎢ ⎥

⎣ ⎦

+ − + − −

⎡ ⎤
′= − − − − −⎢ ⎥

⎣ ⎦

− − − − +

( ) ( ) ( )*
* * * *

1 2

,

4
1 3 , , ; 1, 2; 3 ,jj k

kj k j j k k kk
kj

E
e E E m p z S k j k

e
λ

ν ν
λ λ

= + + − = = ∈ = = −
+

(38.6) 

які разом з (38.5), (38.4) дають можливість конкретизувати залежності для однорідного 
розв’язку 0 0,ij juσ . 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2 1 1 УПНС ,

2 ПД ,
1 1

j k

j k

c

ν ν

ν ν

⎧ + +
⎪⎪= ⎨
⎪ − −⎪⎩

 

Навантаження на нескінченності й термопружні сталі зв'язані умовою 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 1,

1 1, .
4 2

T T T T

k k k k

G G

p p p p i

κ β κ β

τ

Γ Γ Γ Φ Γ Γ Γ Φ

Γ Γ

∞ ∞′ ′− − + = − − +

′= + = − +
        (38.7) 

Окрім того, коли ( )0 1,2xkq k∞ = = , то необхідно, щоб виконувалася умова 2 2 1 1/ / ;T Tα λ α λ=  

коли 0yq∞ = , то необхідно, щоб 2 1T Tα α= . 

Система сингулярних інтегральних рівнянь для включень 

Підставляючи співвідношення (30.17) сумісно з (30.1), (30.2), (38.4) – (38.6) в умови 
взаємодії тонкого теплоактивного включення з матрицею (16.13) (без урахування підкресле-
них членів, що відповідають величинам порядку 2h ), отримаємо систему сингулярних інтег-
ральних рівнянь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 5 3 2 4 5 5 1 6 4

1 1 2 4 3 1 4 4 5 2 6 5

,

,

1 , ; 1, ; 1, 2; 3,4; 1,2,4,5 ,
n

i i i n i n i i i

j j j n j n j j j
x

r
r rn r n

L a

t x t x s x s x f x f x F x

t x t x s x s x f x f x F x

f t dt
t x s f t dt x L n N i j r

t x

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ

π −′

+ + + + + =

+ + + + + =

′= = ∈ = = = =
−∫ ∫

    (38.8) 

де функції ( ) ( )1,2,3,4mF x m =  визначені формулами (16.14), а коефіцієнти дорівнюють 

        ( ) ( )
( ) ( )

11 12 *В 12 1 *В 13 *В *В 14

15 12 21 *В 16 1 *В 21 *В 12 *В 2

22 *В 1 *В 12 24 25 12 21 *В *В 2

2 / , 2 / , / , 1,

/ , 2 / , 2 ,

2 , 0, 2 ,

m h E l h E E

m m h E l h E h m E l

h l E m h m m E l

ρ ρ ρ ν ρ

ρ ρ ρ ν

ρ ν ρ ρ ν

− +

+ + − − +

+ − + + −

= = − = − =

= − = = − +

⎡ ⎤= − = = − − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

26 12 21 *В 1 *В 23 *В 31 *В 12 *В

32 *В 1 *В 33 *В *В 35 *В 12 21 *В

36 *В 1 *В 34 41 12 42 2 44

43 *В *В 45 2 46 12 21

2 , 1/ , 2 ,

2 , 1/ , ,

2 , 1, 2 , 2 , 1,

2 1 , 2 , .

m m l E h E m h E

l h E E m m h E

l h E m h l h

E l h m m h

ρ ν ρ ρ ν

ρ ν ρ ν ρ ν

ρ ν ρ ρ ρ ρ

ρ ν ρ ρ

+ + − −

+ + +

− − +

− + +

= − − = − =

= = = − −

= = − = − = = −

= − + = − = − −

 

При цьому повинні виконуватися додаткові умови (30.39), (30.40). Торцьові сталі визнача-
ються апріорними виразами (30.45) або за допомогою підходу п. 39.3. 

Абсолютно жорсткі включення. Вважаючи, що В , 0TkE α→ ∞ = , маємо  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

* 0 0 * * *
4 1 1 1 1

* 0 0 0 0В 21 12
1

2 2 2

0 021 2
1

2 2

0, ,

2

, .

x y h

x y x yh h

x y hL

f x u x iu x t x i f x F x

m miF x u x iu x i u x iu x
l l l

im ldu iu x L
xl l

β

ε

ξξ ξ β
ξπ

+ +

+ + +

− −

+ +
′

⎡ ⎤′ ′= − + ≈ − =⎣ ⎦

− ⎡ ⎤′ ′ ′ ′≡ + − − + +⎣ ⎦

⎡ ⎤′ ′ ′+ + = ∈⎣ ⎦ −∫

        (38.9) 

Щілини. Коли ВE →∞ , то з (38.8) отримаємо  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

* 0 0 * * *
1 4 4 4 4

* 0 0 0 021 12
4

1 1

0 021 1
4

1 1

0, ,

2

, .

yy xy h

yy xy yy xy hh

yy xy h
L

f x x i x t x i f x F x

m miF x x i x i x i x
l l

m ldi x L
xl l

σ σ β

σ σ σ σ

ξσ ξ σ ξ β
ξπ

+ +

+ +

− −

+ +
′

⎡ ⎤= − − ≈ − =⎣ ⎦

− ⎡ ⎤′ ′≡ − + − +⎣ ⎦

⎡ ⎤ ′+ − = ∈⎣ ⎦ −∫

    (38.10) 

Рівняння (38.9), (38.10) є узагальненням рівнянь (30.46), (30.47) для абсолютно жорст-
кого включення та тріщини відповідно за силового навантаження, що враховує товщину де-
фекту. Підкреслені доданки малі порівняно з не підкресленими членами і тому їх можна за 
потреби відкинути. Якщо 0h → , то вирази (38.9) зводиться до (30.46); залежності (38.10) – 
до (30.47). 

Знехтувавши у (38.9) підкресленими членами, одержимо для абсолютно жорсткої плі-
вки (АЖП) уздовж відрізка [ ; ]L a a′ = −  такі вирази: 

( )

( ) ( ) ( )

( ) { ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

* 0 0 В
4 1,1 2,1 4 1

2 2
0* 1 0 0 2 3

1 1 В 1 3 1 6

0
4 0 0 0 5 6
1 В 1 3 1 6

0

7 0 * 8
1 1 1

0, 0, 0, ,
4 2

2

2

x y h x a

x y h

a

x y
ha

a

a

if x K K n n u iu
l l

f x u iu i f x i f x

X x du iu i f i f
i X x

X x
f d f

ε

ω ε ω ω

ξω ε ω ξ ω ξ
π ξ ξ

ω ξ ξ ω
π

±

−
± ±

+ +
=

−

++
−

+
−
++

−

′ ′= = = = = + −

⎧ ⎫′ ′= + + − + +⎨ ⎬
⎩ ⎭

⎧ ⎫′ ′+ + + − + +⎨ ⎬
−⎩ ⎭

+ +

∫

∫

� �

� �

� ( ) ( )9
3 1 6 ,

a a

a a
d i f dξ ξ ω ξ ξ

+ +

− −

⎧ ⎫⎪ ⎪−⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫ �

       (38.11) 

           

( )

( )} ( ) ( ) }

11/ 2 00 0 521
1,2 2,2 В 1 32 2

2 2

6 1 2 8 9
1 6 21 1 1 1 3 1 6

2
2

,

ia

x y ha

a a

a a

m aK iK u iu i f
aa l l

i f d im A iA f d i f d

μξ ε ω ξ
ξπ

ω ξ ξ ω ξ ξ ω ξ ξ

−
± ± −

+ −
−

−

− −

⎛ ⎞ ⎧± ′ ′− = + + − +⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩−

⎧⎪+ − + −⎨
⎪⎩

∫

∫ ∫

∓
�

∓

� � �∓

 

де 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 11/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2
0 0

1 1 2 8 1 51 21 2
1 1 1 1 1 1 12 22 2 2 12 2 2

3 1 6 9 4 52 2 1 1 1
1 1 1 1 1 1 *1 *22 2

2 2

,

exp 1exp ln , ln , , ,
2 2

, , 4 1 1
2

i i i i

T T

X z z a z a X x x a x a

i e la xi
a x e l la x

l n

l l

μ μ μ μ

πμ κ
μ μ ω ω ω ω ω

π κ

β κ β
ω ω ω ω ω ω ν ν

− + − − − + − −

−

+ −

+

+ −

= + − = + − =

+⎛ ⎞= − = = = +⎜ ⎟−⎝ ⎠ −−

−
= + = = + +

−

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

21 1 12 2

*1 2*6 7 8 32 1 1 2 2
1 1 1 *1 *2

1 2 21 1 12 2 2 2 2

9 4 2 1 1 2 2 1
1 *1 *2 3 4

21 12 1 2 21 122

,

1 1
4 , , 1 1 ,

11 1 , , ;

T T

T T T T

n
e e

ll
e e l l l

l n nl l
e e e el

κ
κ κ

ν ν β κ β κ
ω ω ω ν ν

λ λ κ κ

β β β β
ω ν ν

λ λ

++

+ − +

+
± ±

+

+

+ + −
= = = + +

+ + +

⎛ ⎞
= + + = ± = ±⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

 

00 0
x y h

u iu′ ′+  – складові частини (38.9), що не містять залежних від збуреного температурного 

поля членів:  

( ) ( ) ( ) ( )
00 0 0 0 2 1

*1 *2
21 12

ˆ ˆ2 1 1 ;T T
x y x y T Th h

u iu u iu x x
e e
β β

ν ν Φ Φ+ −⎛ ⎞′ ′ ′ ′+ = + − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

радикали додатні, логарифм – дійсна функція. 
Для однорідної матриці ( 1 2 1 2 1 2 1 2, , ,T T TE E E ν ν ν α α α λ λ λ= = = = = = = = ) отри-

маємо з (38.11) вираз для УКІН 1,2 2,2,K K± ± , аналогічний до (П.16) [95]. Знехтувавши у (38.10) 
підкресленими членами, одержимо для тріщини уздовж відрізка [ ; ]L a a′ = −  такі результати: 

( ) ( )*
1 1,2 2,2 1 1,1 2,1 1 20, 0, 0, / ,f x K K n K iK k ik a π±= = = = − = −  

де 1 2,k k  – позначення для КІН міжфазної тріщини [843, 1687]. Беручи до відома умову коре-
ктності задачі (31.7), отримаємо 4 40, cos 1,ε ε≅ ≅  4sin 0ε ≅ , і з урахуванням цієї умови пер-
ші члени асимптотичного розвинення напружень в околі вістря міжфазної тріщини (31.2) збі-
гатимуться з виразами (3.124) [1079], якщо вважати 1,1 2,1 1 1K iK K iK− −∼  і виправити помил-
ку друку. 

Остаточно  

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )} ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

* 0 0
1 1,2 2,2 1 4

1

0 0* 1 0 0 2 3 0 4 0 0
4 4 4 3 4 6 4

5 6 0 7 *
4 3 4 6 4 4

0

6 9
4 3 4 6

10, 0 0, ,
4 yy xy h x a

a

yy xy yy xyh h
a

a

a
a a

a a

f x K K n n i
l

X x
f x i f x i f x i

i

X xdf i f f d
ix

f d i f d

σ σ

ω σ σ ω ω ω σ σ
π

ξω ξ ω ξ ω ξ ξ
πξ ξ

ω ξ ξ ω ξ ξ

Χ

± ±
+ =±

+

−

+

+
−

− −

= = = = = −

⎧= − + − + − +⎨
⎩

⎧⎪+ − − −⎨
− ⎪⎩
⎫⎪− + ⎬

∫

∫

∫ ∫

� �

� �

� � ,
⎪⎭
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( )

( )} ( ) ( )

11/ 2 04 0 0 51* 2*
1,1 2,1 4 4 3

12 21

6 4 5 8 9
4 6 1 1 1 4 3 4 6 ,

ia

yy xy h
a

a a

a a

E E aK iK i f
aae e

i f d il A iA f d i f d

μξ ω σ σ ω ξ
ξπ

ω ξ ξ ω ξ ξ ω ξ ξ

± ±

−

+

− −

⎛ ⎞± ⎧− = − + −⎨⎜ ⎟
⎩⎝ ⎠

⎧ ⎫⎪ ⎪− + − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫

∫ ∫

∓
�

∓

� � �∓

          (38.12) 

де 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

4 4 4 41/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2
0 0

4 1 2 5 821 21 12 21 12
4 4 4 4 4 42 2 12 1* 2* 21 12

3 6 9 4 521 12 21 12
4 4 4 4 4 *

21 12 1* 2*

,

exp 1exp ln , ln , , ,
2 4

, ,
4

i i i i

T

X z z a z a X x x a x a

i e e e e ea xi
a x e E E e ea x

e e e e
e e E E

μ μ μ μ

πμ
μ μ ω ω ω ω

π

ω ω ω ω ω α

− + − − − + − −= + − = + − =

− −+⎛ ⎞= = = = +⎜ ⎟− +⎝ ⎠−
− +

= + = =
+

( ) ( )

6 *2 *1
2 1 *1 2 4

1 2

7 8 921 12 *2 1 12 *1 2 21 *2 12 *1 21
4 4 4

21 12 21 1 2 21 12

, ,

2 2 2 2, , ;
2

T T
T

T T T T

p p

e e p e p e e e
e e e e e

α α
α ω

λ λ
α α α α

ω ω ω
λ λ

−
− =

+
+ + +

= = =
+ + +

 

00 0
yy xy h

iσ σ−  – складові правої частини (38.10), що не містять залежних від збуреного тем-

пературного поля членів: 

( ) ( )
00 0 0 0 *2 *1

1* 2*
21 12

ˆ ˆ2 ;T T
yy xy yy xy T Th h

i i E E x x
e e
α α

σ σ σ σ Φ Φ+ −⎧ ⎫
− = − + +⎨ ⎬

⎩ ⎭
 

радикали додатні, логарифм – дійсна функція. 
Якщо абсолютно податний дефект є теплоізольованою тріщиною, то з використанням 

(18.16) додатково матимемо 

( ) ( )
0

2 2
3 6, 0

a a a

a a ah

tf d a d f d
y

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
− − −

∂
= − − =

∂∫ ∫ ∫� � .    (38.13)  

Причому, якщо у (38.12) вважати 1 2 1 2 1 2 1 2, , ,T T TE E E ν ν ν α α α λ λ λ= = = = = = = = , то 

для УКІН 1,1 2,1,K K± ±  матимемо вираз, аналогічний до (1.86) [706]. 
Вважаючи абсолютно податне включення ще й абсолютно теплопровідним, з ураху-

ванням (18.33) отримаємо 

( ) ( )
0

2 2
3 60,

a a a

a a a h

tf d f d a d
x

ξ ξ ξ ξ ξ λ ξ
− − −

∂
= = −

∂∫ ∫ ∫� � .          (38.14) 

Кусково-однорідне середовище без включень. Якщо 0h → , то ( ) 0rf x =  
( )1,2,4,5r =  – збурений розв'язок є нульовим. 

Однорідна матриця. Якщо 1 2 1 2 1 2, , T T TE E E ν ν ν α α α= = = = = = , то 5 6 0m mρ ρ= =  
і система сингулярних інтегральних рівнянь (38.8) спрощується, розділяючись на дві незале-
жні системи з двох рівнянь кожна: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 2 5 3 2 4 5

1 1 2 4 3 1 4 4

,

,

; 1, ; 1, 2; 3,4 .

i i i n i n i

j j j n j n j

n

t x t x s x s x F x

t x t x s x s x F x

x L n N i j

ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ

+ + =

+ + =

′∈ = = =

   (38.15) 
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Тоді ( )0 1,4m mμ = = : розв'язки для тріщини чи абсолютно жорсткої плівки належать до 

класу функцій ( )1/ 2, 1/ 2 *
mf

− −∏  і тому, не осцилюючи, є коректними. 

Однорідне середовище без включень. Цей випадок можна отримати з (38.15) або вва-
жаючи 0h → , або B B B B, , , .T TE E ν ν α α λ λ→ → → →  

38.3. Концентрація напружень біля тонкого теплопасивного включення 

Для прикладу вивчається концентрація напружень біля тонкостінного пружного вклю-
чення скінченної довжини в однорідній ізотропній матриці під впливом рівномірного нагрі-
вання до температури 0T , потоку тепла на нескінченності інтенсивності qϕ  під кутом ϕ  до 

осі включення уздовж відрізка [ ; ]L a a′ = − , джерела тепла потужності q  в точці *z  [115, 
110]. Обмежимося двовимірним випадком відсутності тепловіддачі з бічних поверхонь. Вва-
жається також, що включення теплопасивне, тобто, воно не збурює температурне поле в ма-
триці. Це цілком можливе, якщо воно не проводить тепла у поздовжньому напрямі, а у попе-
речному – тепло передається без перешкод. Така постановка задачі виключає необхідність 
розв'язування задачі теплопровідності і дає можливість скористатися з розв'язку відповідної 
пружної задачі (розд. VI), коли під величинами 0 0 0 0 0, , , ,x y yy xx xyu u σ σ σ  розуміти компоненти 

вектора переміщення і тензора напружень у нагрітому однорідному середовищі (без прошар-
ків). Таким чином, за відсутності джерел тепла  

( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0 0

0 *

2 , 0,

, 2 2 1 ,

x y T T yy xx xy

i
T T T

G u iu z

q z
z T e G Hϕ ϕ

β σ σ σ

β α κ
λ

Φ

Φ −

′ ′+ = = = =

= + = = +
    (38.16) 

а за нагрівання джерелом тепла слід скористатися з виразів  

( )

( )

0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0
0 0 0 0 T T

( ) ( ) ( ) , 4Re ( ),

2 ( ) ( ) ( ) ( ),

yy xy xx yy

x y

i z z z z z z

G u iu z z z z z z

σ σ σ σ

κ β

Φ Φ Φ Ψ Φ

Φ Φ Φ Ψ Φ

′− = + + + + =

⎡ ⎤′ ′ ′+ = − − − +⎣ ⎦

 

де 

( ) ( ) ( ) ( )*
0 * 0 T *

*
( ) ln , , ( ) ln , ;

2 2 2
mH zmH qz z z z z m z z m
z z πλ

Φ Ψ Φ= − − = = − =
−

 

λ  – коефіцієнт теплопровідності матриці; 
( )2 1

EH α
ν

=
−

 для ПНС; 
2
EH α

=  – для ПД; B,α α  

– температурні коефіцієнти лінійного розширення (термічного розширення) матеріалу мат-
риці та прошарку. Таким чином, для джерела тепла  

( ) ( ) ( )
0 0 0 0 *

*
*

2 ln .
2x y yy xy

z zG u iu i mH z z
z z

σ σ
⎧ ⎫−⎪ ⎪′ ′+ = − − = − +⎨ ⎬

−⎪ ⎪⎩ ⎭
  (38.17)  

Температурне видовження включення легко врахувати, використавши вираз BT Tβ β−  

замість величини Tβ . Тоді 0 0,x yu u′ ′  – похідні компонент вектора переміщення точок матриці 

відносно відповідних точок матриці з матеріалу включення. Якщо BT Tβ β= , то внаслідок 
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того, що таке включення не збурює поле температури, отримуємо 0 0 ... 0x yu u′ ′= = = , звідки 

випливає рівність нулю функцій стрибка, а, отже, й збуреного напружено-деформованого 
стану. 

Під час рівномірного нагрівання та дії потоку тепла у частковому випадку щілини 
отримаємо рівність нулю всіх функцій стрибка, а, отже, і напружень, оскільки ( )*

1 0f x = , а 
рівняння 

( ) ( ) ( ) ( )* 0 0
4 1 1

2,
1yy xy

Gt x i x i x l l x Lσ σ
κ

+ +⎡ ⎤ ′= − = ∈⎣ ⎦ +
   (38.18) 

для тріщини дасть за такого навантаження нульовий розв'язок ( )*
3 0f x = . 

Для відповідної абсолютно жорсткої плівки ( )*
4 0f x = , а розв'язок рівняння 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* 0 0
1 2 * 2,

2 1x yt x i u x iu x l F x l x L
G

κ
κ

+ +⎡ ⎤′ ′ ′= + ≡ = ∈⎣ ⎦ +
  (38.19) 

має вигляд 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* * 0
1

0

2 2 2 2
0 0

1 ,

, .

a

a

F t X t dt
f x

X x t x

X z z a iX z X z a z x L

π
−

−
=

−

′= − = = − ∈

∫
 

Тоді маємо вирази для УКІН 

{ } ( )0 0
0 0

1,1 2,1 1,2 2,2
*

*

21, , ,

2 .
1

a x y
yy xy

a

G u iua tK iK K iK i dt
a a t

σ σ
κκπ

κ
κ

± ± ± ±

−

⎧ ⎫′ ′− +± ⎪ ⎪− − = −⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎩ ⎭

=
−

∫ ∓  (38.20)  

Ця формула дає можливість обчислити УКІН 1,1 2,1,K K  для щілини і 1,2 2,2,K K  – для абсолю-
тно жорсткої плівки. 

Тепер для абсолютно жорсткої плівки 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2
0*

1 1,1 2,2
2 0

2
0 0*

1 1,2 2,2
*2

2 2
, 0, ,

8

2 2
, .

42

i

t

i i

t t

T x q x a e z X z
f x i K K

aGl X x

T q a e T q ae
t x i K iK

Gl X z

ϕ
ϕ

ϕ ϕ
ϕ ϕ

λ
β ρ

ρ ρ λ λ
αβ παβ

κκ

−

+

− − ±

+

+ − +
= = = =

+ +
= − ± =

 (38.21) 

Якщо позначити через ( ),j iK ϕ  відповідний УКІН при заданому куті ϕ  орієнтації теп-

лового потоку відносно осі включення, то виявиться, що існує проста кутова залежність 
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( ){ }

1,1 1,2 1,1 1,2

2,1 2,2 2,1 2,2

, 0 , 0 cos ,

, / 2 , / 2 sin .

K K K K

K K K K

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ π π ϕ

=

=
   (38.22) 

Використання виразів (38.17), (38.21) та (ІХ.24) [706] дає для абсолютно жорсткої теп-
лопасивної плівки у випадку дії джерела тепла 
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( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

* * * *
1,2 2,2 *

*

* * *
* * 1,1 2,1

*

ln 2
42

, 0.

z X z z X zmHK iK a z
a

a z z z
X z X z K K

X z

π
κκ

⎧ ⎡ ⎤+ +− ⎪ ⎢ ⎥− = ±⎨ ⎢ ⎥⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎩
⎫± − ⎪⎡ ⎤± + + = =⎬⎣ ⎦ ⎪⎭

∓

  (38.23) 

Вираз для КІН 1,1 2,1K iK−  теплопасивної тріщини збігається з правою частиною (38.23), 
якщо покласти * 1κκ =  (див. також (ІХ.24) [706]). 

Числовий аналіз УКІН здійснений стосовно трьох випадків: рівномірного нагрівання до 
температури 0T  (рис. 38.2), а також потоків тепла вздовж (рис. 38.3) та впоперек (рис. 38.4) 
осі включення. Використовувалася основна пружна модель дефекту і метод ортогональних 
поліномів для розв'язування системи сингулярних інтегральних рівнянь. Вважалося, що пів-

товщина прошарку дорівнює ( ) ( ) 1/ 2
0 1 /h x h x a β
⎡ ⎤= −⎣ ⎦ , 0 1/ 3ν ν= = , 0/ 10A a h= =  тіло пе-

ребуває в умовах плоского напруженого стану, 0T TK T aπ β= , П TK q a aϕ π β λ= . Суціль-
на лінія стосується еліптичного профілю включення ( 1β = ), штрихова – прямокутного 
( β = ∞ ), а пунктирна – характеризує деяку проміжну форму ( 2β = ). Чим більше значення 
параметра β , тим більшим за абсолютною величиною є відповідне значення УКІН.  

Збіжність процесу обчислень оцінювалася апостеріорним методом; практична похибка 
не перевищувала 1%. У табл. 38.1 міститься максимальна відносна похибка (у відсотках) об-
числення УКІН для еліптичного та прямокутного профілів включення у полі теплового пото-
ку за відносної жорсткості включення B / 0,2k E E≡ =  та різних значень кількості M  врахо-
ваних членів розкладу функцій стрибка у ряд поліномів Чебишева з виділеною кореневою 
особливістю у допущенні, що за 51M =  отримано точні значення.  

 

  
Рис. 38.2 Рис. 38.3 
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Рис. 38.4 

 
Граничні значення відносної жорсткості включення у випадках щілини та абсолютно 

жорсткого включення приводять в межах точності обчислень до результатів аналітичних 
розрахунків: у випадку теплопасивної тріщини всі УКІН дорівнюють нулю, а для абсолютно 
жорсткого за потоку тепла є ненульовими – 

( ) ( )2,2 1,2

П П *

/ 2 / 2 1 0,125.
2

K K
K K
π π

κκ
−

= = = −  

 
Таблиця 38.1. Збіжність результатів обчислення значень УКІН за різної кількості M врахованих членів 

розвинення функцій стрибка у ряд поліномів Чебишева з виділеною кореневою особливістю 
(максимальна відносна похибка у відсотках відносно значень відповідних величин,  

отриманих за 51M =  для B / 0, 2k E E≡ = ) 
 

1,1K  1,2K  2,2K  2,1K  1,1K  1,2K  2,2K  2,1K   
M  еліптичний профіль ( 1β = ) прямокутний профіль ( β = ∞ ) 
1 35,1 49,4 12,5 12,5 201 86 30 30 
6 0,065 –1,12 –0,16 –0,15 84 13 0,80 0,80 

11 –0,12 0,24 –0,003 0,003 26 4,2 0,27 0,27 
16 0,038 –0,11 –0,020 –0,016 11,7 1,84 0,12 0,12 
21 –0,032 0,049 –0,0063 –0,0025 6,33 1,01 0,067 0,067 
26 0,014 –0,036 –0,0089 –0,0057 3,64 0,57 0,037 0,037 
31 –0,012 0,014 –0,0051 –0,0017 2,21 0,350 0,023 0,023 
36 0,0079 –0,0170 –0,0056 –0,0025 1,28 0,200 0,0130 0,0130 
41 –0,0042 0,0039 –0,0036 –0,0006 0,71 0,110 0,0079 0,0077 
46 0,0060 –0,0110 0,0047 –0,0007 0,29 0,044 0,0063 0,0030 

 

38.4. Приклади розрахунку УКІН для кусково-однорідної матриці 

Обчислювалися значення УКІН кусково-однорідної матриці для двох способів темпе-
ратурного навантажування: 1) джерелами тепла інтенсивності kq q= ±  в точках *kz id= ± , 
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2
1

k
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

, диполями тепла інтенсивності kkq  однакової орієнтації / 2kθ π=  у тих же точках. 

Використання формул (38.11), (38.12) дає можливість отримати окремі замкнуті розв'язки 
для міжфазного дефекту. 

Абсолютно податне теплоізольоване включення (тріщина) 

Абсолютно податне теплоізольоване включення (тріщина) для випадку 
*2 2 *1 1/ /T Tα λ α λ=  має такі УКІН: 

( )

*1 *2 *2
1,1 2,1 22 4 21 4

2 21 12

4 51 21
1 1 4

12

/ 1 1, ,

1, ln (навантаження1);
2

TqE E a d dK iK i J J
e a e a

l eA iA
ea

α π
μ μ

λ

μ
ππ

± ± ± ±

+

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = ± +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

+ =

∓

∓

      (38.24) 

( )

( )

( )
( ) ( )

22 *2 11 *1 *2
1,1 2,1 61 4

2

4 *2
22 *2 62 4 11 *1 63 4

2

1 *2 1 22 2 11 4 51
64 1 1

2 1 2

,
16

2
, ,

8

2
(навантаження 2).

T

T

T

q E q E dK iK i J
aa

i d dq E J q E J
a aa

l q q ldi J i A iA
aa a

α
μ

π λ

μ α
μ μ

π λ

α λ λ
π λ λ λ π

± ± ±

± ±

+ +

+ ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

± ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

+ ⎛ ⎞ +⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

∓

∓

∓ ∓

    (38.25) 

Якщо властивості матеріалів півплощин однакові, то (38.24) перепишеться у вигляді  

( )4 5* * *
1,1 2,1 1 12 2 42

TqE a a EK iK i A iA
ad a

α
πλ π

± ±− = +
+

∓ ∓   (навантаження 1),  (38.26) 

який відрізняється від аналогічного виразу праці [706] лише останнім доданком. 

Абсолютно податне абсолютно теплопровідне включення  

Абсолютно податне абсолютно теплопровідне включення для випадку *2 *1T Tα α=  має 
такі УКІН 

( )

1,1 2,1 *1 *2 * 23 4 24 4
1 12 2 21

4 51 21
1 1 4

12

1 1, ,

1, ln (навантаження1);
2

T
a d dK iK iqE E J J

e a e a

il eA iA
ea

α μ μ
π λ λ

μ
ππ

± ± ± ±

+

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = ± +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

+ =

∓

∓

 (38.27) 

( )

( )

4 *2*2 22 *2 11 *1
1,1 2,1 61 4

2 1

4 522 2* 11 1* 1
62 4 63 4 1 1

2 1

2
,

16 8

, , (навантаження 2).

TT iq E q E dK iK i J
q q aa a

q E q E ld dJ J i A iA
a a a

μ αα
μ

π π

μ μ
λ λ π

± ± ±

+
± ±

±⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = + − ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞× − +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

∓

∓
  (38.28) 
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Абсолютно жорстка теплоізольована плівка  

Абсолютно жорстка теплоізольована плівка у випадку ( ) ( )*2 2 2 2 *1 1 1 1/ /T TG Gα λ κ α λ κ=  

має такі значення УКІН: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

*1 *2 *2 *121 *2 *2
1,2 2,2 21 1

12 212 2 *2
_

1 221 1 21
22 1 1 1 1

2 12

3 1 3 12 / ,
3

1, , ln (навантаження1);
2

Tq a m E dK iK i J
e a el

m edJ i A iA
a ea

ν ν ν νπ α
μ

λ ν

κ
μ μ

π κπ

−
± ± ±

+

±

⎧ − + − +⎪ ⎛ ⎞− = + ×⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠− ⎪⎩

⎫⎛ ⎞× − =⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎭

∓

∓

 (38.29) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

21
1,2 2,2 1 65 1 2 66 1

2

1 *1 1* 11 *2 2* 22
63 1 62 1

1 22

1* 2* 21 3 11 22
64

1 22

, ,
2

2 1 1
, ,

8

1 1

kj T T

m d dK iK i d J d J
a aal

i m q qd dJ J
a aal

m l q q di J
aal

μ μ
π

μ α ν α ν
μ μ

λ λπ

ν ν
λ λπ

−
± ± ± ±

+

−
± ±

+

− +

+

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = ± + +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

± ⎧ ⎫+ +⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − ±⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

+ + ⎛ ⎞ ⎛± +⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )1 221
1 1 (навантаження 2).mi A iA

aπ

−⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∓

    (38.30) 

Абсолютно жорстка теплопровідна плівка  

УКІН для абсолютно жорсткої теплопровідної плівки у випадку 

*2 2 2 *1 1 1/ /T TG Gα κ α κ= : 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

*1 *221 *2 *2
1,2 2,2 23 1

1 122 *2

*2 *1 1 221
24 1 1 1

1 21

3 12 / ,
3

3 1
, (навантаження1);

Tq a m E dK iK i J
e al

mdJ i A iA
e a a

ν νπ α
μ

λν

ν ν
μ

λ π

−
± ± ±

+

−
±

⎧ − +⎪ ⎛ ⎞− = +⎨ ⎜ ⎟
⎝ ⎠− ⎪⎩

⎫− + ⎪⎛ ⎞+ −⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪⎭

∓

∓

  (38.31) 

( )

( ) ( )

( )

121
1,2 2,2 1 65 1 2 66 1

2 2

*1 *1 11 *2 *2 22
63 1 62 1

1 2

1 221
1 1

2
, ,

2 8

1 1
, ,

(навантаження 2).

kj

T T

i mm d dK iK i d J d J
a aal al

q qd dJ J
a a

mi A iA
a

μ
μ μ

π π

α ν α ν
μ μ

λ λ

π

−−
± ± ± ±

+ +

± ±

−

±⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = ± + + ×⎨ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

⎧ ⎫+ +⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞× −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

−

∓

∓

  (38.32) 

У формулах (38.24) – (38.32) використані позначення 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

*1 *1 *2 *211 22
1 *1 2 1 *1 2

1 2

*2 *2 *1 *122 11
2 *2 1 2 *2 1

2 1

1 1
2 ,

4 2 4 2

1 1
2 ,

4 2 4 2

T T
T T

T T
T T

q qd p p p

q qd p p p

α ν α ν
α α

λ λ

α ν α ν
α α

λ λ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +
= + − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +

= + − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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y
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±

±
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∓

∓
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Рис. 38.5 

Аналіз результатів для міжфазного включення 

Аналіз залежності безрозмірних УКІН ( )0
, , 1, 2m jK m j =  (38.24)–(38.32) від безрозмір-

них параметрів *2 *1/ ,K E E=  * /y a  для навантаження 1 (джерелами тепла) і відповідно для: 
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абсолютно податного теплоізольованого включення 
( *1 *2 1 2,T Tα α λ λ= = , ( )0

, , 2 *2 *1 *2m j m j TK K q aE Eλ α= ); 

абсолютно податного теплопровідного включення 
( *2 2 *1 1T Tα λ α λ= , ( )0

, , 2 *2 *1 *2m j m j TK K q aE Eλ α= ); 

абсолютно жорсткого теплоізольованого включення 
( *2 *2 2 *1 *1 1T TE Eα λ α λ= , ( )0

, , 1 2 *1 *1 *1 *2m j m j T TK K q a E Eλ λ α α= ); 

абсолютно жорсткого абсолютно теплопровідного включення  
( *1 *1 *2 *2T TE Eα α= , 1 2λ λ= , ( )0

, , 1 2 *1 *1 *1 *2m j m j T TK K q a E Eλ λ α α= ), 

якщо *1 *2 0,3ν ν= =  відображена на рис. 38.5, 38.6.  
 

Обчислення свідчать, що УКІН 2,mK  ( 1, 2m = ), породжені нормальним до осьової лінії 
включення навантаженням, максимальні за величиною, коли матеріали півплощин мають 
однакові механічні властивості; УКІН 1,mK  ( 1,2m = ), викликані зсувом на поверхні вклю-
чення, досягають екстремальних значень, коли механічні властивості матеріалів матриці від-
різняються приблизно на порядок. 

Виявилося також, що використання диполів як чинників навантаження (принаймні у 
досліджених граничних випадках) не вносить істотних змін у якісну картину у порівнянні з 
навантажуванням джерелами тепла. Відмінність полягає лише у тому, що диполь впливає на 
напружено-деформований стан матриці в околі включення на менших відстанях * /y a , ніж 
джерело тепла. Це пояснюється підвищеною мірою самоврівноваженості (повна теплова са-
моврівноваженість) теплового диполя як теплового чинника. 

Якісна оцінка аналітичних результатів, одержаних на основі формул (39.9), (39.15) – 
(39.20), дає можливість зробити висновок, що збільшення тепловіддачі з бічних поверхонь 
пластини чи зменшення тепловіддачі з бічних поверхонь включення викликає зменшення 
абсолютних значень УКІН. 

Числовий аналіз для однорідної матриці 

Методом колокацій з використанням екстраполяції за Річардсоном досліджена зміна 
УКІН у випадку пружного включення сталої товщини / 0,001h a =  в однорідній матриці за 
умов плоского температурного поля та двох способів температурного навантажування: 1) 

джерелами тепла інтенсивності kq q= ±  у точках * *kz iy= ± , 
2
1

k
⎧ ⎫

= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

; 2) джерелами тепла 

інтенсивності kq q= ±  в точках * *kz x= ±  ( 1, 2k = ). Обчислення здійснені для Вν ν= , 

B / 0T Tα α =  у широкому діапазоні зміни відносної жорсткості B /k E E=  та відносної тепло-

провідності B /λ λΛ =  включення ( 5 510 , 10k Λ− ≤ ≤ ). Для досягнення точності порядку 1% 
за найнесприятливіших параметрів задач виявилося достатнім утримати 40 ненульових кое-
фіцієнтів розвинення у ряд за многочленами Чебишева з виділеною кореневою особливістю. 
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Рис. 38.6 

 

 
Рис. 38.7 
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Рис. 38.8 Рис. 38.9 
 
На рис. 38.7 – 38.12 відображена залежність безрозмірних УКІН  

( )0
, , * */j m j m TK K q E aλ α π=    ( , 1, 2j m = ) 

від параметрів k , Λ , отриманих для різних безрозмірних відстаней *y a , *x a  теплових 
джерел від включення. 

Помітна екстремальність УКІН для теплоізольованої тріщини і абсолютно жорсткого 
теплоізольованого включення. Домінуючу роль для податних включень відіграють коефіціє-
нти ,1jK  ( 1, 2j = ), що визначаються стрибком похідних від переміщень на берегах включень, 

а для жорстких включень – УКІН ,2jK  ( 1, 2j = ), які визначаються стрибками контактних на-

пружень (рис. 38.7, 38.10). Збільшення коефіцієнта відносної теплопровідності Λ  спричиняє 
зменшення УКІН за абсолютною величиною (рис. 38.8, 38.11).  

 

  
Рис. 38.10 Рис. 38.11 

 
Якісна оцінка результатів, отриманих на основі аналітичних виразів (38.24) – (38.32), 

дає можливість зробити висновок, що збільшення тепловіддачі з бічних поверхонь пластини 
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приводить до зменшення УКІН за абсолютною величиною, а збільшення тепловіддачі з біч-
них поверхонь включення дає обернений ефект. 

 

 
Рис. 38.12 

 
Останній ефект породжує також в цілому відносне віддалення *y a , *x a  джерел від 

включення (рис. 38.9, 38.12). Однак у зв’язку з цим слід відзначити й існування певної від-
стані джерел, коли абсолютне значення УКІН сягає свого максимуму.  

Зазначимо також, що значення УКІН, отримані за 510k −= , 510Λ −= , за 510k −= , 
510Λ = , за 510k = , 510Λ −=  та за 510k = , 510Λ =  відрізняються від УКІН для абсолютно 

податного теплоізольованого, абсолютно податного абсолютно теплопровідного, абсолютно 
жорсткого теплоізольованого і абсолютно жорсткого абсолютно теплопровідного включення 
відповідно не більше, як на 1%, тобто, перебувають у межах точності здійснених обчислень. 
Для досягнення такої точності слід було вважати / 0,001h a ≤ . Зрозуміло, що чим тоншим є 
включення – тим, згідно з концепцією методу функцій стрибка, точнішими будуть отримані 
на його основі результати.   

 

 

§ 39. Задача термопружності в умовах узагальненого                               
плоского температурного поля  

39.1. Загальна методика 

З геометричного погляду задача термопружності для кусково-однорідної пластини за-
втовшки 2δ  в умовах узагальненого плоского температурного поля ідентична задачі для се-
редовища (пластини) в умовах плоского температурного поля, коли її поверхні теплоізольо-
вані (див. п. 38.1). Зовнішнє навантаження здійснюється тими ж чинниками за винятком теп-
лового потоку на нескінченності, який внаслідок тепловіддачі позбавлений фізичного сенсу. 

Поставлену задачу можна розв'язати з використанням інтегральних перетворень за ме-
тодикою § 34. Однак видається зручнішим звести її до розв'язування відповідної задачі тер-
мопружності в умовах плоского температурного поля (п. 38.2). 
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Оскільки в кожній з частин kS  ( 1, 2k = ) напруження та деформації повинні задоволь-
няти рівняння рівноваги (13.14), закон Дюамеля – Нейманна (13.15), а також рівняння суміс-
ності деформацій у напруженнях (13.16), то функція Ейрі ( ),k x yℑ  задовольнятиме рівняння 
сумісності (13.18) 

( ) ( ) ( ), , 0 1,2k Tk kx y E T x y kαΔΔ Δℑ + = = .    (39.1) 
В умовах плоского температурного поля функція ( ),T x y  є гармонічною. Це обумовлює бі-
гармонічність ( ),k x yℑ  та можливість ефективного застосування методів теорії функцій 
комплексної змінної. У даному випадку T  задовольняє рівняння Гельмгольца (19.1). Тому 
подамо ( ),k x yℑ  як суму її бігармонічної складової ( )б ,k x yℑ  та часткового розв'язку 

( ),T
k x yℑ  неоднорідного рівняння (39.1) 

( ) ( ) ( )б, , ,T
k k kx y x y x yℑ = ℑ + ℑ .     (39.2) 

Вважаючи функцію ( ),T
k x yℑ  відомою, введемо у розгляд величини 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2
б б

2 2

2
б

, ,
, , , , , ,

,
, , , ~ ; 1,2 .

T T
k k

xxk xxk yyk yyk

T
k

xyk xyk k

x y x y
x y x y x y x y

y x

x y
x y x y x y z S k

x y

σ σ σ σ

σ σ

∂ ℑ ∂ ℑ
= − = −

∂ ∂

∂ ℑ
= + ∈ =

∂ ∂

        (39.3) 

Звідси з урахуванням закону Дюамеля – Нейманна (13.15) 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

б 2 2

2 2

б 2 2

2 2

бб 2

, , , ,
,

, , , ,
,

, , 2 1, , ,

T T
xk xk k kTk k

k Tk
k

T T
yk yk k kTk k

k Tk
k

T
yk yk k Tk kxk xk k

k

u x y u x y x y x y
T

x x y x

u x y u x y x y x y
T

y y x y

u x y u x yu x y u x y x y
y x y x

α λ δ
ν α

α

α λ δ
ν α

α

ν α λ δ
α

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ℑ ∂ ℑ
= − − −⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ℑ ∂ ℑ
= − − −⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∂ ∂ +∂ ∂ ∂ ℑ
+ = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
.

x y∂

 (39.4) 

Зазначимо, що величини б б б б б, , , ,xxk yyk xyk xk yku uσ σ σ  задовольняють у областях kS  
( 1,2k = ) рівняння рівноваги (13.14), закон Гука  

( )б бб б
б б б б б2 11 1, ,yk yk kxk xk
xxk k yyk yyk k xxk xyk

k k k

u uu u
x E y E y x E

ν
σ ν σ σ ν σ σ

∂ ∂ +∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − = − + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂ ∂ ∂
 

та рівняння сумісності деформацій ( )б б 0xxk yykσ σΔ + = , тобто, усі рівняння теорії пружності. 

Тому з математичного погляду визначення "бігармонічних" напружень і переміщень еквіва-
лентне задачі термопружності за плоского температурного поля (п. 38.2). 

Для визначення часткового розв'язку ( ),T
k x yℑ  зінтегруємо рівняння  

( ) ( ), ,T
k Tk kx y E T x yαΔΔ Δℑ = − , 

отримавши 
( ) ( ) 0, ,T

k Tk kx y E T x y TαΔ ⎡ ⎤ℑ = − −⎣ ⎦ .      (39.5) 
З рівняння теплопровідності (19.1) 
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( ) ( ) ( ) ( )( ),
, , , ~

2
kk

c k
k k

Q x y
T x y T T x y x y z S

λ δ
α α

Δ− = − ∈ .   (39.6) 

Підставляючи (39.6) у (39.5) після повторного інтегрування [711, 739] маємо 

( ) ( ) ( ), , , ,
2

T Tk k k Tk k
k c k

k k

E E
x y T x y T W x y

α λ δ α
α α

⎡ ⎤ℑ = − − +⎣ ⎦     (39.7) 

де у випадку дії джерел тепла та теплових диполів у точці *kz  функція 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

* *
2

*

2 22
* * *

sin
, ln ,

2 2

.

k k k kk kk
k k

k

k k k

x x cos y yq q
W x y r

r

r x x y y

θ θ
π π

− + −
= − +

= − + −

    (39.8) 

Таким чином, маючи частковий розв'язок (39.7), заміною (39.3), (39.4) у розгляд вво-
дяться "бігармонічні" напруження і переміщення, визначення яких цілком аналогічне розв'я-
зуванню задачі термопружності за умов плоского температурного поля. 

39.2. Однорідна пластинка з включеннями  

Загальний випадок 

Застосуємо загальну методику до прикладу однорідної пластинки з включеннями. Вва-
жаючи 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , ,T T TE E E ν ν ν α α α λ λ λ α α α= = = = = = = = = = , з урахуванням то-
го, що з погляду теплопровідності включення є лінією розподілених джерел та диполів тепла, 
на основі (39.8) отримаємо вираз для ( ),T

k x yℑ  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

0 * * *2
1 1

1 * 1
* 32 2

* *

2 2
6 0

1 1, ln cos
4 4

1 1sin
2

1 ln , .
2

T T
k k k k kk k k

k k

k
k k

k k L

L

Ex y q K r r q x x

K r K ryy y f d
r rr r

f K r r d r x y

α
ω θ

πλδ πλδω

ω ω ω ω
θ ξ ξ

π

ξ ω ξ ξ
πλ

= =

′

′

⎧ ⎡ ⎤ ⎡ℑ = − + + − +⎨ ⎣ ⎦ ⎣⎩

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ − − − − +⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎦
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  (39.9)  

Ця функція повністю враховує температурний вплив на поле напружень та переміщень і по-
дальше визначення величин (39.3), (39.4) є вже суто силовою задачею, розглянутою у розд. 
VI. 

Обчислимо також похідні, що фігурують у (39.3), (39.4) 
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де 
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"Бігармонічне" поле напружень та переміщень (39.3), (39.4) б б,ij juσ  аналогічно до того, 

як це зроблено у п. 38.1, вважатимемо суперпозицією однорідного б0 б0,ij juσ  та збуреного 

присутністю включень б бˆ ˆ,ij juσ  станів, які, подібно до (38.1), (38.2), задовольняють умови 
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 (39.11)  

причому  
( ) ( )* *

1 4 0f x f x= = ,  
якщо x L′′∈ .  

Тому крайова задача визначення б б,ij juσ  є суто силовою, оскільки всі температурні 
чинники, які впливають на напружено-деформований стан пластини, вже враховані заміною 
(39.3), (39.4). 

З урахуванням змісту однорідного й збуреного розв'язків та їхнього силового характеру  
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  (39.12)  

де 
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Тоді з урахуванням формул Сохоцького – Племеля 
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Переходячи у (39.12) – (39.14) за допомогою (39.3), (39.4) до реальних напружень та 
переміщень, отримаємо 
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Підставляючи (39.15) в умови взаємодії тонкого теплоактивного включення з матрицею 
(16.13) (без урахування підкреслених членів, що відповідають величинам порядку 2h ), отри-
маємо систему сингулярних інтегральних рівнянь 
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яка відрізняється від (38.15) лише правими частинами 
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При цьому повинні виконуватися додаткові умови (30.46), (30.47), що мають той самий фізи-
чний сенс. Торцьові сталі визначаються апріорними виразами (30.53) або за допомогою під-
ходу п. 39.3. 

Абсолютно жорсткі включення 

Вважаючи, що BE →∞ , з формул (39.16) маємо  
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звідки  
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Щілини 

Щілини відповідають податним включенням, коли B 0E → . Тоді з (39.16) отримаємо  
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Бездефектна матриця 

Цей випадок можна отримати з (39.16) або коли 0h → , або коли  
B B B B B, , , ,T TE E ν ν α α λ λ α α→ → → → → . 

Таким чином, розв'язок задачі термопружності для кусково-однорідної пластинки з 
урахуванням тепловіддачі з бічних поверхонь легко знаходиться з відомого розв'язку задачі 
термопружності за плоского температурного стану. Тому надалі можна зосередити увагу 
лише на дослідженні термонапруженого стану масиву чи пластини з теплоізольованими біч-
ними поверхнями та тонкими міжфазними пружними теплоактивними включеннями. 

39.3. Визначення зусиль і переміщень на торцях включень  

Для уникнення недосконалості апріорних співвідношень (30.53) можна використати 
інший підхід, що використовує додаткові фізично обґрунтовані в околі торця включення до-
пущення, аналогічні здійсненим для поздовжнього зсуву. Вперше подібний метод застосова-
ний у [25] для визначення осьових зусиль на кінці тонкого включення за допомогою асимп-
тотичних подань біля вістря включення та виразів для коефіцієнтів інтенсивності осьових 
напружень у площині з тонкими прошарками. Застосуємо його для визначення також дотич-
них (зсувних) зусиль та переміщень на торцях включень, використавши припущення про іде-
альний механічний контакт включення з матрицею (неідеальність чи гладкість контакту не 
вносить принципових змін у реалізацію запропонованої схеми). 

Введемо у розгляд похідні відносних переміщень на торцях 
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і, усереднюючи ці вирази уздовж його товщини, тобто обчислюючи інтеграли 
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легко отримати 
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   (39.21) 

Врахування ідеальності механічного контакту уздовж торців включення дає можливість 
записати також 
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Для обчислення інтегралів у (39.22) запишемо спочатку на основі формул (13.16), (38.4) 
подання 
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σ σ

κ β

σ σ

κ β

Φ Φ Φ Φ

Φ Φ Φ Φ

Φ Φ Φ Φ

Φ Φ Φ Φ

′+ = + + − −

⎡ ⎤′ ′ ′+ = + − − +⎣ ⎦

′+ = + + − −

⎡ ⎤′′ ′ ′+ = + − − + ∈⎣ ⎦

 (39.23) 

Підставляючи у (39.23) значення потенціалів ( ) ( ) ( )0 ˆ, ,k k Tz z zΦ Φ Φ  з (38.5), (38.6), 
(30.21) після інтегрування по y  та використання (39.21), (39.22), отримаємо залежність 
( )nU w , ( )nV w , ( )x nN w , ( )xy nN w  від зовнішнього навантаження та функцій стрибка. Та-

ким чином система сингулярних інтегральних рівнянь (38.8) повністю замикається на функ-
ції стрибка. 

Конкретизуємо методику стосовно випадку однорідної матриці з включеннями 
( 1 2E E E= = , 1 2ν ν ν= = , 1 2T T Tα α α= = , 1 2λ λ λ= = ), підданої впливові джерел тепла, коли  
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( ) ( ) { ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

11 21 21 13 2311

1 2
11 21 ˆ ˆ ˆ ˆ2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ2 ,

xxk xyk T

T T T T T

k k k k

z i z D z D z D z D z D z D z

q qzD z zD z z z z z z z

z z z z z z

σ σ β η

πβ η
λ

Φ Φ Φ Φ

Φ Φ Φ Φ

+ = + + + − − −

+ ⎫ ⎧ ′′ ′− − + − + + + − +⎬ ⎨
⎩⎭

′+ + + + −

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}{
( ) ( ) ( ) ( ) ( )}{

* 11 11 21 21 13 23

1 2
11 21 *

*

ˆ ˆ ˆ2

1 ˆ ˆ ˆ .
2

xk yk T

T T T T

T
x y k k k k T T

u z iu z D z D z D z D z D z D z

q qzD z zD z z z z z z

q iq z z z z z z
G

α η

πα η
λ

α
κ α

λ

Φ Φ Φ

Φ Φ Φ Φ∞ ∞ ∞

′ ′+ = − + + + + + +

+ ⎫′ ′ ′+ + − + + − − +⎬
⎭

′+ − + + + + − +

 (39.24) 

Приймемо у (39.24) nz w iy= +  і введемо безрозмірні величини 

{ } ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1, , , , , , , , , , ,

/ 1, 2 ; / 4,5 ;

n n kn kn n n k n k n

m
m m m

y h y x y h w w y h w x w
c

f x
x a m x a f x m

E

ξ ξ ξ ξ

ϕ ϕ

= − ± −

= = = =

� �� � �
  (39.25) 

c  – певний характерний лінійний розмір задачі, наприклад, максимальна півдовжина вклю-
чень  

[ ]{ }
1,...,

2 max n n
n N

c a a+ −

∈
= − . 

Інтегруючи (39.24) по y  відповідно до (39.22), отримаємо  
( ) ( ) ( ){
( ) } ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ){

( ) }

2
2 2* 2

* 21
6

2 2

1
2

2 2* 2

* 21

2 2

ln
4

1ln , ,
2

ln
1 4

ln 2

x n xy n kT
kn kn kn kn

k

kn kn kn kn m m n n
m L

n n kT
kn kn kn kn

k

kn kn kn kn

N w iN w qq y ix y x
cE q

y ix y x K h d
i

U w iV w qq y ix y x
c q

y ix y x x

α
πλ

ϕ ξ ξ ξ
π

α
ν πλ

+ +

=

+ −

= ′

− −

=

+ +

+
= − + −

− − + +

′ ′+
= + + −

+

− + + −

∑

∑ ∫

∑

� � � �

�� � � �

� � � �

� � � � �

( ) ( )
6

*
6

*1

arctg arctg

21 , ,
2 1

kn kn
kn

kn kn

x yT n
m m n n n T

m L

y y
x x

q iqh
K h d w

i
α

ϕ ξ ξ ξ
π ν λ

Φ

+ +

∞ ∞
∞

+
= ′

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞− +
⎜ ⎟+ + +
⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

∑ ∫

� �
� �

�

      (39.26) 

де  
( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )

1 * 2 * 4

* 2 * 2
3 5 6

7 * 8 * *

* 2
9 10

*

, 2 1 , , 2 1 , , ,

, , , , , ,

, 4 1 , , 2 1 1 ,

2, , , ,
1

n n n n n n n n n n n

T T
n n n n n n n n n

n n n n n n n n

T
n n n n n n n

K h d r K h i d r K h r

q qK h m K h ir K h i m

K h d r K h i d r

qK h m K h d r

ξ ν ξ ν ξ

α α
ξ ξ ξ

λ λ
ξ ν ξ ν ν

α
ξ ξ

λ ν

= − + + = − + =

= − = − =

= − + + = − + +

= − = − +
+

� � �

� � �

� �

� �
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( ) ( ) { }* * 2
11 12

*

2 2
2 2

2, , , 2 ,
1

arctg , , ln .

T
n n n n n n n n n

n n n
n n n n n n

n n n

qK h i d r K h i m d

h h
d r m h h

h

ν α
ξ ξ ξ

ν λ

ξ
ξ

ξ ξ

⎧ ⎫
= − = − +⎨ ⎬+⎩ ⎭

= = = +
+

� � �

� �
� �

 

Таким чином, за допомогою (39.26), (39.21) побудований зв'язок заздалегідь невідомих тор-
цьових сталих з функціями стрибка та зовнішнім навантаженням. 

 

§ 40. Граничні теплові потоки у пластинах                                         
зі стохастичними теплопровідними тріщинами 

Під граничним тепловим потоком розумітимемо таке його значення, за якого почина-
ється локальне руйнування тіла біля одного з дефектів, що містяться у ньому. Вважатимемо, 
що густина дефектів у пластині невелика і їхньою можливою взаємодією можна знехтувати. 

Для розв'язування поставленої задачі [107, 106] треба попередньо з’ясувати граничні 
значення теплового потоку в пластині з ізольованою теплопровідною щілиною, а вже пізніше 
врахувати в отриманому розв'язку статистичні ефекти. Розв'язок першої частини ґрунтується 
на використанні в ролі умови початку процесу руйнування біля вістря розрізу умови п. 37.1 

( )
*

3 0
0

lim * ,rr
r

r Kθθ θ θ
σ σΦ

=→
⎡ ⎤= + =⎣ ⎦     (40.1) 

де ( )*rr θθσ σ+  – значення суми напружень rr θθσ σ+  для граничного теплового потоку *q ; 

*θ  – значення кута θ , за якого rr θθσ σ+  набуває максимального значення; 0K  – стала, що 
характеризує опір матеріалу зародженню тріщини. На основі формул (40.1) і (31.17) 

1,1 2,1
2 cos sin ,

2 2rr K K
rθθ

θ θσ σ
π

⎛ ⎞+ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (40.2) 

де значення УКІН за дії теплового потоку інтенсивністю q  під кутом α  до осі розрізу ви-
значається співвідношенням (див. п. 38.3) 

( )3/ 2 3/ 2 0B
1,1 2,1 B2

B 0 0 B

cos sin, ,
4
T Eh

K Aa q K Aa q A
h a h a

αλ α λ α λ λ
λ λ λ λ λ

= = = ± −
+ +

. (40.3) 

Тут E  – модуль пружності; Tα  – коефіцієнт теплового розширення матеріалу матриці; λ , 

Bλ  – відповідно коефіцієнти теплопровідності пластини та середовища, що заповнює щіли-
ну; a  – півдовжина щілини; 02h  – її розкриття щілини у центральній частині. Вважається, 
що до прикладання теплового навантаження щілина мала еліптичний профіль. Верхній знак 
у виразі для A  стосується правого, а нижній – лівого вістря розрізу. 

На основі формули (40.2) ( )* 2,1 1,12arctg /K Kθ = −  і критерій руйнування (40.1) набуде 

вигляду 

( ) ( )2 2 2
1,1 2,1 0 .

2
K K Kπ

+ =      (40.4) 

Звідси з урахуванням виразів (40.3) для 1,1K , 2,1K  визначається граничний тепловий потік 
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( ) ( )

1/ 2
2 2 2 2

0 B
* 3/ 2 2 2

B 0 0 B

/ 2 cos sinK
q

A a h a h a

π λ α λ α

λ λ λ λ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

.   (40.5) 

Оскільки надалі йтиметься тільки про граничний тепловий потік, то за відсутності непорозу-
мінь індекс ''* ''  біля q  будемо упускати. 

Переходячи до другої частини поставленої задачі, вираз (40.5) подамо у найзагальні-
шому вигляді 

( ),q aϕ α= .       (40.6) 
Геометричні параметри задачі α , a  вважаються тепер випадковими величинами з відомою 
густиною ( ),f aα  їхнього спільного розподілу у діапазоні допустимих значень 

min maxa a a≤ ≤ , 2α π≤ . Випадковий характер має також максимальна півширина 0h  щі-

лини, однак, оскільки 00 h a≤ � , то діапазон зміни можливих значень 0 /h h a=  доволі ма-

лий і тому можна за потреби вважати h  детермінованою величиною, що жорстко зв'язана з 
a  ( const)h = . Детермінованими вважаються також і параметри 0K , E , Tα , Bλ , λ , оскільки 
розкид цих фізичних величин у реальних матеріалах менш виражений порівняно з геометри-
чними характеристиками дефектів. 

Внаслідок розкиду величин α , a  граничний тепловий потік q  елементу пластини із 
щілиною буде випадковою величиною, що змінюється в межах від minq  до maxq , причому, 
функція розподілу ймовірності величини q  дається формулою [150] 

( ) ( )1 min max, ,
R

F q f a d da q q qα α= ≤ ≤∫∫ ,    (40.7) 

де R  – двовимірна область можливих значень параметрів α , a , для яких ( ),q a qϕ α= < . 
Дещо зменшуючи загальність задачі, вважатимемо, що α  і a  – статистично незалежні 

випадкові величини, для яких густини і функції розподілу мають відповідно вигляд ( )1f α , 

( )1 αΦ , ( )2f a , ( )2 aΦ . Тоді, оскільки ( ) ( ) ( )1 2,q f a f f aα α= = , то існує можливість зве-
дення інтегрування в (40.7) по двовимірній області до однократного інтегрування. Якщо по-
значити через 1q , 2q  значення граничного теплового потоку (40.5) при maxa a=  і 2α π= , 

0α =  відповідно; 1 0α >  – розв'язок рівняння (40.6) стосовно α ; 1 0a > , 2 0a >  – розв'язок 
рівняння (40.6) стосовно a  при 2α π= , 0α =  відповідно, то у конкретному випадку залеж-
ності (40.6) у формі (40.5) і при min 0a =  співвідношення (40.7) набуде вигляду 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

max 1

1 1

max

1

/ 2

1 2 1 1
/ 2

2 1 1 1 1 B 1 21 , ;

a

a

a

a

F q f a f d f d da

f a da q q q

α π

π α
α α α α

α α λ λΦ Φ

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + =
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤= + − − > ≤ ≤⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫

            (40.8) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

max2 1

1 1 2

2

1

/ 2 / 2

1 2 1 1 2 1
/ 2 / 2

2 1 1 1 1 2 2 B 21 1 , ;

aa

a a

a

a

F q f a f d f d da f a f d da

f a da q q

α π π

π α π
α α α α α α

α α α λ λΦ Φ Φ

−

− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + + +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤= + − − + − > < < ∞⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

   (40.9) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

max 1

2 1

max

2

1 2 1

2 1 1 1 1 B 2 1, ;

a

a

a

a

F q f a f d da

f a da q q q

α

α
α α

α α λ λΦ Φ

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − < ≤ ≤⎣ ⎦

∫ ∫

∫

      (40.10) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

max1 1

2 1 1

2

1

/ 2

1 2 1 2 1
/ 2

2 1 1 1 1 2 1 B 11 , .

aa

a a

a

a

F q f a f d da f a f d da

f a da q q

α π

α π
α α α α

α α α λ λΦ Φ Φ

− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤= − − + − < < < ∞⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

∫

     (40.11) 

Тут  

3/ 2 3/ 2
0 0 B max 0 B 0 max

1 2
Bmax max

/ 2 / 2
,

K h a K h a
q q

A a A a

π λ λ π λ λ
λ λ

+ +
= ⋅ = ⋅ ;   (40.12) 

( )
( ) ( )

2 2 2
B

1 2 2 2 0

1 2 /arcsin , , , .
1

h q a qAR R q
Kh h

λ λ λ π
α λ

λλ λ λ

+ −
= = = =

+ + −
 (40.13) 

Величини 1a , 2a  визначають з рівнянь 

( )2 2 2 3 2 2 2 2 2
1 0 B 1 B 0 1 02 0;

2
A q a K a h a hπλ λ λ λ λ− − − =     (40.14) 

( )2 2 2 3 2 2 2 2 2
B 2 0 2 B 0 2 B 02 0

2
A q a K a h a hπλ λ λ λ λ− − − = .    (40.15) 

Для здійснення обчислень необхідно конкретизувати явний вигляд функцій ( )1f α , 

( )1 αΦ , ( )2f a , ( )2 aΦ . У макроскопічно ізотропному матеріалі можна вважати всі можливі 

орієнтації щілин однаково ймовірними. Це дає залежності (37.13) ( )1 1f α π=  ( 2α π≤ ). 
Густину розподілу півдовжин щілин можна прийняти у степеневому вигляді (37.14) 

( ) ( )2 min
max max

1 1 0 1, 0 , 0rr af a a a r a
a a

⎛ ⎞+
= − < = ≤ ≤ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
� � , 

властивому статистичній моделі випадкової величини з незростаючою густиною, значення 
якої обмежені скінченним інтервалом. 

Тоді формули (40.8) – (40.11) набудуть вигляду 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
1

1 1 1 B 1 2
max

2 1
1 1 , ,r r i

i
a

r a
F q a a da a q q q

a
α λ λ

π
+ +

= − − − = > ≤ ≤∫
�

� � � � ;           (40.16) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

1
1 1 1 B 2 B 1

2 1
1 1 , ; ,

a
r r

a

r
F q a a da q q q qα λ λ λ λ

π
+ +

= − − − > < < ∞ < < < ∞∫
�

�
� � � ; (40.17) 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1

1 1 1 B 2 1
2 1

1 ,r

a

r
F q a da q q qα λ λ

π
+

= − ≤ ≤ ≤∫
�

� � .               (40.18) 

Залежності (40.16) – (40.18) подають функції розподілу ймовірності того чи іншого 
значення граничного теплового потоку в елементі пластини з одною щілиною, у якої ймовір-
нісні характеристики визначаються рівностями (40.12), (40.13).  

Якщо тіло містить n  дефектів, то функцію ( )nF q  розподілу граничного теплового по-
току можна побудувати на основі моделі "найслабшої ланки" [150] у подібній до (29.17) фо-
рмі 

( ) ( )11 1 n
nF q F q⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ .     (40.19) 

Для великих n  доцільно подібно до (37.17) скористатися співвідношенням Вейбулла  

( ) ( )min1 exp 0, 0m
nF q cn q q c m⎡ ⎤= − − − > >⎢ ⎥⎣ ⎦

,   (40.20) 

де параметри ,c m  дорівнюють 
( )

( )min

1

min
lim , 1mq q

F q
c m r

q q→
= = +

−
.     (40.21) 

Отримані результати легко узагальнюються на випадок тонких включень так, як це 
зроблено у §§ 29, 37. 
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Р О З Д І Л  VIII 

АНАЛІЗ ПРОБЛЕМАТИКИ ВКЛЮЧЕНЬ ТА МЕТОДІВ ЇЇ ВИРІШЕННЯ              
У МЕХАНІЦІ ДЕФОРМІВНОГО ТВЕРДОГО ТІЛА  

0 

§ 41. Загальні питання теорії включень 

41.1. Область застосування теорії тонких включень 

Будова реальних матеріалів досить далека від ідеальної: прошарки чужорідних середо-
вищ, частинки вогнетривів, зони окисненого металу є поширеними вадами її мікро- та мак-
роструктури. У книзі [146] зазначено, що за звичайних методів витоплювання сталь містить 
приблизно 0,1%: об`ємної частки включень розміром порядку мікронів; в 1 см3 речовини 
приблизно одне включення розміром більше 1 мм та 1...100 включень розміром 1...0,1 мм. В 
одній тоні сталі міститься 1012...1013 включень окислів і ще більше сульфідних включень, 
причому 98% мають розмір менший від 0,2 мкм, через що навіть у мікроскоп не всі вклю-
чення можна помітити [57]. Див. теж новіші дослідження у цьому напрямі [1552, 1640]. Вдо-
сконалення процесів витопу металів дає можливість покращити якість сталей, але не 
позбавляє їх від різноманітних за складом та розмірами включень. Класифікацію дефектів 
можна знайти в оглядовій праці [1478].  

Запропоноване читачу монографічне дослідження стосується тонкостінних включень, 
тобто таких включень, один із розмірів яких малий у порівнянні з іншими. Такі включення є 
поширеним типом дефектів та конструкційних (переважно підкріплювальних) елементів. 

Необхідність урахування наявності тонких включень виникає також під час досліджен-
ня фазових перетворень [1072, 1415, 385, 386, 1780, 1464] матеріалів, наприклад росту мар-
тенситу в аустенітному середовищі [547, 548, 252, 30*]. Виявлено [129], що найбільш 
безпечними під час фазових перетворень є тонкі пластинчасті включення.  

Під час експлуатації конструкцій, особливо внаслідок сумісної дії механічних наванта-
жень та корозійно-активних середовищ, змінюються фізико-механічні властивості матеріа-
лів, формується наведена неоднорідність [660]. У парах тертя за таких умов виникають тонкі 
шари пластифікованого матеріалу і спрацьовування таких пар різко уповільнюється. 

Однією із центральних проблем петрології та її теорії метаморфізму є [253] питання 
з’ясування доцільної орієнтації мінеральних включень у негідростатичних пружних полях. У 
цитованій праці розглянуто задачу опису рівноважних розміщень жорсткого включення у 
пружній матриці, коли включення здатне перекристалізовуватися. На основі принципу міні-
муму пружної енергії деформації розвинуто загальну теорію та розглянуто прості приклади 
для еліптичного включення. 

Загалом не лише тріщини, але й довільні інші неоднорідності матеріалу, передовсім 
тонкостінні, є потужними концентраторами напружень і саме біля них починаються процеси 
пластичного деформування та руйнування. Причому, як зазначається у [159], безпосередньо 
біля вершин м`яких включень спостерігається локальне руйнування, а біля жорстких – згу-
щення смуг ковзання та утворення мікротріщин на певній віддалі від вістря неоднорідності. 
Відомо, що в околі кінчика жорсткого лінійного включення в ізотропному [1642] та анізот-
ропному [85] середовищі так само, як і біля тонких пружних [978, 14] чи плоских пружних 
гострокутних [699], поле напружень має сингулярність типу кореня квадратного. Розв’язок 
плоскої задачі про концентратори напружень із тонкими заокругленими вістрями в ізотроп-
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ній пластині [92] дав можливість виявити зв’язок між концентраторами напружень і коефіці-
єнтами інтенсивності напружень у тому випадку, коли радіус кривизни заокруглення є дуже 
малим.  

Навіть щонайдрібніші дефекти мають вплив на перебіг процесів деформування та руй-
нування. Навіть наявність у кристалах включень другої фази у багатьох випадках обумовлює 
появу у них вогнищ руйнування при механічному навантажуванні [41, 1681]. Однорідність 
пластичної деформації матриці має великий вплив на умови руйнування самих включень як 
у масивних полікристалічних тілах, так і у монокристалах [1059]. 

Загалом характеристики втоми й міцності матеріалів істотно залежать від характеру 
розподілу, форми і механічних властивостей металевих та неметалевих включень [1564, 
1285, 1521, 1519, 1520, 1530, 933], оскільки на ці процеси мають вплив не лише безпосеред-
ньо включення, але й процеси на межах поділу – проковзування та розтріскування на повер-
хнях поділу фаз здебільшого сприяє блокуванню розвитку внутрішніх тріщин у матриці. 
Сталь з пластинчастими включеннями руйнується значно швидше від сталі з включеннями 
глобулярними [57]. 

У монографії П.В.Яснія [1134] та у подальших дослідженнях очолюваного ним колек-
тиву виявлений багатоплановий вплив попереднього пластичного деформування на дефор-
маційні властивості металів та стопів, їхню міцність та тріщиновитримність. За пластичного 
деформування змінюється мікроструктура матеріалу і велику роль у цьому відіграють дрібні 
включення. 

Неметалеві включення здійснюють додатковий шкідливий вплив на водневе скрушіння 
сталі [1719]: мікродослідження зруйнованих труб нафто- і газопроводів виявило множинні 
тріщини, пов`язані з платівковими видовженими включеннями сірчистого марганцю, котрі 
збільшували швидкість підростання тріщини та зменшували порогове значення коефіцієнта 
інтенсивності напружень у поперечному за товщиною напрямку. Ті самі явища виявлені і у 
публікації [344]. Механічні властивості зварних з`єднань теж істотно залежать від мікро-
структури зварного шва та розподілу у ньому включень [1349]. Про сумісний вплив вклю-
чень і фазових перетворень та способи їх врахування за допомогою пластичних смуг та зон 
рівномірної дилатації йдеться у праці [1143]. 

Сильно впливає на руйнування та деформування матеріалів орієнтація включень 
[1746], причому це явище обумовлене інтенсифікацією пластичного деформування біля віст-
ря тріщини за сприятливої орієнтації включень. У цій праці також зазначається, що найбіль-
ший вплив на деформацію мають видовженість включення у напрямі руйнування та довжина 
перемичок між порами. Виникнення руйнування на мікрорівні цілком відповідає двовимір-
ному процесові і може описуватися відповідними теоріями. А ось вже доволі розвинене руй-
нування (на мезорівні) слід описувати за допомогою тривимірних моделей. 

Велика кількість керамічних композиційних матеріалів, які використовує промисло-
вість, містить пластинчасті включення, які за певних умов можуть фазово трансформуватися 
(цементи, кераміки Al2O3, NB з домішками ZrO2 тощо), зрештою навіть заповнені водою 
тріщини, які на морозі замерзають. 

Останнім часом постала теорія та практика конструювання та використання компози-
ційних матеріалів з плоскою арматурою. У роботі [1321] відзначена велика перевага від ви-
користання для армування стрічок замість волокон: міцність на розтяг у трансверсальному 
напрямку у випадку однонапрямленого армування стрічками становила 50...75% від величи-
ни міцності у поздовжньому напрямку тоді як використання волокон дає зазвичай 2...15%. 
Праця [1556] обґрунтовує переваги стрічкового армування перед волоконним для досягнення 
високої міцності у двох напрямках. Огляд [1569] (див. теж [1331, 1197, 136]) також відзначив 
низку переваг плоского армування, що сприяє покращанню технологічності, механічних вла-
стивостей, збільшенню коефіцієнта армування, опору до порушення герметичності, що свід-
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чить про перспективність виготовлення композитів з плівковою, стрічковою та лусковою ар-
матурою. Використання зовнішнього стрічкового армування у сталезалізобетоні дає можли-
вість економити 15...45 %: металу у порівнянні із залізобетонними та суто металевими 
конструкціями [406]. Вже наприкінці 70-х років минулого століття промисловість випускала 
4 марки пластинчастих включень (розміри плоскої поверхні до десятків мікрон і завтовшки 
менше мікрона) для створення композитів внаслідок спікання алюмінієвої пудри (Al2O3) 
[306]. З приводу стрічкових наповнювачів див. теж [169, 1539, 1353]. Біля 25% утримуваль-
них (несучих) конструкцій нового літака А370 виготовлені із композиційних матеріалів. 
Майже уся хвостова частина (та деякі інші) виготовлені із нового полімерного композиту 
Glare, у якому арматурою є однонапрямлені скловолокна та алюмінієва фольга. Одне лише 
використання цього матеріалу дало можливість зекономити більше 500 кг ваги літака. 

У цілому механіка композиційних матеріалів успішно розвивається на основі поєднан-
ня аналітичних розв’язків для поодиноких (найчастіше із використанням підходів Ешелбі 
[415, 1354]) чи регулярних систем включень канонічної, придатної для легкого обчислення, 
форми та статистичних методів [1068, 530, 529, 918]. 

Зацікавлення у стрічковому армуванні композитів зростає [1289, 1717, 1778, 541]. 
Тонкостінні включення можуть виконувати роль тензодатчиків [362], підкріплень (зок-

рема, берегів тріщин [802]) зварних та клейових з’єднань. Новіші експериментальні методи 
дають можливість для вимірювання контактних напружень використовувати п’єзочутливі 
плівки у вигляді електропровідного паперу, який змінює свій електричний опір внаслідок 
поперечного обтискання [1039]. Існує методика моделювання за допомогою включень у пла-
стинах їх підкріплення за допомогою накладок [1578]. Загалом для розрахунку зварних швів 
слід застосовувати як методи аналізу залишкових напружень, так і (набагато рідше) моделі 
чужорідних включень. З деякими із існуючих підходів можна ознайомитися у працях [1496, 
826–828, 381].  

Заповнену рідиною [1354, 315] або іншим матеріалом [388, 1048], зокрема й полімер-
ним [551] тріщину теж можна вважати тонкостінним включенням, а процедуру заповнення 
щілин [388] можна вважати одним із ефективних методів підвищення ресурсу працездатності 
виробів [1098, 659, 405, 1547]. Ці явища використовуються в інженерній практиці. Так зва-
ний Tafftride-процес [1404] полягає у просочуванні сталевих деталей упродовж певного часу 
(переважно 10–120 хв.) соляними розчинами ціанистоводневої кислоти, нагріванні та охоло-
дженні холодною водою. Було виявлено, що внаслідок такої процедури, наприклад, межа 
втомної міцності зразків з поверхневими тріщинами завглибшки 1,5 мм за згину із кручен-
ням підвищувалася на 63%. Заклеювання тріщини навіть дуже податним клеєм істотно зме-
ншує небезпеку крихкого руйнування конструкцій. Це стосується не лише будівельних 
конструкцій, але й виробів із алюмінію [1324, 1135].  

Теорія тонкостінних включень може знайти застосування і у механіці гірських порід 
[724], геофізиці [160, 651], тектоніці. Щоправда, слід мати на увазі, що великі масштаби за-
лучених до деформування обсягів матерії вимагають урахування у цих задачах впливу сили 
ваги та розвитку процесів руйнування у часі, причому швидкоплинних для сейсмічних про-
цесів та квазістатичних довготривалих для тектонічних [651]. Для механіки ґрунтів надзви-
чайно важливе урахування пористості структур та заповненості порожнин, у тому числі й 
численних дрібних пор та мікротріщин іншими матеріалами, зокрема й рідкими – водою, га-
зом, нафтою тощо. Вже існуючі підходи моделювання цих явищ не можуть не використову-
вати у побудові різних моделей концепції масивного чи тонкого включення. Скажімо, у 
праці Л.М.Качанова [383] пропонується на цей випадок замість тензора густини тріщин Tα  у 
тріщинуватому тілі з модулем пружності 0E  використовувати модифікований тензор 

( )* 01 /T E E Tα α′ = − , де *E  – модуль пружності заповнювача тріщин. Інші підходи [1523, 
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1522] дають можливість враховувати декілька масштабних рівнів внутрішніх дефектів та рі-
зних видів їхнього заповнення, описуючи кожну систему незалежно і своїми ефективними 
параметрами. Зрозуміло, що такі підходи є інтегральними і жодну концентрацію напружень 
та вплив на нерівномірність поля напружень вони виявити не можуть. 

Аналіз напружено-деформованого стану із включеннями (поодинокими та множинни-
ми, зокрема й двоперіодичними) надзвичайно важливий для теорії композиційних матеріалів 
–розрахунку їх ефективних сталих, у тому числі й п’єзоелектричних міцності, надійності та 
ресурсу [123, 1515, 1622, 617, 356]. Розв’язки окремих задач для п’єзоелектриків із включен-
нями можна знайти у [1399] (три- та двовимірні задачі загального типу); [1729, 1200, 1421, 
1364, 1365] (еліпсоїдальні включення); [1584] (включення загальної форми у плоскій задачі); 
[1218, 1561, 1757, 1736] (еліптичне включення у плоскій задачі); [1546] (круговий циліндр за 
антиплоского деформування).  

Методи і досвід розв’язування задач теорії пружності, термо-, електро- та магнітопру-
жності є особливо важливими для розвитку нового напрямку механіки, пов’язаного із ви-
вченням смарт-матеріалів [1780, 1464], нановключень (див. напр. [1723, 1481, 1241, 1626, 
1542, 1639]). Передостання праця містить бібліографічний огляд праць (154 назв.) у напрям-
ку теорії включень із застосуванням результатів до аналізу наноструктур. 

Так само, як за допомогою тріщин можна формувати всередині пружних тіл області із 
нульовими чи заданими напруженнями на їх берегах, так за допомогою лінійчатих жорстких 
включень можна формувати зони, всередині яких деформації відсутні [1336]. 

41.2. Поверхні поділу матеріалів 

Поверхні поділу матеріалів внаслідок складних фізико-хімічних явищ, що перебігають 
у цій зоні, за своїми властивостями часто істотно відрізняються від середовищ, які до них 
пристають [452], і тому за допомогою тонкостінних включень можна з певною точністю мо-
делювати міжфазні межі.  

C.Oно та С.Кондо [669] зазначили, що ще від часів Т.Юнга (1805 р.) межа між двома 
деформівними середовищами, зокрема рідиною та її парою, розглядалася з механічного по-
гляду так, ніби це була рівномірно натягнута плівка нульової товщини. Сам поверхневий на-
тяг визначався на основі макроскопічних підходів переважно як сила зчеплення, яка діє 
упоперек кожної одиниці довжини лінії на цій фіктивній плівці. «Однак при переході струк-
тура рідини змінюється не стрибком, а поступово. Тому Ван-дер-Ваальс та його учні запро-
понували описувати поверхневий натяг за допомогою інтегралу по перехідній області від 
різниці між двома тисками, нормальним і дотичним, прийнявши  гіпотезу, що до цієї досить 
малої кількості неоднорідної речовини застосовні закони макроскопічної гідродинаміки.» З 
урахуванням цього у цитованій книзі для аналізу міжфазових зон використовується модель 
поверхні, якій приписуються певні властивості на основі урахування адсорбції розчиненої у 
ній речовини. 

Д.Можі [612], підсумовуючи свої багаторічні дослідження разом із Баркіним зазначив 
між іншим, що ізотропні пружні тіла мають поверхневу енергію, яку слід обов’язково врахо-
вувати під час розгляду механізмів контакту тіл у відповідності до енергії адгезії Дюпре 

1 2 12W γ γ γ= + − , де 12γ  – міжповерхнева енергія. 
Річ у тому, що межа поділу двох матеріалів не є суто геометричним об`єктом. У сучас-

ному розумінні під час контакту матеріалів внаслідок процесів дифузії, фазових перетворень 
та інших тонких фізико-хімічних процесів на їхній межі формується певний перехідний шар 
зі специфічними властивостями (див. напр. [1127], де згадуються двовимірні середовища-
поверхні, що мають певні фізико-механічні характеристики). Навіть суто поверхневі явища 
можуть істотно впливати на характер формулювання крайових умов [753]. Згаданий шар 
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прийнято моделювати поверхнею з певними фізико-механічними властивостями [1238, 750, 
749]. Такий перехідний шар обумовлює вплив на дефекти, які перебувають поблизу них, зо-
крема й на розподіл напружень поблизу тріщин, що виходять на межу поділу [1512]. У 
загальному випадку при переході через поверхні поділу двох середовищ поряд із стрибком 
нормальних напружень, обумовленим кривизною поверхні, може від градієнту поверхневого 
натягу виникати стрибок дотичних напружень. Це спричинює перерозподіл концентрації до-
мішок у приповерхневих шарах і, як наслідок, зміну перебігу таких поверхневих процесів, як 
корозія, змочуваність, розтікання тощо. 

Один можливий спосіб визначення механічних характеристик такої суміші, утвореної 
внаслідок простих хімічних реакцій на поверхні поділу, можна знайти у праці [387, 385]. Ін-
ші міркування з цього приводу викладені у [437].  

У 1990 р. Державний комітет з винаходів та відкрить СРСР зафіксував відкриття 
(Б.Дерягін, Ю.Поповський, Б.Алтоіз) формування деякими органічними рідинами на твердій 
поверхні слабо упорядкованих шарів рідких кристалів. Виявилося, що молекули у таких ша-
рах укладені паралельно одна до другої і зсунуті уздовж своїх осей на довільні відстані, при-
чому утворені шари мають більше сотні молекулярних розмірів та різко відмежовані від 
основного об’єму рідини. 

Термодинамічний підхід до аналізу поверхонь поділу започаткований працями 
Дж.Гіббса (див. [1312]), який вивчав властивості рідин і запропонував модель її поверхні з 
урахуванням поверхневого натягу. Надалі Дж.Гіббсу вдалося теж урахувати ефекти адсорб-
ції на поверхні твердих тіл. Велике значення для розвитку цього підходу мала праця R.Ghez 
[1311], який вивчив умови температурної та хімічної рівноваги (однаковість хімічних потен-
ціалів), умови локальної однорідності (рівновагу фаз, наростання та розчинення). Низка пи-
тань побудови теорії міжфазних поверхонь вивчена Ю.З.Повстенком та ін. [750, 749] (див. 
теж [793, 751, 748, 752, 755, 756, 754]). Отримані рівняння дають можливість розв`язувати 
конкретні прикладні проблеми, пов`язані з міграцією точкових дефектів в околі порожнин 
[757] та ін. Виникнення перехідного шару спричинює стрибки нормальних та дотичних на-
пружень [783, 757], температури [1382] та інших термопружних величин. Бібліографія з цьо-
го питання доволі широка, оскільки перерозподіл поля напружень в околі межі поділу 
матеріалів здійснює істотний вплив на перебіг фазових перетворень, корозійних та інших 
процесів, а отже й впливає на міцність злуки. Відзначимо тільки, що врахування перебігу фі-
зико-хімічних процесів дає можливість розглянути рухому межу поділу і побудувати відпо-
відну модель [1031]. Слід теж враховувати, що загалом розрізняють [254] два типи 
міжфазних меж – когерентних, за допомогою яких моделюють контакт твердих тіл, та меж із 
проковзуванням, які застосовують у випадку, коли одна із фаз є рідиною чи газом. 

Загалом властивості міжфазної межі сильно залежать від часу. Наприклад, у праці 
[1140] відзначено, що під час дослідження пари сталь–алюміній у діапазоні температур 
360...400 oС виявлене підростання шару частинок 2 5Fe Al , пропорційне до кореня квадратно-
го від часу. У свою чергу, пори, які утворилися біля цих частинок, виявилися основною при-
чиною збільшення крихкості злуки матеріалів. 

Урахування властивостей міжфазної межі важливе не лише для аналізу тонких механі-
змів, але й суто механічних явищ, що має особливе значення для оцінки механічних власти-
востей композиційних матеріалів [1173]. Певна поверхнева обробка волокон та іншої 
арматури може набагато покращити властивості композиту [1419]. Деякі автори, наприклад 
[1345], таку перехідну зону моделюють тонким прошарком з третього матеріалу і обмежу-
ються аналізом виключно механічних явищ (див. теж [170, 10*, 645, 363]).  

У зв’язку з цим слід нагадати, що питання коректності класичної постановки плоскої 
контактної задачі стаціонарної термопружності, яка передбачає використання моделі ідеаль-
ного контакту, вже доволі давно обговорювалися у працях [1165, 1228, 1227]. Автори відзна-
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чають, що традиційне допущення ідеального температурного контакту та теплової ізоляції 
поза межею контакту спричиняє протиріччя, якщо тепловий потік спрямований у матеріал з 
меншим параметром (1 ) / kδ α ν= +  (α  – коефіцієнт температурного розширення; ν  – кое-
фіцієнт Пуассона; λ  – питома теплопровідність). Тобто, у даному випадку може не існувати 
розв`язку задачі. Вихід був знайдений у припущенні неідеальності температурного контакту, 
коли різниця температур контактних поверхонь обернено пропорційна до нормальних конта-
ктних напружень (коефіцієнт пропорційності названий контактним опором). Однак це спри-
чиняє, у свою чергу, нелінійність задачі, яку можна усунути припущенням про нульовість 
контактного тиску в зоні неідеального контакту. Зазначимо, що перепад температур повинен 
урівняти нормальні контактні напруження у цій області. 

Відома проблема виникнення у плоскій задачі осцилюючої особливості біля вістря трі-
щини на межі поділу матеріалів безперечно породжена некоректністю формулювання задачі. 
Її найчастіше позбуваються введенням біля вістря малої перехідної зони, однак осциляція 
пропадає і тоді, коли на межі поділу матеріалів вводять перехідну зону у вигляді примежево-
го шару [1248, 1153]. 

Робота J.W.Cahn [1184] відзначає можливість формування внутрішніх поверхонь між-
поверхневих напружень. 

Існує також інша тенденція моделювання тонких двовимірних макроскопічних об’єктів 
тривимірними – для того, щоб могти деталізувати аналіз процесів, які там відбуваються. На-
приклад, у праці [1327] смуга ковзання розглядається як тонка тривимірна область сильно 
деформованого матеріалу. Вона дає можливість описати підростання тріщини всередині од-
ного зерна. Така ідея є близька до широко використовуваної у механіці руйнування концеп-
ції розкриття тріщини [693, 694]. 

41.3. Моделі перехідних шарів 

Під час дослідження контакту тіл, що взаємодіють (між матрицею та включенням або 
перехідним шаром у тому числі) найчастіше використовується умова ідеального механічного 
і теплового контакту. Допускається теж можливість проковзування (гладкий контакт – ну-
льовість дотичних напружень) [1393] або наявність кулонового тертя.  

Неідеальний контакт за допомогою введення додаткового тонкого прошарку, наділено-
го певними властивостями, можна звести до ідеального: контакт через проміжний тонкий 
шар. Саме таким способом вивчалася [576, 986] термопружна взаємодія шорстких поверхонь. 
Пізніше цей підхід вилився у видозміну методу функцій стрибків – метод міжконтактних 
прозорів (див. пп. 46.3). 

Проміжковий шар моделюється іншим матеріалом, причому його зовнішній контур у 
праці [1582] описується конфокальним еліпсом. У цьому випадку за рівномірного нагрівання 
композиту отримано аналітичний розв’язок проблеми. Розглянута [1580] і подібна задача для 
багатошарового проміжного шару (межі поділу матеріалів – концентричні кола) навколо 
кругового включення. У праці [35*] перехідний шар навколо кругового включення моделю-
ється концентричним круговим кільцем, причому його зв’язок із матрицею є ідеальним, а із 
включенням – проковзуючим. У довільній точці перехідного шару розташована крайова дис-
локація. Це дало можливість авторам розглянути взаємодію тріщини з ковзною межею. Вза-
ємодія включень із подібними нелінійними перехідними шарами розглянута у [26*, 31*].    

Постановка плоскої задачі для довільної кількості довільно розташованих кругових 
включень у праці [1515] передбачала моделювання перехідного шару вінклеровою основою, 
припускаючи, що напруження від матриці до включення передаються неперервно, а нормальні 
і дотичні переміщення зазнають стрибків, пропорційних відповідно нормальним і дотичним 
напруженням. Коефіцієнти пропорційності 1k  і 2k  вважалися сталими, хоча й, можливо, різ-
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ними для кожного із включень. Такий проміжний шар був названий однорідно неідеальним 
(homogeneously imperfect interface). Така ж модель була використана і для розв’язування задачі 
про термічне навантаження радіальної тріщини у круговому включенні [1144].  

Низка робіт використовувала модель так званого неоднорідного неідеального перехід-
ного шару (inhomogeneously imperfect interface), коли коефіцієнти пропорційності моделі Ві-
нклера (постелі) змінюються уздовж межі поділу Для кругового включення такі підходи 
використано [1579] для опису ковзного контакту ( 1k =0, ( )2 2k k θ= ) та загального типу не-
однорідного контакту ( )1 1k k θ= , ( )2 2k k θ=  [1659, 1658, 1660, 1406]. Для опису взаємодії 
пружної [1628, 1630] і термопружної [1628] еліптичного включення з матрицею була вико-
ристана ця ж модель.  

Задача, коли проміжний шар між круговим включенням та матрицею описано рівнян-
нями Ляме, розглянута для випадку ізотропії матеріалів [1038]. Подібна задача для ортотро-
пних матеріалів із урахуванням натягу кругового диску вивчена у [1018] (перехідний шар 
змодельовано пружною лінією, що сприймає розтяг та згин у площині пластини зсуву [717]). 

У випадку аналізу антиплоскої задачі для еліптичного включення в полі однорідного 
зсуву [1628, 1629] було використано модель однорідного неідеального перехідного шару, ко-
ли стрибка напружень у шарі немає, а стрибок переміщень пропорційний дотичним напру-
женням, причому коефіцієнт постелі 3 constk =  (нульовий для гладкого контакту і безмежно 
великий для контакту ідеального). Ця ж модель була використана [1734] для аналізу взаємо-
дії двох різних кругових циліндрів із різними перехідними шарами із включенням Ешелбі. 

Декілька років раніше до аналізу кругового циліндричного включення було використа-
но неоднорідну модель при ( )3 3k k θ=  [1585]. В обох випадках враховувалося додаткове іс-
нування у включенні власних деформацій.  

У праці [1735] перехідний шар безмежного кругового циліндра за поздовжнього зсуву 
вважається тонким шаром змінної товщини (та ж модель неоднорідного неідеального конта-
кту). Побудовано розв’язки для зосередженої сили і гвинтової дислокації у довільній точці 
матриці (функції Ґріна) і виявлено, що можна так підібрати параметри покриття і включення, 
що їхня наявність не змінюватиме енергії деформації пружного тіла (стелтс-включення). На 
основі отриманої функції Ґріна досліджено взаємодію тріщини із покритим включенням і 
обчислено значення коефіцієнта інтенсивності напружень. 

Більш реалістичну модифікацію вінклерової моделі у застосування до волокнистих 
композитів застосував J.D.Achenbach з учнями [1137, 1138, 1212]. Ця модель, названа модел-
лю механічних пружин, різниться від моделі вінклерової тим, що припускає за стискаючих 
нормальних радіальних напружень на поверхні включення відсутність стрибка переміщень у 
перехідному шарі. 

41.4. Основні напрями дослідження задач для тіл з тонкими включеннями 

Для аналізу відповідних задач можна запропонувати низку загальних підходів [238]:  
1) розглянути включення довільної форми, а потім істотно зменшити один із його розмірів;  
2) застосувати прямі числові методи, зокрема МСЕ, МГІР;  
3) використати експериментальні методи;  
4) за допомогою асимптотичних методів детально розглянути напружено-деформований 

стан біля вістря неоднорідності та межі поділу матеріалів;  
5) опрацювати специфічну теорію, що дала би можливість досить просто розв`язувати 

відповідні задачі з урахуванням малої товщини дефекту. 
Відповідно до цієї класифікації нижче буде здійснено аналіз методів та основних ре-

зультатів, отриманих у опрацювання тематики тонких включень. 
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До задач про тонкостінні включення близька доволі добре опрацьована проблематика 
склеювання двох тіл (див. напр. [1277, 1268, 140]), оскільки шар клею моделюється тонким 
прошарком чи включенням. Надзвичайно близькі й задачі про підкріплення краю півплощи-
ни та отворів тонкими накладками. Фактично накладка є включенням із одним вільним кра-
єм. Підкріплювальний елемент переважно розглядається або за теорією одновимірних 
стрингерів [1505, 633, 20, 626, 870], які працюють лише на розтяг, або за теорією тонких 
стрижнів [569, 588, 573, 13*, 1018, 103] та ін. В останньому випадку можна враховувати не 
лише можливість існування проміжного шару між підкріпленням та основою, але й ексцент-
ричність підкріплення тощо (див. балкові моделі включень). Теорія деформування початково 
напружених тіл з тонкими накладками розроблена О.М.Гузем С.Ю.Бабичем та 
В.Б.Рудницьким [271, 270].  

Проміжне місце між задачами теорії включень та накладок займає задача Райсснера 
(див. напр. [1565, 634, 3]). Бібліографія з цих питань є теж дуже широкою. 
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42.1. Термінологія 

На початку розділу зробимо деякі термінологічні зауваження, що стосуються застосу-
вання термінів «включення» (англ. inclusion) та «неоднорідність» (англ. inhomogeneity). 
Українська та російська мови (за винятками дуже нечисленних авторів) не робить у науково-
технічних текстах між ними різниці і вважає практично синонімами. В англомовній літера-
турі ситуація дещо інша. Деякі, хоча і не всі, автори надають цим термінам різний сенс, тому 
читаючи англомовну літературу слід зважати на можливість різночитань. У оглядовій праці 
T.Mura [1526] (див. теж [1527, 29*, 1771] та оглядову працю [1533]), де розглядаються майже 
виключно англомовні праці періоду 1982–1987 рр., які стосуються аналізу впливу включень 
та неоднорідностей на напружений стан тіл, вслід за міркуваннями J.D.Eshelby [1281, 1282, 
1280] включенням (inclusion) називається підобласть Ω  деякої області D , де задані власні 
деформації, у той час, як поза нею ( D Ω− ) ці власні деформації відсутні. Під власними де-
формаціями тут розуміють такі непружні деформації, як теплове розширення внаслідок ло-
кального нагріву певної ділянки тіла, фазові перетворення, деформації натягу, залишкові та 
пластичні деформації. З деякими прикладами розв’язування таких задач можна ознайомити-
ся у працях [1781, 1782, 1341, 1755, 1756, 1363]. Деякі автори (наприклад [1734]) область 
власних деформацій називають включенням Ешелбі (Eshelby inclusion). 

А ось якщо пружні сталі підобласті Ω  різняться від сталих у D Ω−  (матриці), то така 
підобласть Т.Мурою називається неоднорідністю (inhomogeneity). Поки тіло з такою неодно-
рідністю не піддане силовому впливові, розв’язування задачі для нього не має сенсу, на від-
міну від задачі для тіла з включенням, оскільки власні деформації і без додаткового 
зовнішнього впливу індукують у області D  перерозподіл полів напружень. Там же зазнача-
ється, що якщо у неоднорідності виникають власні деформації (скажімо, виділення у мета-
лах, вставлені з натягом неоднорідності), то такий об’єкт пропонується називати 
неоднорідним включенням (inhomogeneous inclusion). Щоправда, Т.Мура робить тут же за-
уваження, що таке розрізнення термінів не є достатньо зручним і включеннями можна нази-
вати всі вищезгадані об’єкти, хіба що розрізнення є вкрай необхідним. Так що, читаючи 
англомовні праці, слід ці термінологічні різночитання мати на увазі. 

У цій праці включенням називається підобласть Ω  тіла D , яка має термомеханічні 
властивості інші, ніж у оточуючій його матриці D Ω− , тобто це такий об’єкт, який за 
Т.Мурою називається неоднорідністю. 
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Переважно аналітичні методи застосовувалися до задач про включення канонічної фо-
рми у необмежених середовищах. До найпростіших належать задача про сферичне включен-
ня та безмежне циліндричне включення (кругове) [1325]. Побудований фундаментальний 
розв’язок (прямолінійна дислокація) для сферичного включення [1650]. Два сферичні вклю-
чення вивчені, зокрема у [1196]; взаємодія сферичних включень досліджена теж у праці [16] 
(ізотропний осесиметричний випадок) та [1211] (анізотропія) Одне й два кругові включення 
розглянуті у працях [1359, 1358]. Гладкий контакт на межі зі сферичним включенням роз-
глянутий у [1459].  

Визначення пружних полів включень, що взаємодіють, стосується праця [1360]. Огляд 
складніших задач, що стосуються трансверсально-ізотропних тіл, можна знайти у оглядовій 
праці Ю.М.Подільчука [765]. Наближений розв’язок осесиметричної задачі із жорстким 
включенням містить публікація [1575]. Включення довільної форми в межах плоскої задачі 
для анізотропної площини чи півплощини з використанням ідей Ешелбі розглянуте у [1581, 
1583]. Звернемо увагу і на розв’язки плоскої задачі для включення параболічної форми 
[1087, 1088], на основі якого, так само, як і для еліптичної [1086], можна вивчати особливості 
пружних полів біля тонких неоднорідностей. 

42.2. Методи аналізу 

Метод власних функцій 

У межах першого підходу опрацьовано декілька ефективних методів і розв`язані деякі 
конкретні задачі. Вкажемо на метод власних функцій, за яким переміщення та напруження 
збуреного поля в області включення і в матриці подається у формі рядів за деякими система-
ми власних функцій. Коефіцієнти рядів найчастіше визначають з умови мінімуму середньої 
квадратичної похибки задовольняння крайових умов та умов контактної взаємодії у скінчен-
ній кількості точок [1217, 1457]. 

Метод збурення форми границі. Метод конформних відображень 

Метод конформних відображень [635], який найчастіше застосовується до двовимірних 
задач, полягає у пошуку збуреного включенням розв`язку за допомогою конформного відо-
браження області, зайнятої включенням, на круг одиничного радіуса (або його зовнішність). 
Комплексні потенціали подають у вигляді рядів Лорана з невідомими коефіцієнтами. Вико-
ристання умов ідеального контакту зводить задачу до безмежних систем лінійних алгебрич-
них рівнянь стосовно цих коефіцієнтів [1620, 856, 463, 568, 567, 1026, 1027, 1323]. Цим 
методом у плоскій пружності і термопружності розв`язано велику кількість задач для вклю-
чень еліптичної [1335, 462, 1202, 1323] (в ізотропному та анізотропному матеріалі), овальної 
[1292], прямокутної [1189–1191, 572] форм тощо. Важливі застосування для геофізичних до-
сліджень мають отримані цим методом розв’язки задачі для кругового (з проміжним шаром) 
чи еліптичного включення за ідеального контакту з необмеженим нестисливим ізотропним 
пружним чи в’язким середовищем [1595]. 

Подібні результати отримані стосовно аналогічних задач поздовжнього зсуву [326] та 
ін.  

Із застосуванням методу конформних відображень та збурення форми межі (границі) 
В.В.Панасюком, Л.Т.Бережницьким та їх учнями розв`язані задачі про концентрацію напру-
жень в ізотропних та анізотропних середовищах біля гострокутних порожнин, жорстких та 
пружних включень з точками звороту стосовно антиплоского зсуву [73, 81, 74, 69, 285, 68], 
плоскої пружності [700, 75, 80, 79, 864, 66, 67, 1439] та термопружності [286] і побудовані 
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відповідні асимптотичні залежності, що відповідають (у випадку отворів) та узагальнюють (у 
випадках включень) класичні залежності теорії тріщин. Двочленні асимптотичні вирази у 
випадку гострокутних отворів та жорстких включень подані у [280, 64]. Дуже цікавим є 
розв’язок [188] задачі для тонкого жорсткого включення одної спеціальної форми. 

Докладно застосування методу збурення форми межі висвітлене у працях О.М.Гузя та 
Ю.М.Неміша [269, 267, 268]. 

Метод узагальнених функцій 

Одним із ефективних способів побудови диференціальних рівнянь задач про включен-
ня є використання апарату узагальнених функцій. У рамках цього підходу пружні і теплофі-
зичні властивості складеного тіла описують з використанням ступінчатих функцій єдиними 
аналітичними виразами [780, 442, 520]. Підставляння цих функцій у диференціальні рівняння 
неоднорідної теорії теплопровідності, пружності чи термопружності приводить до відповід-
них рівнянь з коефіцієнтами у вигляді ступінчатих функцій та їхніх похідних. Систематич-
ний виклад методу та розв`язки низки задач теплопровідності і термопружності для 
складених тіл з плоскопаралельними, циліндричними і сферичними межами поділу можна 
знайти у монографіях [782, 520]. 

У рамках такого підходу тонкостінне включення з теплофізичними параметрами с 
отримують спрямовуванням товщини 2h прошарку до нуля зі збереженням сталості добутків 
2рс, названих зведеними характеристиками включення [780]. Розв`язки конкретних задач те-
плопровідності і термопружності для тонких стрижневих і плоских включень у тривимірно-
му середовищі можна знайти у працях [781, 817, 818, 416] та ін. 

У працях [1381, 1400] подібним чином досліджені задачі для пружних включень зі 
складнішою границею у вигляді необмежених циліндрів (плоска деформація) прямокутного, 
трикутного та еліптичного перерізу. У [1400] досліджені тонкі стрічкові включення як гра-
ничний випадок еліптичного циліндра. Там само вивчається істотно просторова задача для 
призматичних включень. 

Метод потенціалів. Метод особливостей 

Оскільки плоским задачам теорії пружності і стаціонарної теплопровідності відповіда-
ють диференціальні рівняння еліптичного типу, то це дає можливість шукати їхні розв`язки у 
вигляді суперпозиції потенціалів простого та подвійного шарів. Стосовно аналізу включень 
дослідження у цьому напрямку започаткував Д.І.Шерман [1120, 1121]. Досить детальний 
аналіз цих та пов`язаних з ними результатів наведений у оглядовій роботі [1119] і § 22 книги 
[713], де наведене (формули (19.2), (19.3)) записане Д.І.Шерманом подання у зручнішому 
для його використання вигляді (позбавлене неістотних для розв’язування задачі членів). У 
праці [1041] можна довідатися про їхнє застосування до розв`язування конкретних задач. За-
гальна методика полягає у поданні комплексних потенціалів ( ) ( ),z zϕ ψ  у вигляді інтегралів 
Коші з наперед невідомою густиною, яку після задовольняння умов ідеального контакту на 
межі поділу матеріалів знаходять з регулярних інтегральних рівнянь типу Шермана–
Лаурічелли. У 1959 р. був побудований [21*, 635] досконаліший спосіб, що знайшов більше 
поширення [746] та подальше вдосконалення [1688]. Зіставлення результатів числового ана-
лізу з точним розв`язком Гардімана [1335] засвідчило надійність та досить швидку збіжність 
методу. Деякі міркування для відповідних задач у анізотропному середовищі можна знайти у 
[1745]. 

Інтегральні рівняння Шермана – Лаурічелли так само, як і М.І.Мусхелішвілі [635], ма-
ють власні розв`язки. Тому під час їхнього розв`язування слід враховувати деякі додаткові 
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умови, що мають певний механічний сенс, зокрема забезпечують однозначність переміщень 
за обходу навколо включення. Подібні умови треба задовольнити і на границі тіла при зада-
них там зусиллях чи переміщеннях [56, 55, 713]. 

Застосування узагальнених пружних потенціалів широко обговорюється у працях [507, 
508, 721, 713, 714, 1055] та ін. Принагідно зазначимо, що побудова розв`язків крайових (гра-
ничних) та контактних задач у вигляді потенціалів простого та подвійного шару дає можли-
вість інтерпретувати ці інтеграли по контуру чи поверхні як розподіл на них зосереджених 
чинників та їхніх диполів з наперед невідомою густиною, яку визначають з умови задоволь-
няння крайових умов і умов контакту середовища. Така фізична інтерпретація методу потен-
ціалів отримала назву методу особливостей. Тому зробити строге розмежування методів 
потенціалів і функцій Ґріна не можна, оскільки в обох випадках визначальна роль належить 
фундаментальним розв`язкам, які визначаються різними типами функцій Ґріна. 

На основі методу конформних відображень та рядів Лорана для задачі про колове 
включення було розроблено [1504] спеціалізовану схему методу скінченних елементів із спе-
ціальним восьмивузловим елементом, яку можна застосовувати для довільних систем (у 
тому числі й періодичних) включень довільної форми. 

Використання аналітичного розв’язку для пружного еліптичного включення у поєднан-
ні із статистичними методами дала можливість визначити міцність композиту із випадково 
розподіленими не взаємодіючими (мале наповнення композиту) волокнистими композитами 
[148]. 

Плоскі задачі стосовно тріщин всередині і зовні кругового пружного включення в ізо-
тропному матеріалі розглянуті, зокрема, у працях [1032, 1207, 185]. У першій із них вивча-
ються прямолінійні тріщини, у тому числі і з урахуванням можливого перетину межі 
включення, у другій – викривлені (параболічні), у третій – лише радіальні. Взаємодію тріщи-
ни із пружними включеннями різної форми дослідили X.H.Liu, F.Erdogan [1471] (див. теж 
[1447]). 

Взаємодія зовнішніх тріщин з еліптичними включеннями у ізотропних матеріалах ви-
вчена у [581] (плоска теплопровідність), [1550] (тріщина біля жорсткого еліптичного вклю-
чення), [1465] (плоска задача методом еквівалентного включення Ешелбі); внутрішніх 
тріщин у еліптичних включеннях [1033, 1751]; при перетині тріщиною межі поділу – [1750, 
27*].  

Цим працям передувало дослідження Ґ.Сендецького [1621] про радіальну тріщину біля 
жорсткого кругового циліндра в антиплоскій постановці.  

Вивчене розтріскування на межі поділу одного жорсткого ([1707] (одна тріщина), 
[1720] (дві тріщини)), одного пружного [1266, 1171, 1302, 1414] та двох пружних [1434] кру-
гових включень у плоскій постановці, еліптичного жорсткого, причому видовженого [1370], 
еліптичного пружного включення [1401] (методом еквівалентних включень Ешелбі). Слід 
звернути увагу також на праці [1169, 1164, 1596, 1779].  

Прикро, але на Заході залишився не поміченим великий цикл піонерських робіт з цієї 
проблематики, виконаний Д.В. Гриліцьким та його учнями [243, 857, 242, 205, 241, 217, 234, 
233, 231, 687] ще 1960–74 рр. Деякі з отриманих результатів у поширеному вигляді викладені 
у навчальних посібниках для студентів монографічного характеру [244, 248, 246]. Деякі ро-
боти цього колективу в напрямку робіт анізотропної пружності тіл з тріщинами згадані у пп. 
47.2.  

Незважаючи на те, що розв’язування задач поздовжнього зсуву є набагато простішим 
від плоских, праць, які стосуються антиплоскої деформації тіл із включеннями є набагато 
менше. Для антиплоскої задачі досліджена [1621] з використанням методу конформних відо-
бражень подібна задача для довільного частково відшарованого жорсткого включення у за-
гальній постановці та приклади для включення у формі еліпса і квадрата з округленими 
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вершинами. Лише у 1996 р. C.Q.Ru та P.Shiavone [1586] з використанням комплексних поте-
нціалів розв’язали задачу про дію однорідного напруженого стану на нескінченності на про-
стір з чужорідним еліптичним циліндром та дійшли давно відомого висновку, що поле 
деформацій всередині включення має бути однорідним. 

З докладним аналізом тріщини на межі еліптичного включення у ізотропній пластині 
можна ознайомитися також у [1407]. 

Антиплоску задачу про взаємодію тріщини з пружним круговим (циліндричним) вклю-
ченням розглянули P.C.Theocaris, C.B.Demakos [1683]. Задача про тріщину на межі кругового 
циліндра розглянув Y.W.Liu [1474].  

До задач розтріскування на межі з включенням дуже близькі задачі про гладкий кон-
такт (проковзування) на межі поділу матеріалів [1369, 1168, 1712]. 

З методу потенціалів виріс потужний прямий числовий метод – метод граничних еле-
ментів, який має численні модифікації. З використанням цього підходу у праці [862] було 
розглянуто плоску задачу теплопровідності та термопружності для двох з’єднаних півпло-
щин із криволінійними тріщинами та пружними включеннями довільної форми. Частковий 
випадок відповідної пружної задачі (включення у півплощині з жорстко защемленою межею) 
розглянутий недавно [1667] (див. також подібну задачу для півплощини та смуги з локалізо-
ваними власними деформаціями чи включеннями у [1209]).  

Аналогічні методи для аналізу однорідних та кусково-однорідних анізотропних середо-
вищ з тріщинами, отворами та жорсткими і пружними включеннями довільної форми (обчи-
слення зроблені переважно для еліптичної – див. теж монографію [535]) розробили 
С.О.Калоєров з учнями [366] і В.В.Божидарнік з О.В.Максимович [124, 123] (див. огляди лі-
тератури у цих монографіях). Згадаємо тут лише працю [1193], де вивчено антиплоске дефо-
рмування необмеженого анізотропного середовища з еліптичним включенням за довільного 
розташування радіальної тріщини.  

Метод потенціалів, тобто подання розв’язку у вигляді розподілених по поверхні безмо-
ментних та моментних диполів, подібно, як це фактично було зроблено Дж.Ешелбі до 
розв’язування включень у ізотропному матеріалі було використане [1771] для аналізу прос-
торових включень (неоднорідностей) в ортотропному матеріалі. Як окремий випадок з вико-
ристанням методу еквівалентних включень Ешелбі подано розв’язок для термопружних 
переміщень від термічних власних деформацій.  

Набагато швидше 1971 р. N.Kinoshita, T.Mura [1416] записали у квадратурах розв’язок 
для еліпсоїдального включення в анізотропному середовищі. На основі цього розв’язку 
S.C.Lin та T.Mura [1468] дослідили граничні випадки сплющеного та видовженого сфероїд-
ного включення у трансверсально-ізотропному матеріалі, спростивши вигляд відповідних ін-
тегралів (див. теж працю [504]). Технічні проблеми із обчисленням цих інтегралів подолали 
V.M.Levin, M.G.Markov [1460]. Отриманий розв’язок було покладено в основу реалізації са-
моузгодженого методу ефективної апроксимації середовища (effective medium approximation 
– EMA) для визначення ефективних характеристик трансверсально-ізотропного середовища з 
сфероїдальними неоднорідностями та швидкості поширення у ньому пружних хвиль. 

Важливі результати у вивченні видовжених тонких включень (двовимірних включень) 
в анізотропному матеріалі отримали H.Fan i L.M.Keer [1287]. Як спеціальні випадки розгля-
нуто тріщину (порожнину) та абсолютно жорстке включення. Виявлена спорідненість між 
цього типу дефектами і з’ясовано, що загальну теорію пружних тонких дефектів не можна 
побудувати з розв’язку Ешелбі для еліпсоїда за винятком вищезгаданих спеціальних випад-
ків. Фактично можна отримати тільки результати відповідної якісної моделі (див. пп. «якісна 
модель» п.46.2). 
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Метод функцій Ґріна та інші споріднені методи 

Перші результати стосовно постановки плоскої задачі теорії пружності належать 
С.Г.Міхліну, який у 1935 р. використав комплексну функцію Ґріна для побудови узагальне-
ного ядра Шварца та наступного виведення інтегральних рівнянь Фредгольма задачі [596, 
597]. Отримані результати викладені в монографії [595, 635] та на стор.168–169 книги [713]. 
Використання фундаментальних розв`язків задачі теорії пружності і термопружності дало 
можливість [507, 508] побудувати сингулярні і функціональні рівняння стосовно крайових і 
контактних значень векторів переміщень і густини поверхневих сил, які, у свою чергу, допо-
могли здійснити глибокий теоретичний аналіз проблеми, зокрема, довести існування та єди-
ність розв`язку крайових задач для тіл з включеннями, записати сингулярні інтегральні 
рівняння відповідних задач [507, 508, 382].  

Для розв’язування задач про тіла із областями залишкових деформацій (включень у те-
рмінології Т.Мури, включень Ешелбі) придатні фундаментальні розв’язки для однорідного 
тіла (див. напр. функції Ґріна у кусково-однорідній ізотропній площині [1482], скінченному 
тілі [1145], дво- та тривимірному анізотропному середовищі [1284, 1149, 1701, 1700, 1699, 
1695, 1704, 1731, 1730, 1732, 1733, 1706]). R.R.Castles i T.Mura [1187] виявили, що якщо зовні 
еліпсоїдальної області (включення Ешелбі у центрі якого є початок системи координат) вла-
сні деформації мають вигляд ( 0)pr p− > , то всередині включення переміщення і напружен-
ня дорівнюють нулю.  

Цікавим є розв’язок задачі термопружності S.Lee, C.C.Hsu [1455] для приповерхневого 
температурного паралелепіпеда у півпросторі та Б.В.Процюка [829, 830] для температурного 
паралелепіпеда у підкріпленому пружним шаром півпросторі. У його працях розвинута ме-
тодика побудови функцій Ґріна для багатьох випадків. У випадку неоднорідностей – фунда-
ментальні розв’язки для тіла із неоднорідністю (включення із іншого матеріалу). Згадаємо 
про деякі фундаментальні розв’язки плоскої задачі для ізотропного тіла з круговим включен-
ням [1254, 1348, 1256, 1258, 1251]; для ізотропного тіла – жорсткого [1590] та пружного 
[1652, 1651] еліптичного включення (крайові дислокації), дислокація всередині еліптичного 
включення [1741]; анізотропного середовища з еліптичним включенням [1697, 1698].  

Функція Ґріна у антиплоскій задачі для анізотропного середовища із еліптичним вклю-
ченням побудована у [1697]. Функцію Ґріна антиплоскої задачі для гвинтової дислокації, що 
взаємодіє із ізотропним пружним включенням довільної форми вивчено у [1738]. Задача вла-
сних деформацій (еліптичний циліндр Ешелбі) у анізотропному півпросторі вивчена у 
[1497]. 

Деякі інші фундаментальні розв’язки згадані у тексті монографії під час аналізу впливу 
дислокацій на тонкі включення (див. теж [1065, 1351]). 

У 1977 р. метод функцій Ґріна було застосовано до аналізу задачі про пружний еліпсоїд 
у анізотропному середовищі [1454]. Докладно питання застосування методу функцій Ґріна 
до аналізу впливу включень викладене у монографії [1552]. 

Сутність методу особливостей полягає у заданні на певній поверхні S  (лінії L  для 
двовимірного випадку) всередині деякої області (найзручніше для цього використати необ-
межений простір чи площину) розподілу з наперед невідомою густиною f  зосередженого 
чинника q . За допомогою теореми згортки на підставі відповідних фундаментальних 
розв`язків одержують подання напружень, переміщень тощо у довільній точці області через 
густини і з використанням крайових умов та умов контакту будують інтегральні рівняння 
стосовно цих густин.  

Тріщини можна моделювати розподіленими дислокаціями, абсолютно жорсткі тонкі 
включення – розподіленими зосередженими силами [111]. Це найкращий спосіб 
розв’язування задач про взаємодію включень із тріщинами і тонкими включеннями. Однак 
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переважно такі задачі формулювалися як крайові задачі і розв’язувалися із використанням 
теорії потенціалів. 

За наявності у тілі включень метод особливостей узагальнюється так: матрицю без 
включень і окремо кожне включення занурюють у простір з відповідними механічними влас-
тивостями, записуючи для кожного з них відповідні подання окремо для кожного з включень 
і для матриці; переходять до граничних значень на краю тіла та межі поділу матеріалів і, за-
довольняючи крайові умови та умови спряження на межі поділу середовищ, отримують інте-
гральні рівняння. Наприклад, у [1167] в рамках плоскої задачі термопружності включення 
замінене еквівалентною системою сил і теплових джерел. 

Метод особливостей має ті переваги, що вибір того чи іншого типу зосередженого чин-
ника дає змогу забезпечити бажаний ступінь заникання розв`язку на нескінченності, моде-
лювання особливостей задачі і фізичну інтерпретацію результатів. Зокрема у теорії тріщин 
набув поширення дислокаційний підхід, який забезпечує стрибок переміщень верхнього і 
нижнього берегів тріщини. 

У частковому випадку, коли роль зосереджених чинників відіграють сили, відповідні 
подання мають властивості (структуру) потенціалу простого шару (для переміщень) та поте-
нціалу подвійного шару (для напружень) [714], а метод особливостей називають методом 
фіктивних сил чи фіктивних навантажень [840]. Застосування методу сил в плоских зада-
чах теорії пружності для ізотропних середовищ обговорюється В.К.Перехватовим [719], а у 
[101] міститься програма розв`язування такої задачі. 

Однією з модифікацій методу сил є метод півплощин (заморожування) [1495], який 
приводить до регулярних інтегральних рівнянь типу Шермана–Лаурічелли (див. теж роботи 
Р.В.Гольдштейна та Н.Дж.Альтиєро, Д.Л.Сікарскі у збірнику [590]. 

Оскільки інтегральні рівняння, одержані за допомогою методів теорії потенціалів чи 
особливостей, переважно надто складні для аналітичної побудови розв`язку і основним ме-
тодом їхнього розв`язування є певна дискретизація з наступним застосуванням числових ме-
тодів [590, 713, 714, 143], то доцільно від самого початку скористатися не неперервним, а 
дискретним розподілом особливостей [1767, 343]. Цей підхід одержав назву метод дискрет-
них сингулярностей (особливостей). 

Інші модифікації методу сил спрямовані на спрощення розрахункової схеми. У [720] 
розподіл сил уздовж контуру включення вважається кусково-сталим, а однаковість перемі-
щень вимагається лише у обраних вузлових точках. Таким чином досліджена плоска задача 
стаціонарної термопружності для включення, впровадженого з натягом. 

Формула Сомільяно 

Формула Сомільяно знайшла своє застосування у роботі [1574] для побудови загально-
го способу виведення інтегральних рівнянь задачі для пружних тіл з включеннями довільної 
форми так само, як і під час опрацювання загальної схеми методу граничних інтегральних 
рівнянь [590, 1361, 1645]. Ефективність цього методу підтверджена у [1574] побудованими 
розв`язками плоскої задачі для еліптичного включення, вставленого з натягом у безмежну 
матрицю з того ж матеріалу та для чужорідного квадратного включення. Низка задач у ме-
жах тривимірної пружності і термопружності розв`язана на основі пакету Ю.В.Верюжського 
[143]. 

Врахування анізотропії не вносить принципових ускладнень: слід лише знати фунда-
ментальні розв`язки для відповідного класу матеріалів. На основі формули Сомільяно можна 
отримати основні залежності методу функцій стрибка [966, 112] (див. нижче). 
Наслідок теорії гармонічних потенціалів (часткова поліноміальна консервативність) 
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Значний вплив на розвиток теорії і практики розрахунків напружено-деформованого 
стану тіл з включеннями здійснила по-своєму  унікальна  властивість еліпсоїдальних неод-
норідностей у необмеженому однорідному ізотропному середовищі. Застосування теорії га-
рмонічних потенціалів до задач електропровідності засвідчило, що в однорідному на 
безмежності електричному полі електричне поле діелектрика еліпсоїдальної форми теж од-
норідне. Аналогічне явище повинне було спостерігатися теж у задачах теорії пружності, що 
характеризується бігармонічним потенціалом. Ці результати безпосередньо випливають з 
досліджень N.M.Ferrers [1291], F.W.Dyson [1262] потенціалу неоднорідного еліпсоїду. 

Вперше думку про те, що за дії однорідного поля напружень на нескінченності напру-
жений стан еліптичного (плоска задача) і еліпсоїдального включення (тривимірна задача) 
теж буде однорідним стосовно розв`язування задач теорії пружності використали у 1954 р. 
Н.Гардіман [1335] і у 1957–1959 рр. Дж.Ешелбі [1281, 1282] відповідно. Книга [1128] містить 
переклад двох останніх праць російською мовою. 

Використання методу конформних відображень дало можливість [1335] визначити на-
пружений стан матриці і побудувати зв`язок між напруженнями на безмежності та всередині 
включення. Г.П.Черепанов та ін. [1086, 1078] узагальнили розв`язок Гардімана на випадок 
додаткового впливу рівномірного нагрівання пластинки та виділили проміжкові асимтотики 
розв`язку, коли товщина включення прямує до нуля, а його матеріал має велику податність. 
Виявлено, зокрема, що за умови вкл 2 / 1k b aμ μ≡ ≤ <<  ( a  і b  – велика та мала півосі 
включення) напруження біля вістря включення мають кореневу особливість і аналогічно до 
теорії тріщин можна розглядати коефіцієнти інтенсивності напружень. 

Використання принципу "мікроскопа" [1079] і точного розв`язку для включення пара-
болічної форми [1087, 1088] дають можливість вважати, що подібний розподіл напружень 
спостерігається і для інших округлених біля вістря тонких податних включень [1078]. 

У відзначеній праці [1281] на основі методу зосереджених сил та еквівалентного вклю-
чення Ешелбі використав однорідність поля деформацій для обчислення енергії пружної де-
формації тіла з включенням не торкаючись досить складної побудови напружено-
деформованого стану поза включенням. Виклад цього результату можна знайти у книгах 
[1128, 483] та ін. В [1282, 1128] задача визначення переміщень в ізотропній матриці, викли-
каних однорідними власними деформаціями деякої підобласті (а внаслідок принципу еквіва-
лентного включення і у відповідній задачі для чужорідного включення у матриці, підданій 
однорідному деформуванню на безмежності), зведена до визначення гармонічних потенціа-
лів на межі поділу. Стосовно еліпсоїдальної області отримані формули істотно спрощуються 
і дають можливість записати певні вирази для переміщень, деформацій та напружень. На-
ступна праця [1280] обговорює і випадок поліноміального поля деформацій на безмежності. 

Пошук форми жорсткого включення, яке спричиняє найменшу концентрацію напру-
жень виявив [1264], що це є еліпсоїд. 

Про поліноміальну консервативність див. нижче. 

Метод зосереджених сил Ешелбі (метод еквівалентного включення) 

Визначаючи поле переміщень від чужорідного включення у безмежній ізотропній мат-
риці з заданим на безмежності сталим полем напружень, Дж.Ешелбі [1281, 1128], базуючись 
на [1281] частковій поліноміальній консервативності як на найпростішій формі принципу 
поліноміальної консервативності (див. нижче), висловив припущення, що включення можна 
замінити матеріалом матриці, який підданий однорідній власній деформації, моделюючи цю 
задачу певним розподілом уздовж поверхні поділу областей зосереджених сил чи дислокацій 
Сомільяно. Найпростіше та наочне обґрунтування методу зосереджених сил Ешелбі містить-
ся у [1488].  
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Відповідно до часткової поліноміальної консервативності, якщо поле деформацій все-
редині чужорідного включення в необмеженому тілі однорідне, то збурене поле переміщень 
збігається з переміщеннями від однорідних власних деформацій відповідної області в одно-
рідному масиві зі сталими, які дорівнюють різниці пружних сталих матриці та включення 
[1281, 1128]. M.A.Jaswon, R.D. Bhargava [1383] деталізували цей метод стосовно плоскої за-
дачі теорії пружності, R.D.List, J.P.O.Silberstein [1470] з використанням методу конформних 
відображень розв`язали задачу для безмежної пластинки з квадратним включенням, підданої 
однорідній початковій деформації. Т.Mura і S.C.Lin [1532] узагальнили результати 
Дж.Ешелбі на анізотропний випадок, досліджуючи енергію деформації тіла з включенням у 
вигляді сплющеного еліпсоїда (сфероїда), що підданий рівномірному нагріванню. Тут дета-
льно досліджений частковий випадок еліптичної тріщини, однак напружено-деформований 
стан і вплив пружних властивостей включення не досліджені.  

Напружено-деформований стан трансверсально-ізотропної пластинки із еліптичним 
включенням вивчав Ю.М.Подільчук [764]. Інший вид анізотропії такої задачі досліджено у 
[1766], загальний тип анізотропії – у [1371]. Окремі плоскі задачі для включень у анізотроп-
них середовищах досліджувалися і у [1620] (еліптичне і лінійне включення), [1765]. Прина-
гідно згадаємо про розв’язки пружної антиплоскої задачі для еліптичного включення в 
ізотропному матеріалі [1322] та у кусково-однорідному анізотропному просторі [1776]. 

У праці [1531] відзначено, що метод еквівалентних включень можна застосовувати у 
випадку необмеженої кількості включень у безмежному масиві, однак тоді додаткові власні 
деформації не можуть бути однозначно визначені. Наявність двох еліптичних неодноріднос-
тей вперше досліджена Z.A.Moschovidis, T.Mura [1524]. Застосувавши методи збурення Б.А. 
Зімін [329] дослідив задачу про два еліпсоїдальні включення в ізотропному середовищі. Пло-
ска задача для еліптичного включення досить детально досліджена у праці [1765], де визна-
чене поле переміщень, напружень, пружна енергія та жорстке повертання включення. 
Численні дослідження спрямовані на врахування анізотропії пружних властивостей матриці і 
включення, наприклад [1529, 1297, 1532, 1454]. Можливість періодично повторюваних еліп-
соїдальних включень розглядалася у [1518, 1727] та ін. 

У працях [1391, 1392] порівнюються реалізації методу еквівалентного включення і ме-
тоду граничних інтегральних рівнянь стосовно визначення деформацій у необмеженому се-
редовищі за однорідних власних деформацій кубічного включення. Обидва методи дають 
близькі результати за помірної різниці між пружними властивостями фаз? а загалом поблизу 
кутових точок збіжність першого методу краща. 

Пряме використання формули Сомільяно з огляду на його регулярність стосовно на-
пружень на поверхні не розв`язується коректно відносно цих величин [1070]. Автор надає 
перевагу новому p -рівнянню, яке є сингулярним стосовно компонент вектора напружень. 

F.Erdogan [1269] звів задачу про середовище з включеннями до задачі про однорідне 
середовище з розподіленими по об`єму області, яку займали включення, та її границі наперед 
невідомих масових і поверхневих сил. Використання функції Ґріна для кожної із складових 
(конституант – включень і матриці) дає систему СІР, визначених на межі тіла та межі поділу 
фаз. За однаковості коефіцієнтів Пуассона ці рівняння істотно спрощуються. 

Метод еквівалентного включення 

Метод еквівалентного включення виявився найпродуктивнішим для аналізу впливу на 
пружні поля фазових перетворень [1415]. На основі цього методу була розглянута низка ці-
кавих три- та двовимірних обернених та оптимізаційних задач для еліптичних та еліпсоїда-
льних включень у ізотропних та анізотропних середовищах [1083, 145, 1263, 392, 391, 1417], 
задачі для еліпсоїдального включення у ізотропному півпросторі [1623], у одному із двох 
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ізотропних півпросторів, що перебувають у ідеальному та гладкому контакті [1770] та в ані-
зотропному однорідному [1201, 1203] та кусково-однорідному [1536] середовищах.  

Поліноміальна консервативність 

У 1971 р. було доведено [505], що якщо в необмеженому анізотропному середовищі 
поле деформацій на безмежності є поліномом деякого степеню, то поле деформацій усереди-
ні еліпсоїдального чужорідного включення теж буде поліномом того ж степеню. Воно 
одержало назву властивості поліноміальної консервативності ( p -властивість). Для прикладу 
автори розглянули однорідне та лінійне поля деформацій для включень з довільними пруж-
ними властивостями і поліноміальну деформацію стосовно абсолютно жорсткого включення 
та порожнини. Пізніше Б.А.Зимін [329] показав, що p -властивість справедлива теж і для 
включень з нелінійно пружного матеріалу за умови однорідності поля деформацій на нескін-
ченності. 

Відкриття p -властивості сприяло розв`язанню широкого кола задач теорії пружності, 
термопружності, в`язкопружності і механіки полімерів. У [766] подані точні аналітичні 
розв`язки для необмеженого ізотропного масиву з еліпсоїдальним включенням за лінійного 
та сталого поля напружень на нескінченності; визначений напружений стан термопружного 
середовища зі сфероїдальним включенням за рівномірного нагрівання і однорідного поля на-
пружень на нескінченності; точно розв`язана задача для важкого півпростору з сфероїдаль-
ним включенням, оскільки і у цьому випадку напруження є лінійними функціями координат 
на нескінченності. Застосування принципу Вольтерри дало можливість вивчити вплив рів-
номірного нагрівання і однорідного поля напружень на нескінченності на деформацію 
в`язкопружної матриці за наявності сфероїдального включення. 

Розв`язування задач для включень у вигляді пружних еліпсоїда і сфероїда цікаве і мож-
ливістю моделювання тонких дискових та стрижневих включень: видовженого сфероїдаль-
ного [1634] (так само, як плоска еліптична тріщина і голкова порожнина в анізотропному 
пружному середовищі [504]); сплющеного сфероїдального включень за та без урахування 
пластичного деформування матриці, що деформується зусиллями, паралельними до еквато-
ріальної площини [1635] (метод Ешелбі); жорсткого сфероїдального включення (зокрема і 
диску) за скручувальних зусиль [1235]; жорсткого еліпсоїдального диску та видовженої гол-
ки в анізотропному середовищі за однорідного розтягу та зсуву на нескінченності (контактні 
напруження на поверхні поділу матеріалів) та замкнений розв`язок у випадку трансверсаль-
но-ізотропної матриці [592]; енергія деформації тіла з тонким еліпсоїдальним включенням у 
анізотропній матриці [1532]. Аналогічним чином у [1766] граничним переходом від еліптич-
ного включення отриманий розв`язок для тонкого жорсткого лінійного включення в анізот-
ропній матриці. 

А.Чен та К.Янг [1195] подібно до [1269] вводять у розгляд фіктивні масові сили в обла-
сті, зайнятій включенням. Деформації всередині включення розвивають у ряд Тейлора і бу-
дують систему лінійних алгебричних рівнянь (СЛАР) для коефіцієнтів розвинення. Чим 
більше членів цього ряду приймають до відома – тим вищий порядок одержаної апроксима-
ції. Урахування лише першого члена, що відповідає припущенню про однорідність поля де-
формацій, дає порівняно прості вирази, використані авторами при розгляді включення 
сфероїдальної, кубічної та певної видовженої форми. У першому з цих випадків гіпотеза од-
норідності відповідає дійсності і даний метод дає точний результат. В усіх інших – розв`язок 
наближений. 
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42.3. Деякі специфічні методи та класи пружних і непружних задач 

Інші методи 

Для розв`язування задач про включення у пружних середовищах можна використову-
вати метод К-функцій [365]. Досліджуючи напружений стан пластин з пружними включен-
нями, зручно не розв`язувати безпосередньо тривимірну задачу, а врахувати тривимірність 
напруженого стану, розв`язуючи послідовність двовимірних задач [40, 168]. Низка методів, 
що використовуються під час дослідження тіл з отворами і детально розглянуті у шостому 
розділі книги [199], придатна і для дослідження впливу включень. 

Інші класи задач теорії пружності 

Із антиплоскою задачею теорії пружності споріднені задачі кручення [37, 535, 1176]. 
Задачі згину пластин із включеннями (з урахуванням також існування можливих тріщин) 
розглянуті теж у великій кількості наукових праць. Згадаємо для прикладу тільки [535, 1170, 
1362]. Друга праця стосується включення типу Ешелбі, коли в еліптичній області пластини 
задане власне поле поворотів нормалей, коли таке поле власних поворотів задане у властиво 
еліптичному чужорідному включенні, а також якщо у круговій пластинці існує кругова об-
ласть однорідних власних кутів повороту. Третя праця стосується згину анізотропної плас-
тини із еліптичним чи круговим отвором (чи й тріщиною) або такими ж жорсткими 
включеннями. 

Велика увага завжди приділялася вивченню напруженого стану і концентрації напру-
жень у оболонках із включеннями [1718, 781, 1091, 255, 1775], однак кількість праць з цієї 
тематики, що орієнтуються на аналітичні, а не числові методи, не є великою. 

Непружні та нелінійні явища 

Хоча монографія стосується лише питань пружності і термопружності, для ілюстрації 
широти спектру проблематики включень коротко згадаємо лише деякі праці, що стосуються 
урахування не лише непружних ефектів і які потрапили у поле зору автора. Плоске 
в’язкопружне деформування пластин із включеннями розглянуте у працях С.О.Калоєрова і 
А.Б.Мироненка [367, 368]. Модель мікрополярного середовища для розв’язування кубоїдно-
го включення Ешелбі використана у [1625]. Не залишилися поза увагою задачі для еластомі-
рів з включеннями [1210]. 

Геометрично нелінійна постановка задачі для множинних включень та аналіз деяких 
результатів викладені у статті [1535]. 

Два останні десятиліття бурхливо розвивається механіка п’єзоелектричних матеріалів і, 
відповідно, аналіз впливу включень у таких матеріалах на механічні та електричні та магніт-
ні поля. Найбільшого прогресу досягнуто у дослідженні впливу жорстких [1200] та пружних 
[1729, 1421, 1364, 1365] еліпсоїдальних (у частковому випадку сфероїд – еліпсоїд обертання) 
включень, які у частковому випадку трансформуються у сплющені еліптичні (кругові) вклю-
чення. Більш загальні результати, які стосуються включень довільної форми у три- і двови-
мірних середовищах можна знайти у [1399]. 

Плоска задача для п’єзоелектричного включення Ешелбі (матеріал матриці із власними 
деформації) довільної форми вивчена С.Ru [1584]. Реальні еліптичні включення у 
п’єзоелектриках досліджувалися у [1218] (отвір або абсолютно жорстке включення), [1757] 
(співфокусна тріщина всередині включення), [1561] (враховуються також температурні чин-
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ники та прямолінійні тріщини зовні включення, що нагріваються). Тріщину на межі поділу з 
круговим включенням досліджували у праці [1736]. 

Задачу для кругового циліндра в межах антиплоскої п’єзоелектрики вивчено у [1546]. 
Застосування до вивчення задач теорії включень довільного профілю і особливо тонко-

стінних рівнянь плоскої задачі теорії пружності і особливо узагальненого плоского напруже-
ного стану не є простим та однозначним. Зрозуміло, що безпосередньо біля лінії контакту 
матеріалів у тонких пластинах виникатиме істотно тривимірний напружений стан, на що 
звертало увагу багато дослідників, див. напр. [1090]. Однак якщо зважити на експеримента-
льні дослідження тривимірних ефектів поблизу вістря тріщини [1577], то така зона для трі-
щини не поширюється далі, як на відстань половини товщини пластинки. Для включень 
(навіть гострокінцевих і тонких) рівень концентрації напружень є набагато меншим у порів-
нянні із тріщиною, а тому зона тривимірності повинна бути ще меншою. В.В.Лобода [540] з 
використанням рівнянь тривимірної теорії пружності дослідив напружено-деформований 
стан півшару, підкріпленого стрингером. Звівши цю тривимірну задачу до послідовності 
двовимірних, було з’ясовано, що напруження в зоні підкріплення, обумовлені ефектами три-
вимірності полів співвимірні із дотичними напруженнями, які отримуються за використання 
двовимірних теорій.  

 

§ 43. Асимптотичні методи 

43.1. Загальні відомості 

Під час розв`язування задач для тонкостінних включень і визначення концентрації на-
пружень біля краю неоднорідності з урахуванням її форми ефективним є застосування мето-
ду спряження зовнішнього і внутрішнього асимптотичного розвинень [641] (див. теж 
автореферати дисертацій  [642, 601, 277], монографії [643, 640, 1525, 374], препринт [360] та 
недавні огляди G.B.Sinclair [1643, 1644]. На с. 81–86 класичної праці Г.П.Черепанова [1079] 
теж можна ознайомитися із використанням асимптотичних методів до аналізу тонких вклю-
чень. 

Найкраще асимптотичні методи придатні для аналізу напруженого стану поблизу особ-
ливих точок (кутових чи з малим радіусом кривизни) на контурі включення та оцінки енер-
гетичних параметрів [600, 609, 38, 553]. 

В асимптотичній теорії найчастіше застосовується схема Ван-Дайка [135, 644]. Основна 
ідея цієї схеми полягає у тому, що розв’язок шукають у вигляді двох асимптотичних розви-
нень за малим параметром, що характеризує область включення: зовнішнього та внутрішньо-
го. Зовнішнє асимптотичне розвинення описує розв’язок задачі всюди за винятком деякого 
малого околу краю включення, а внутрішнє – всередині цього малого околу. Два розвинення 
узгоджуються між собою за допомогою принципу зшивання асимптотичних розвинень.  

Зовнішнє асимптотичне розвинення записують у вигляді ряду за малим параметром і 
після підставляння його у диференціальні рівняння та умови ідеального чи неідеального кон-
такту включення з матрицею отримують послідовність диференціальних рівнянь та крайових 
умов для визначення кожного члена розвинення. Внутрішнє розвинення будують подібним 
чином, але із попереднім введенням внутрішніх (пограншарових розв’язків, які мають сенс 
базових розв’язків) розвинень. 
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43.2. Зовнішнє асимптотичне розвинення 

Для побудови зовнішнього розвинення можна абстрагуватися від точного опису геоме-
трії, замінивши її певною поверхнею (лінією), на якій певні величини змінюються стрибком. 
Внутрішнє асимптотичне розвинення має вигляд пограншарового розв`язку. У теорії пруж-
ності ідею такого методу вперше висловив Г.П.Черепанов [1077] (див. теж § 1 розд. 2 [1078, 
1085]), будуючи загальну теорію рівнянь рівноваги спряжених континуумів різної вимірності 
(неперервного середовища, армованого пружними тонкими стрижнями чи оболонками а та-
кож оболонок, армованих стрижнями). Отримане ним співвідношення (13) [1077] за суттю є 
зовнішнім розв`язком для тривимірного середовища, армованого оболонками. До цих дослі-
джень можна долучити започатковані ще у 1963 р. праці Я.С.Підстригача [736], Ч.Возняка 
[1747, 1749, 1748], де вивчається динамічна модель тіла, армованого гнучкими мембранами 
та нитками. 

43.3. Окремі класи задач 

Осесиметричні просторові задачі 

Дослідження осесиметричної задачі теорії пружності концентрації напружень поблизу 
вістря списового включення у пружному тілі [603] виявило, що розв’язок має дві складові, з 
яких одна має вигляд пограничного шару. В особливій точці включення не має сингулярнос-
ті (є обмеженим), хоча це і не стосується випадку абсолютно жорсткого тіла (окремо розгля-
нутий двовимірний випадок і там граничні переходи до порожнини і абсолютно жорсткого 
матеріалу неможливі). У аналогічній плоскій задачі [608] пізніше було з’ясовано, що час пе-
реходу до абсолютно жорсткого чи абсолютно податного включення пограншаровий дода-
нок формує кореневу особливість. Руйнування біля списового включення, вставленого з 
натягом у порожнину, подібну до нього і дещо іншу, вивчене у [602]. Сингулярність напру-
жень і руйнування біля тонкого включення конічної форми вивчене Н.В.Мовчан та 
С.О.Назаровим [610, 611]. 

У роботі С.К.Канауна [370] (див. теж [372, 373]) метод спряження внутрішнього і зов-
нішнього асимптотичного розвинень поєднаний з методом ефективного включення Ешелбі 
для вивчення тонкостінного жорсткого і податного пружного включення у необмеженому 
анізотропному тривимірному середовищі. Отримані часткові випадки тріщини та абсолютно 
жорсткої тонкої плівки. Побудовані інтегральні рівняння стосовно функції, заданої на сере-
динній поверхні включення та вказано асимптотики розв’язку цього рівняння і вид асимпто-
тик напружень біля краю поверхневого тонкого включення. У праці Г.П.Черепанова [1208] 
поряд із аналізом інваріантних Г-інтегралів подана теорія зміцнених композитів і з викорис-
танням згаданих вище внутрішнього та зовнішнього розкладів розглянуті випадки армування 
тривимірного тіла відносно жорсткою оболонкою та пружної оболонки при її армуванні від-
носно жорстким ребром. Розвиток цих результатів містить праця [653]. Тут пропонується на-
ближений асимптотичний розв’язок задачі із використанням специфічного пограншару і 
наближена інженерна формула для оптимальної довжини волокна арматури. Застосування 
методики Г-інтегрування дає такі ж результати. Використовується тут теж і числовий метод 
МСЕ, на основі результатів якого подається наближений аналітичний вираз, який різниться 
не більше, як на 2% від числових. 

І.С.Зорін та С.О.Назаров [354] дослідили асимптотики тонкого тороїдного включення, 
перерізом якого є довільна двовимірна область. 

Принагідно згадаємо тут працю J.D.Eshelby [1283], де вивчається задача про розтяг 
простору уздовж осі тонкого внутрішнього волокна. Тут зазначається аналогія такої задачі 



§ 43. Асимптотичні методи 561

до проблеми обтікання видовженого тіла рідиною чи збурення однорідного електричного 
поля у середовищі із циліндричним провідником (див. [524]). Запропоновано уточнені вира-
зи розподілу напружень у волокні та його максимального значення, поправковий множник 
до згаданого розв’язку Г.П.Черепанова [1208]. 

Осесиметричне кручення 

Я.І.Кунець, О.П.Піддубняк [763] (див. теж [501]) послідовно застосували класичну схе-
му Ван-Дайка до розв`язування задач осесиметричного кручення простору та півпростору з 
тонким включенням з вістрям скінченного кута розхилу. Заслуговує уваги цікава й перспе-
ктивна ідея [500] (аналогічна плоска задача розглянута у [598]), пов`язана з використанням 
асимптотичних методів, коли в тілі виділяють тонкий шар, частину якого складає включення 
сталої товщини (своєрідне кусково-однорідне включення). Такі включення в рамках однови-
мірної моделі вивчалися також і у [870]. 

Викривлені стрижні у просторовому тілі 

Розв’язок задачі про криволінійний стрижень у тривимірному однорідному середовищі 
подано у вигляді асимптотичних розвинень у ряди за малим параметром (відношення харак-
терного розміру попереччя до довжини) і обчислення головних членів таких розвинень на 
основі інтегрального рівняння задачі для різних механічних полів отримано С.К.Канауном 
[371]. Виявлено, що головний член поля всередині включення є сумою повільно змінюваної 
складової та функції типу пограншару.  

Безперечно, що до аналізу тонких пружних включень можна застосовувати результати 
праці В.Е.Єлісєєва [317], отримані під час вивчення рівноваги криволінійного стрижня, на-
вантаженого на бічній поверхні та торцях. 

Плоскі задачі 

Поряд із вищезгаданою працею [608] асимптотичні методи до аналізу напруженого 
стану біля вістря загостреного пружного, порожнинного і абсолютно жорсткого включень, з 

нульовим кутом розхилу, а також інших форм включень, скажімо ( ) ( )2 2
02h x a x h x= − , 

клиновидного з малим кутом розхилу застосовували механіки ленінградської школи [607, 
600, 604–606]. Безпосередньо біля вістря напруження були скінченними, а коренева особли-
вість від пограншарової складової розв’язку з’являлася на певній дуже малій відстані від віс-
тря.  

В останній праці вивчалася загальніша проблема тонкого включення довільної зміню-
ваної товщини (відношення товщини до довжини має порядок ε ), коли відношення модулів 
пружності матеріалів включення та матриці має той самий порядок ε . Подано асимптотич-
ний аналіз за ε  напружено-деформованого стану біля берегів включення. Вірогідно, що ця 
праця постала на основі опублікованої набагато раніше дуже часто тепер цитованої роботи 
D.Caillerie [1155] (повідомлення цих результатів у працях французької академії наук відбу-
лося ще у 1978 р.). У цій публікації D.Caillerie розглядалося включення у вигляді плоскої 
циліндричної підобласті завтовшки 2ε  з залежними від ε  пружними сталими, збільшення 
яких відбувається із прямуванням ε  до нуля за законом aε − , де 0a > . Досліджені випадки, 
коли a <1, a =1, 2, 3, a >3. Задача досліджувалася у варіаційній постановці, і були вивчені 
також випадки, коли межею області включення була дуга кривої чи точка. У роботі вивчені 
суто теоретичні питання єдиності розв’язків, збіжності процесів; якийсь числовий аналіз 
прикладів відсутній. 
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Асимптотичний аналіз згину криволінійних стрижнів у площині згину [795] можна ви-
користати і у плоскій теорії тонкостінних включень. 

Огляд результатів на кінець 90-х років з плоских задач теорії тріщин, стрингерів, роз-
клинювальних вставок та включень за наявності розшарування, отриманих із використанням 
головно асимптотичних методів зробили В.М.Александров та Б.И.Сметанін [26]. 

Взаємодія неоднорідностей у плоскій задачі 

У праці [1447] з використанням апарату узагальнених функцій та моделі пружного тіла 
з мікроструктурою побудовано наближені вирази для пружних полів та енергії пружної вза-
ємодії між тріщиною та малим включенням довільної форми. У роботі [853] вивчається вза-
ємодія тонкого жорсткого включення скінченної довжини змінюваної товщини та співвісною 
тріщиною, коли відстань між вістрями дефектів є малою ( 2ε ). Методом зшивання асимпто-
тик визначено КІН біля найближчого вістря тріщини та коефіцієнт біля старшого члена аси-
мптотики розв’язку в околі контуру включення. 

Антиплоска задача 

Пояснення згадуваного вище явища різкої зміни структури напруженого стану в околі 
податного (м’якого) включення, коли його модуль пружності прямує до нуля, подане 
Я.І.Кунцем [502]. З використанням методу зрощування асимптотичних розвинень, методу 
сингулярних інтегральних рівнянь та механічних квадратур обґрунтована поява у гранично-
му переході кореневої сингулярності. Багато із цих питань є близькі до результатів вивчення 
динамічних явищ у задачах тонких включень, опрацьованих цим автором [501]. 

З урахуванням відомих аналогій між задачами антиплоского деформування, теплопро-
відності та електростатики тут можна також згадати про задачі теплопровідності, які стосу-
ються аналізу впливу тонкого безмежного прошарку на температуру в неоднорідному 
середовищі [892], стаціонарного та нестаціонарного впливу прошарку з високою теплопрові-
дністю [1130, 1131], вивчення періодичної задачі для прошарку з дуже високою чи дуже ма-
лою теплопровідністю [17*]; про задачі електростатики для включення із великою 
діелектричною сталою [890, 891]. 

 

§ 44. Експериментальні методи 

Дослідне визначення поля і концентрації напружень біля тонкостінних і волокнистих 
включень (переважно методами фотопружності) є дуже складним з огляду на тривимірність 
поля, високих градієнтів напружень, відсутності чіткої поверхні поділу матеріалів та склад-
ності фотопружного аналізу у безпосередній близькості до неї, складності у забезпеченні іде-
ального контакту (адгезії) включення з матрицею, неможливості позбутися залишкових 
напружень після виготовлення моделі тощо. 

Праці D.M.Schuster, E.Scala [1597], W.R.Tyson і G.J.Davies [1716] є, певно, першими се-
рйозними дослідженнями двовимірних моделей, а праці І.М.Дюреллі та його співробітників 
[1260, 1549, 1261] одними з перших вивчали тривимірне поле напружень в тілах з волокнис-
тими включеннями. У [1679] досліджена концентрація напружень на поодинокому включен-
ні-волокні трикутного, прямокутного і півкруглого попереччя у залежності від його 
відносної жорсткості та довжини. Тензометрування застосовувалося до аналізу внутрішніх 
напружень у праці [1298]. 

В оглядових працях [1099, 1126, 308, 506] досить повно охарактеризований стан опра-
цювання цього питання станом на 1971 рік, коли були отримані, зрештою, визначальні ре-
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зультати з цього питання. Вкажемо теж на оглядові праці [1367, 1502] та важливі публікації 
[1484, 1485]. 

44.1. Загальний розподіл напружень 

Зазначимо, що у більшості дослідів включення мали жорсткість набагато більшу від 
матриці і їх можна наближено вважати абсолютно жорсткими. Відзначається, що біля кінця 
волокна є істотна концентрація дотичних напружень, тут же виникають великі поперечні но-
рмальні напруження. Більшість експериментальних досліджень навіть для волокнистих ком-
позитів здійснена на плоских пластинчастих зразках, у які вклеєне тонке відносно жорстке 
(практично абсолютно жорстке), або лише у декілька разів жорсткіше включення сталої то-
вщини, кінці якого мають ту чи іншу форму.  

У згадуваній праці [1716] розглядалося прямокутне алюмінієве включення у матриці із 
епоксидної смоли за розтягу уздовж включення напруженням σ . Найбільше дотичне напру-
ження біля вістря включення, що спостерігалося, перевищувало значення 2,5σ . Вже на від-
стані двох діаметрів (товщин) включення експериментальні дані збігалися із отриманими 
теоретичними даними. Були побудовані і експериментальні графіки дотичних та максималь-
них дотичних напружень на межі поділу матеріалів. M.Fujiwara [1296] з’ясував розподіли 
цих же величин на поверхні включення для різної орієнтації включення щодо напряму при-
кладених зусиль. D.R.Jenkins [1386] напевно вперше застосував у фотопружних досліджен-
нях напружень поблизу скляного стрижня у поліефірній смолі світло газового лазера.  

N.C.Remedios, W.G.Wood [1567] здійснили комплексне аналітико-числово-
експериментальне дослідження поля напружень для двох комбінацій матеріалів стрижня і 
матриці. Математична модель включення припускала лінійну залежність зміни зусиль уз-
довж межі контакту і отримане рівняння розв’язувалося методом дискретизації у припущен-
ні сталості зусиль на кожному елементі розбиття. Відзначений хороший збіг полів 
напружень, розрахованих і зафіксованих усіма методами. Подібні картини напружень були 
отримані тими ж дослідними, аналітичними і числовими методами у праці [1217], хоча не 
враховувалося зчеплення торців із матрицею. 

У [1313] було досліджено зразки з епоксидної смоли, у які вклеювалися або вставляли-
ся без тертя (змащені) відрізки платинороднієвого дроту. Напруження у матриці визначалися 
методами фотопружності, а у волокні – рентгенівськими. Виявлено, що реальна ефективна 
довжина волокна (довжина передачі навантаження) добре збігається із розрахованою станда-
ртними методами, однак максимальні напруження у волокні різнилися від теоретично розра-
хованих. 

A.Feinhold та ін. [1288] експериментально дослідили розподіл напружень у поліурета-
нових пластинках скінченної ширини із прямокутними полістироловими включеннями (не 
тонкими) у випадках, коли осі симетрії складових паралельні і нахилені під кутом / 4π . По-
дано графіки головних напружень у двох характерних поперечних перерізах пластин. Подіб-
не дослідження для практично абсолютно жорсткого прямокутного включення (відношення 
модулів пружності має третій порядок) здійснене у [1511]. Вивчено вплив трьох різних роз-
мірів вставок та кутів їх орієнтації на коефіцієнт концентрації напружень. Результати дослі-
дів підтвердили висновки, отримані за допомогою застосування МСЕ [1510]. 

J.Javornicky [1384] для аналізу характеристик викривлених волокон у композитах за-
стосував методи фотопружності стосовно плоских моделей з різним розташуванням вклю-
чень. Особлива увага приділена визначенню дотичних напружень на межі поділу матеріалів. 
Для випадку ортогональних рядів включень отримані траєкторії максимальних дотичних на-
пружень. 
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44.2. Аналіз впливу торців 

Можливо першими до аналізу впливу форми торця тонкого включення-волокна на роз-
поділ напружень поблизу нього звернулися D.M.Schuster i E.Scala (1965) [1597]. Застосував-
ши техніку мікрофотопружного експерименту, було виявлене поле напружень поблизу кінця 
ізольованого сапфірового ( 2 3Al Oα − ) вусу. Для прямокутного вусу дослідні дані практично 
збігалися із даними Тайсона – Дейвіса [1716] про рівень максимальних дотичних напружень 
біля вістря приблизно 2,5σ . А ось у випадку загостреного торця ці напруження виявилися 
набагато меншими. 

T.F.MacLaughlin [1484, 28*] у 1966, 1968 рр. докладно вивчили вплив форми кінця ста-
льного включення у епоксидній матриці ( / ~ 3000f mE E  у першій і / ~ 40f mE E  у другій 
праці) на рівень концентрації напружень (закруглений радіусом 0,15R, загострений з кутом 
при вершині / 6π , дуже сильно загострений, прямокутний) у тому випадку, коли волокно 
витягується силою із матриці. Побудовано графіки maxτ . У цьому дослідженні (на відміну 
від праці [1597], де зразок містив внутрішнє включення і біля вістря із загостреним торцем 
було отримано найменшу концентрацію напружень) отримано найнижчу концентрацію на-
пружень біля прямокутного кінця включення. Змодельовано у праці також розрив волокна за 
допомогою формування зразків з двома волокнами, кінці яких є на певній не заповненій ма-
теріалом відстані. Виявилося, що найбільша концентрація дотичних напружень max сер/τ τ  
сягала 13 (більше на ~50% напруження біля ізольованого, охопленого матеріалом торця), 
якщо кінці волокон були на відстані, не більшій від діаметра волокна. Вивчені ефекти різної 
об’ємної частки волокон (0,16 і 0,45), ексцентриситету (неспіввісності) сусідніх волокон, пе-
рекривання (проекції неспіввісних волокон одне на друге ненульові). 

I.M.Allison та L.C.Hollaway [1141, 1142] використали такого ж типу зразок (матриця – 
аральдит СТ200, волокно – дюралюміній або сталь), як у Тайсона – Дейвіса [1716], і розтяг 
напруженням σ . У [1141] на відміну від [1716] було отримано рівень концентрації вищим 
біля закруглених торців, аніж біля прямих (для закругленого max /τ σ = 4,2, max /xyτ σ = 1,93, 

max
1 /σ σ = 7; для прямокутного – max /τ σ = 2,3, max /xyτ σ = 2, max

1 /σ σ = 4). Тут 1σ  – найбіль-

ше головне напруження. З’ясовано, що 0xyτ =  на відстані 20 діаметрів d  від торця, а отже 
ефективна довжина включення дорівнює 40 d . Обчислене за дотичними напруженнями 
максимальне напруження розтягу у волокні дорівнювало 172σ  для закругленого і 85σ  для 
прямого. У праці [1142] збільшено кількість досліджуваних форм торця і здійснено зістав-
лення отриманих експериментальних результатів із розрахунками на комп’ютері. 

M.J.Iremonger, W.G.Wood [1375] (фотопружне- та МСЕ-дослідження) зазначили, що 
через зв’язаний із матрицею торець включення передається значна кількість навантаження 
(це узгоджується із висновками МСЕ-аналізу [1186, 1543]). Виявлено теж, що частка наван-
таження, яка передається через торець волокна збільшується зі зменшенням проміжку між 
кінцями сусідніх волокон (такий же висновок вже згадуваних праць [1142, 1543]). Загалом 
досліджені залежності дотичних і нормальних напружень на поверхнях поділу матеріалів, а 
також зусиль всередині включення, від об’ємної частки волокон, а також від відстані між кі-
нцями сусідніх волокон. Існування чи відсутність матеріалу між кінцями волокон дуже си-
льно впливає на величину концентрації напружень. За появи порожнини між кінцями 
волокон, що відбувається внаслідок обривання волокон, дотичні напруження зростають на 
порядок при відстані між торцями 0,2 d . Виявлено, що пластичне течіння починається біля 
кутів включення і поширюється уздовж ширини та довжини включення до його центральної 
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частини. Воно зменшує концентрацію напружень і збільшує ефективну довжину включення. 
При цьому біля включення постають нормальні напруження стиску. 

Вплив форми торця включення, орієнтації волокон та об’ємної частки наповнення у 
статичному випадку досліджує також праця [1554], а у динамічному – [1553]. 

44.3. Руйнування волокон 

Праця [319] із використанням методу муарових смуг досліджувала деформування і 
руйнування м’яких (припій ПОС-30) нахилених до вільної поверхні тонких прошарків за 
стиску в умовах плоскої деформації. Виявлені пластично деформовані та «жорсткі» зони. 

O.Tamate, H.Sekine i Y.Ozawa [1674] у 1982 р. в ролі критерію зародження руйнування 
біля тонких включень вибрали умову, що руйнування визначається граничним значенням 
нормального напруження nnσ  біля вістря включення, а кут руху ϕ  – умовою 0nnσ ϕ∂ ∂ = . 
Для теоретичного аналізу використано асимптотичні формули для поля напружень біля аб-
солютно жорсткого включення, у яких на додаток до однорідного поля напружень на нескін-
ченності додатково враховано й температурне розширення-зсідання включення. Побудовано 
формули для визначення критичного навантаження і напряму розвитку тріщини. Фотопруж-
ні експерименти на плоских зразках здійснено для тонких включень п’яти різних скінченних 
довжин з відносною жорсткістю 73,8. В експериментах отримано кут поширення тріщини за 
поздовжнього розтягу 90,3о. У 1987 р. С.Ю.Попіна та Г.Т.Сулим [796] запропонували і до-
кладно дослідили критерій зародження руйнування біля тонкого пружного включення. 

Праця P.B.Hughes, N.I.Fattuhi [1366] стосується визначення міцності попередньо розтя-
гнутих стальних (різних марок) волокон у розтягуваних матрицях із вапняного та цементно-
го розчинів. Виявлена лінійна залежність між зусиллям розтягу та логарифмом довжини 
волокна, а також зростання ефективної міцності межі контакту зі збільшенням довжини за-
глиблення волокон та їх об’ємної частки. 

Розподіл напружень у матриці поблизу розірваного волокна на двовимірній моделі, яка 
моделювала об’ємну частку волокон 0,714 з відносною жорсткістю /f mE E = 55 поляриза-
ційно-оптичним методом дослідили T.F.MacLaughlin, M.R.Barker [1485]. Для максимальних 
дотичних напружень було отримане значення коефіцієнта концентрації напружень 12, а для 
нормальних напружень – 9. Подібне дослідження виконали раніше M.J.Iremonger, W.G.Wood 
[1377], докладно дослідивши вплив величини незаповненого проміжку між двома частинами 
одного розірваного волокна. В обох згаданих вище працях отримані дослідні дані порівню-
ються із власними даними числових досліджень із використанням МСЕ. 

44.4. Визначення КІН 

E.E.Gdoutos [1309] переніс методику фотопружного визначення КІН біля вістря тріщи-
ни на випадок визначення КІН біля тонкого абсолютно жорсткого волокна з використанням 
поляризаційно-оптичного методу. Вивчені загальні властивості поля ізохром, вплив коефіці-
єнта Пуассона матеріалу пластинки. Запропоновано методику безпосереднього експеримен-
тального визначення КІН. 

У працях Ю.І.Сорокатого та ін. [898, 900, 899, 901] опрацьована методика визначення 
узагальнених КІН біля вістря тонкого пружного включення, визначено поля напружень у ма-
триці та побудована залежність КІН від форми кінця включення. У публікаціях [1689, 1690] 
метод каустик визначення КІН поширений на неоднорідності загальної природи. 1991 р. бу-
ло опубліковане теоретико-експериментальне дослідження [321], що стосувалася визначення 
методом фотопружності поля напружень поблизу торця тонкого включення прямокутного 
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профілю (плоский напружений стан) для того, щоб поміж чотирьох способів обчислення на-
пружень на торці включення вибрати оптимальний.  

44.5. Склейка матеріалів 

Оскільки шар клею є тонким, то методи дослідження клейових з’єднань та отримані 
внаслідок цього результати дають багато корисної інформації для дослідників тонких вклю-
чень, особливо, якщо шар клею містить тонкі дефекти. Якщо ж склеювання відбувається у 
стик, то шар клею є звичайним включенням у вигляді проміжного шару. Скажімо, у роботі 
Ichiro Tuzi [1714] з використанням лазерної техніки досліджено розтяг двох прямокутних 
пластин завширшки 30 мм, з’єднаних між собою шаром м’якшого чи жорсткішого за пласти-
ни клею завтовшки 2,5; 5; 10; 20 і 30 мм так, щоб загальна довжина зразка дорівнювала 140 
мм. Вимірювалися на осі зразка і на межі поділу матеріалів. На цій межі напруження зміню-
ються нерівномірно, причому концентрація напружень спостерігалася або на краях, або в се-
редині шва. У шарах м’якого клею напруження дещо зменшувалися (у жорсткого – 
збільшувалися) при зменшенні товщини шару клею. 

У праці L.W.Zachary, T.R.Rogge [1774] методами фотопружності та МСЕ дослідили 
з’єднання унапусток двох металевих пластин. Отримано графіки розподілу у шарі клею до-
тичних напружень за наявності у ньому паралельно чи перпендикулярно до напряму дії зсу-
вних напружень тріщини або тонкого жорсткого включення. Виявлено, що максимальні 
дотичні напруження за існування дефекту у 4–5 разів більші, аніж за їх відсутності, причому 
паралельна тріщина є більш небезпечною від перпендикулярної.  

Автори праці [58] поляризаційно-оптичним методом на плоских моделях виявили, що у 
з’єднаннях унапусток існування непроклею поле напружень змінює не дуже сильно, у той 
час, як для з’єднань типу накладка непроклей завдовжки від нуля до половини довжини на-
кладки практично не змінює рівня максимальних дотичних напружень. Автори не аналізу-
ють причини цього явища. Видається, що так само, як і у теорії композитів, тут слід ввести 
поняття ефективної ширини накладки. Напевно, вибрана для експериментів ширина наклад-
ки була набагато більшою від ефективної. 

 

§ 45. Прямі числові методи 

Проблема дослідження напруженого стану елементів з тонкими абсолютно жорсткими 
деформівними, зокрема, пружними включеннями числовими методами  залишилася практи-
чно поза увагою дослідників. Після появи методу скінченних елементів (МСЕ) його переваги 
для розв`язування задач теорії пружності над сітковими стали очевидними. Класичним при-
кладом застосування МСЕ у механіці композиційних матеріалів (волокно скінченної довжи-
ни у тривимірному тілі та лінійне у двовимірному) є [1186]. Багато з передбачених МСЕ-
результатів підтвердилися експериментами [1367, 1485]. Те ж стосується МСЕ-аналізу [1510, 
1543, 1053]. Тому застосування МСЕ до задач теорії тонкостінних включень можна вважати 
ефективним та надійним способом математичного моделювання явища.  

R.M.Barker, T.F.MacLaughlin [1166] на плоскій і тривимірній моделях регулярної струк-
тури розірваних волокон з’ясовували коефіцієнти концентрації напружень у волокні та мат-
риці залежно від трьох параметрів: об’ємної частки волокон (0,45 – два волокна цілі і одне 
розірване (для плоского випадку); 0,74 – 4 волокна цілі і одне розірване (для плоского випад-
ку)); заповненої матеріалом відстані між розірваними волокнами ( t = 0,1d – 20d) та відно-
шення модулів пружності складових ( /f mk E E≡ = 1,4…200) і порівнювали отримані 
результати із своїми експериментальними даними. Виявилося, що коефіцієнти концентрації 
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напружень у волокні малочутливі до об’ємної частки волокон; зі збільшенням відношення 
модуля пружності волокна до матриці порядку 50 він (ККН) сягає значення приблизно 1,5 і 
подальше збільшення жорсткості волокна ККН практично не збільшується. Максимальні на-
пруження у матриці набагато більші, ніж у волокнах (збільшуються зі зменшенням t ), і зі 
збільшенням відносної жорсткості волокон різко зростають – вже при помірних значеннях 
навантажень вони можуть сягнути межі текучості. 

Процеси руйнування біля включення вивчалися також у роботі G.G.Trantina, 
M.Barishpolsky [1708] з використанням двовимірної моделі пружно-пластичного деформу-
вання за деформаційною теорією. Поряд із порожнинами сферичної та еліптичної форми бу-
ло розглянуто пружні включення, зв’язані та не зв’язані із матрицею. Для моделювання 
поверхні включень першого типу було запропоновано спеціальні стрижневі елементи, які 
мають велику жорсткість за стиску та малу за розтягу. Розв’язок задачі для зв’язаного вклю-
чення виявив, що концентрація напружень біля нього мала для зародження тріщини в основ-
ному матеріалі, а тому для аналізу руйнування було прийнято, що спочатку крихто 
руйнується саме включення, а вже потім утворена тріщина продовжує підростати у матриці. 
Побудовано тарувальні залежності умовного КІН для тріщин, які ростуть із дефектів всіх ти-
пів. 

Дослідження [362] впливу орієнтації прямолінійного тонкого включення (три значення 
кутів (0, 30 і 60 градусів), модуль пружності удвічі більший від модуля матриці, плоский на-
пружений стан) на рівень нормальних напружень на його поверхні виявило, що ця неоднорі-
дність розподілу напружень різниться не більше, як на 4–10% від середнього значення для 
цієї орієнтації (самé це середнє значення від орієнтації залежить дуже сильно). Ця праця була 
виконана для можливості уточнення характеристик нових давачів напружень, які розробляли 
у НДІ будівництва Естонії. У тому 1983 р. Г.Т.Сулим та І.В.Рокач [998] дослідили розподіл 
дотичних та нормальних напружень на поверхні пружного та абсолютно жорсткого вклю-
чень (у тому числі і з використанням спеціальної розрахункової моделі для абсолютно жорс-
ткого включення). 

Деякі праці поєднували теоретичні, експериментальні методи із МСЕ-аналізом напру-
жено-деформованого стану. N.C.Remedios, W.G.Wood [1567] у своїй багатоплановій праці у 
частині, що стосується використання МСЕ обчислили розподіли дотичних напружень на ме-
жі поділу, нормальних напружень розтягу у стрижні і також виявили, що в діапазоні віднос-
ної жорсткості включення 2…1000 зміна коефіцієнта Пуассона в проміжку 0,2…0,4 мало 
впливає на зміну полів напружень. Подібні картини напружень були отримані і у працях 
H.D.Convay та ін. [1217, 1230], де враховується взаємодія включень-неоднорідностей скін-
ченної довжини, укладених з так званим перекриттям кінців волокон (кінці волокон одного 
ряду проектуються на волокна у сусідніх рядах). У цих задачах не враховувалося зчеплення 
торців із матрицею. 

Праці [1377, 1375] теж мали комплексний характер. Інше дослідження тих же авторів 
[1376] з використанням МСЕ стосувалося вивчення двовимірної моделі поля напружень в 
околі розірваних волокон у припущенні пружності волокон та пружно-пластичності матриці. 
Вивчено дві ситуації: розірване волокно міститься між неперервними волокнами; сусіднє во-
локно теж розірване, але місце розриву зсунуте в осьовому напрямі на відстань, меншу від 
половини ефективної довжини включення. Підтверджено, що, як і у попередній праці, в око-
лі порушення суцільності волокна нормальні напруження на поверхні цього, а також і сусід-
ніх волокон, може сягнути значних величин. Вони обумовлені локальним стиском вкрай 
напруженої області матриці поблизу кінця короткого волокна. Зі зменшенням незаповненої 
зони вони можуть дещо зменшитися, а ось за пластичного течіння – стати помітно вищими. 
Останнє спричинене, напевно, збільшенням стискуваності матеріалу матриці на початковій 
стадії пластичного течіння. Ці нормальні напруження для розірваного волокна є стискуваль-
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ними, а для сусідніх – розтягувальними. В цілому це обтискання розірваного волокна є пози-
тивним, оскільки покращує передачу напружень зсуву внаслідок сил тертя навіть у випадку 
масштабного руйнування зчеплення волокна із матрицею.  

Підтверджено і те, що пластичне деформування у матриці зароджується біля кутових 
точок і просувається із збільшенням навантаження уздовж волокна. Якщо розрив сусіднього 
волокна розташований на відстані, меншій від половини ефективної довжини, то пластичні 
зони сусідніх розірваних волокон зливаються, утворюючи нахилену до осі волокна область, 
яка може стати джерелом подальшого руйнування композиту. Праця містить дуже багато ці-
кавого ілюстративного матеріалу. 

Пластичне течіння армованої волокнами бору плоскої алюмінієвої пластини з ураху-
ванням величини навантаження, об’ємної частки волокон, втрати зчеплення торців волокон 
із матеріалом матриці аналізували W.Fengels, A.Troost [1290]. Пружно-пластичне деформу-
вання із застосуванням до втомного руйнування розглянуте у праці [1337, 1453]. 

Для дослідження впливу поверхневого шару на межі контакту волокна із матрицею 
B.D.Agarwal, R.K.Bansal [1139] ввели проміжний шар скінченної товщини (зі своїм модулем 
пружності), яким моделюється поверхня поділу. Поза цим шаром розташована матриця із 
усередненими властивостями. Вплив інших волокон враховується крайовими умовами. Зада-
ча розв’язується за допомогою осесиметричних скінченних елементів. Виявлено, що пружні 
властивості композиту в цілому мало залежать від властивостей прошарку, однак вони ма-
ють великий вплив на передавання зусиль до волокон та на міцність композиту – зменшення 
модуля пружності прошарку зменшує міцність композиту. 

Моделі нелінійної контактної взаємодії матриці із включенням розглянув H.Schäfer 
[1591] стосовно взаємодії стальних стрижнів арматури із бетоном. В основу покладається лі-
нійний чи нелінійний зв’язок між дотичними й нормальними напруженнями на межі контак-
ту (отриманий експериментально чи із теоретичних міркувань), а сама область контакту (як 
проміжний шар) розбивається на трикутні елементи (для одновимірних задач, зокрема осе-
симетричних, – на відрізки), де переміщення апроксимуються лінійними чи квадратичними 
функціями. Для прикладу розглянуто розтяг стрижня, охопленого круговим бетонним цилін-
дром. 

Вивчено вплив двох паралельних тонких підкріплень-включень на КІН тріщини, що 
розташована між ними перпендикулярно [599]. Ця задача є модельною для аналізу розвитку 
внутрішніх тріщин у шарових чи волокнистих однонапрямлених композитах. 

Вплив міри анізотропії волокон, їх об’ємної частки та характеру укладання (квадратна і 
гексагональна ґратки) на поле мікронапружень та ефективні характеристики однонапрямле-
ного композиту з використанням двовимірної і тривимірної розрахункових схем МСЕ дослі-
дили Р.Б.Рікардс та А.К.Чате [848]. Числові результати зіставлено з експериментальними 
даними. 

T.Abe [1136] з використанням запропонованого ним методу нормованих приростів, а 
також МСЕ досліджує плоску та осесиметричну задачу для тіла із двоперіодичними систе-
мами еліптичних та відповідно еліпсоїдальних включень. Праця [1562] місить відносно неве-
ликий огляд результатів застосування МСЕ до аналізу впливу включень різної форми.  

Деякі роботи стосуються застосування МСЕ до визначення напруженого стану у конс-
труктивних елементах зі зварними швами, модельованими включеннями: [318] (підкріплена 
ребрами жорсткості пластина з поперечним зварним швом, який зсідається у поперечному 
напрямі; порівняння з даними експерименту); [487] – дискусія з приводу застосовності МСЕ 
до розв’язування задачі про прямокутний поперечний зварний шов у смузі; [1420] (огляд до-
слідницьких робіт Інженерної Вищої Школи та Центрального Інституту Стандартів в області 
застосування МСЕ для оцінки міцності зварних з’єднань). 
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Для застосування МСЕ у розрахунку тіл із тонкими тріщинами дуже придасться досвід 
його використання у механіці руйнування, опрацьований у численних працях, наприклад 
[1514, 1624]. 

Відносно свіжий (на кінець минулого століття) огляд застосувань МСЕ до аналізу стрі-
чкових конструкцій можна знайти у [1483]. Включення кругової та еліптичної форми дослі-
джене у праці [1710]. Складна нестаціонарна задача дифузійно-дисперсійного перенесення 
тепла і маси у матриці та адвективного перенесення криволінійними каналами (включення-
ми) розв’язана за допомогою МСЕ [511]. 

В останні десятиліття потужного розвитку набув метод граничних елементів, придат-
ний для розв’язування тих класів матеріалів (а ще краще і задач), для яких побудовані функ-
ції Ґріна. Його використання у лінійній теорії пружності для аналізу впливу пружних 
включень стає щораз ширшим [1458, 1473]. 

 

§ 46. Методи теорії тонкостінних включень 

У більшості випадків отримання розв`язку для включення досить загальної форми є до-
сить складним і вимагає застосування потужних обчислювальних засобів. Тому вигідним є 
спосіб аналізу тонкостінних включень, що полягає у виключенні із розгляду самого вклю-
чення і заміни його впливу умовами неідеального контакту берегів матриці уздовж середин-
ної поверхні чи лінії неоднорідності, яка заступає включення. Таку думку стосовно питань 
теплопровідності висловив у 1963 р. Я.С.Підстригач [738, 775], побудувавши відповідні умо-
ви взаємодії. Фактично такий спосіб еквівалентний побудові зовнішнього асимптотичного 
розв`язку задачі і його вслід за Г.П.Черепановим [1077] можна назвати принципом спряжен-
ня континуумів різної вимірності. Подібна думка висловлена також у [669, 1311]. На основі 
поєднання принципів спряження та умов взаємодії (про це нижче) постав метод функцій 
стрибка, розвинутий автором цієї книги.  

46.1. Стрибкові зміни полів у механіці деформівного твердого тіла 

Стрибкова зміна полів тензора напружень, вектора переміщень, температури, теплових 
потоків та інших величин у суцільному середовищі пов’язана із зміною властивостей тіла, 
режимів навантаження і роботи, втратою суцільності, фазовими перетвореннями тощо. При-
рода натуральних стрибків, які можуть виникнути у суцільному середовищі (в однорідному 
середовищі стрибків бути не може), обговорена у підручниках з теорії пластичності [408, 
111]. У кусково-однорідному пружному середовищі окремі компоненти тензора напружень 
можуть мати стрибки; у ідеально пружно-пластичному стрибки можуть мати вже дотичні 
складові векторів переміщення тощо. Питання побудови тензорів-операторів, які дають мож-
ливість обчислити закономірний стрибок тензора напружень чи деформацій за відомими 
значеннями цих тензорів з одного боку поверхні поділу пружних анізотропних матеріалів 
вирішив R.Hill [1350]. 

Нижче конспективно звернемо увагу на деякі праці, де обговорюються причини виник-
нення стрибків та де розв’язки зі стрибковою зміною використовуються для моделювання 
певних явищ та процесів. 

Загальні питання 

У праці [1329] систематизовано усі головні рівняння механіки суцільного середовища 
стосовно деформівних твердих тіл і докладно аналізуються умови, які виникають на стриб-
ках польових величин. C.M.Dafemos [1233] аналізує випадок, коли розв’язок одновимірної 
задачі для пружного тіла без урахування дії масових сил порівнюється із розв’язком для ма-
теріалу із пам’яттю форми, у якому можуть виникнути оборотні (які не збігаються за фазою з 
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напруженнями) деформації. У зв’язку із цим аналізується поява нестійких слабких 
розв’язків, які породжують стрибки упродовж скінченного проміжку часу.  

Просторові задачі 

Ізотропія. Стрибки переміщень. Стрибки переміщень виникають на дислокаціях і са-
мі дислокації можуть служити зручним апаратом для моделювання тріщин у суцільних тілах. 
Ця ідея широко обговорюється у монографії. У зв’язку із цим нагадаємо лише працю [624], 
де знову повертаються до ідеї ввести стрибок переміщень у точці простору, а потім застосу-
вати формулу згортки (здійснити інтегрування) уздовж поверхні, для забезпечення на ній за-
даного стрибка. За допомогою цього (не нового) підходу досліджена особливість біля 
клиновидного жорсткого включення. Б.М.Зінов’єв [335] виявив, що розподілені уздовж пев-
ної лінії чи поверхні дипольні силові навантаження викликають там стрибки переміщень. 
Однак разом із цим вони спричиняють і стрибки напружень, а тому їх слід компенсувати 
розподіленими зосередженими силами. Отримані формули для обчислення напружень у про-
сторі внаслідок дії диполів, розподілених уздовж криволінійного відрізка. У 1983 р. були 
опубліковані отримані методом потенціалів результати А.М.Рвачова [844] стосовно визна-
чення поля напружень у ізотропному середовищі з заданим розривом переміщень на довіль-
ній поверхні. Поле напружень обчислювалося з використанням дислокацій Сомільяно та 
розподілених по поверхні зосереджених сил та диполів. Зазначалося, що отримані формули 
можна використати для розв’язування крайових задач із заданими непружними деформація-
ми (фактично тонкими дефектами) на поверхні. Перед тим ці ідеї були вже використані 
Б.М.Зінов’євим та ін. 

Б.М.Зінов’єв у праці [331] вивчив моделювання стрибка переміщень у пластинці (по 
відрізку прямої) та у просторі (по фрагменту плоскої поверхні) за допомогою розподілених 
моментних та безмоментних диполів.  

Моделювання тріщин у просторовому тілі за допомогою розподілених сил за диполів 
(назване авторами методом масових сил – тріщина моделюється розподіленими у суцільно-
му тілі масовими силами), використане також і у праці M.Isida, H. Tsuru, H.Nogushi [1380].  

D.W.Scott i D.L.H.K.Lee [1598] запропонували запропонований ще у 1976 р. С.Краучем 
[1232, 468] метод стрибків зміщень стосовно двовимірних тіл (ті ж сили і силові диполі) за-
стосовувати у схемі МГЕ для простих тривимірних тіл. Згідно із означенням цей метод «є рі-
зновидом МГР, у якому джерелом переміщень, деформацій та напружень у досліджуваному 
тілі є відповідним чином побудований розподіл скінченних сегментів з розривами перемі-
щень на тій частині межі тіла, де з крайових умов задачі задані переміщення чи напружен-
ня.» Y.Mizuta i H.K.Lee [1513] пропонують запропонований ще у 1976 р. С.Краучем [1232, 
468] метод стрибків зміщень стосовно двовимірних тіл застосовувати у схемі МГЕ для три-
вимірних тіл (з використанням тих же виразів).  

G.M.Vörös [1725] сформулював варіаційну задачу для визначення переміщень у пруж-
ному середовищі з поверхнею розриву переміщень. Стверджується, що цей функціонал мо-
жна використати в задачах для пружних включень і дислокацій у статичних і динамічних 
випадках. 

Праця H.N.G.Wadley, C.B.Scruby [1726] стосується визначення переміщень на поверхні 
компактного зразка внаслідок раптової появи у ньому тріщин нормального розриву. Таку 
тріщину автори пропонували моделювати розподіленими уздовж поверхні трійками ортого-
нальних силових диполів (центрів розширення). Реалізація ідеї здійснюється на основі 
розв’язку динамічної задачі для диполя у пружному півпросторі. 

Для розв’язування задачі про пружну взаємодію двох безмежних смуг, які розтягують-
ся та згинаються на нескінченності відповідно зосередженими силами й моментами (різними 
для кожної смуги) та є з’єднані між собою тонким проміжком клею скінченної довжини, 
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L.M.Keer [1410] (див. теж [1411]) припустив, що на берегах шару клею стрибок можуть мати 
лише переміщення, причому стрибок поздовжніх переміщень є лінійною функцією коорди-
нати (похідна стрибка переміщень – стала), а стрибок поперечних переміщень за дії сил до-
рівнює нулю, а при дії моментів – пропорційний квадрату поздовжньої координати. 

Стрибки напружень. Формування стрибків напружень у просторі та півпросторі від 
розподілених зосереджених сил та можливості заміни таких неперервних розподілів у методі 
компенсувальних навантажень системою дискретно розподілених статично еквівалентних 
систем сил на прикладі розподілу по круговій циліндричній поверхні вивчено у праці [313]. 

Стрибки переміщень і напружень. Стрибки напружень і переміщень розглянуті у 
праці E.Kossecka [1433] (1971), де побудовано (один із перших) зв’язок між стрибками пере-
міщень та напружень внаслідок розподілених по плоскій поверхні моментних і безмомент-
них диполів (double forces). За допомогою цих розв’язків будується фундаментальний 
розв’язок для центру тиску, як суперпозиції трьох взаємно перпендикулярних безмоментних 
диполів. Розглянуто три приклади – формування поверхневої дислокації і теорії тріщин. 

Приблизно у цей же час розпочалися дослідження Б.М.Зінов’єва та ін. [333, 14, 343, 
339, 334] по застосуванню моделювання тонких плоских неоднорідностей та просторових 
стрижнів за допомогою розподілених сил і силових диполів – метод компенсувальних нава-
нтажень. Плоска арматура (стрічка) і просторові стрижні й плівки вважалися наділеними 
скінченною жорсткістю на розтяг, зсув та згин. А.Г.Власов [153] використав такий підхід для 
вивчення низки плоских і просторових задач теорії тріщин. Досліджена можливість викорис-
тання у схемі методу компенсувальних навантажень центрів розширення та обертання.  

Треба зазначити, що у 1970–72 рр. H.D.Conway, C.I.Chang [1229], C.I.Chang, 
H.D.Conway, T.C.Weaver [1188] (відповідно у плоскій та просторовій задачах) також викори-
стали моделювання пружних лінійних включень, що сприймають лише зусилля розтягу-
стиску, дискретно розподіленими уздовж лінії в суцільному однорідному тілі, яка збігається 
із віссю включення, зосередженими силами. Така математична модель була застосована до 
обчислення ефективних характеристик відповідних регулярно армованих композитів. 

Цікаву ідею (модель подвійного включення) запропонував H.Stang [1654] для опису 
підростання мікротріщин у волокнистому композиті. Вважається, що під час перетину мік-
ротріщиною волокна воно відшаровується від матриці ще на деякій відстані від площини 
тріщини. Внаслідок цього стрибки напружень і переміщень ніби розмиваються по просторо-
вій області (приблизно еліпсоїду, названому подвійним включенням). Запропоновано прави-
ло перенесення класичного розв’язку для еліпсоїдальної порожнини на мікрорівень 
зруйнованого волокна. 

Особливості формулювання придатних для застосування у схемах прямих числових 
методів варіаційних принципів для задач пружної рівноваги тіл, що мають на деяких внутрі-
шніх лініях чи поверхнях задані стрибки напружень і переміщень, розглянуто у [849]. Роз-
глянуто приклад розрахунку МСЕ плоскої задачі для смуги із внутрішньою лінією заданих 
стрибків. Іншу подібну задачу, коли на поверхні сферичного включення в безмежному сере-
довищі задані стрибки векторів напруження і переміщень, розв’язав І.І.Цагарелі [1071]. 
Розв’язок подано у вигляді абсолютно рівномірно збіжних рядів. 

Анізотропія. Стрибки напружень. Формування стрибків напружень у трансверсаль-
но-ізотропному просторі [336] та лінійно-анізотропному [338] півпросторі від розподілених 
уздовж гладких поверхонь зосереджених сил та можливості заміни таких неперервних роз-
поділів у методі компенсувальних навантажень системою дискретно розподілених статично 
еквівалентних систем сил вивчили Б.М.Зінов’єв та Т.Ф.Карманова.  

Стрибки переміщень і напружень. Метод компенсувальних навантажень Александ-
рова – Зінов’єва було застосовано за участю Т.Ф.Карманової [338, 340] до просторових задач 
анізотропних тіл із включеннями. Стрибки напружень і переміщень у прямолінійно анізот-
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ропному просторі для побудови розв’язків для побудови теорії тонких включень ввів 
В.П.Силованюк [881, 882]. Тут використовується подання напружень і переміщень через три 
гармонічні функції, використовує їх подання через певні невідомі функції за допомогою ін-
тегрального розвинення Фур’є і з використанням оберненого перетворення Фур’є отримує 
залежність полів від стрибків. Використання крайових умов дає систему сингулярних інтег-
ральних рівнянь. 

Плоскі задачі 

Ізотропія. Стрибки переміщень. Вище згадувалося, що у 1976 р. С.Крауч [1232, 468] 
запропонував різновид МГІ – метод стрибків зміщень – для аналізу напружено-
деформованого стану у плоскій задачі теорії пружності із використанням фундаментальних 
розв’язків для зосередженої сили і силового диполя. 

Р.Л.Салганік [866], досліджуючи деформування шаруватих середовищ з тонкими ша-
рами, у яких поздовжні напруження дуже малі або їх можна вважати незалежними від про-
гину, розглянув задачу визначення напружено-деформованого стану, створеного стрибком 
прогину сталої величини від зменшення товщини деякого шару, який розташований у глиби-
ні сильно стиснутого масиву. Таким стрибком прогину пропонується моделювати вплив на 
шаруватий масив гірських порід підземної виробки з довгою лавою на певних відстанях від 
неї. 

Стрибки напружень і переміщень. Відповідно до означення Г.П.Черепанова [1082] 
(1966) під налягаючою тріщиною розуміють математичний розріз уздовж лінії L , на якому 
задані стрибки нормальних напружень, зміщень, дотичних напружень (зокрема, нульовий), а 
силова взаємодія протилежних берегів розрізу може бути цілком довільною, зокрема й нелі-
нійною. Такі умови автор для лінійного випадку з сухим кулонівським тертям із зчепленням 
записав у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,y yy xy xy yyu x x x k x xα σ β σ γ σ ρ σ± ± ± ±⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = = − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦   на L , 

та у нелінійному випадку – 
( ) ( ) ( ) ( ), , ,y yy xy xy yyu x x x Fα σ β σ γ σ σ± ± ±⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦   на L . 

Квадратними дужками означено стрибки відповідних величин. У праці подано залежність у 
квадратурах потенціалів Колосова – Мусхелішвілі від функцій стрибка. 

J.Maul [1501] розглянув задачу про визначення напружено-деформованого стану плас-
тинки з включенням загалом довільної форми (приклад – кругової форми) у випадку, коли на 
межі поділу матеріалів задані стрибки переміщень і напружень. Переміщення у кожній із об-
ластей подаються у вигляді потенціалів простого шару з невідомими густинами і з викорис-
танням умов на контурі спряження, будується система сингулярних інтегральних рівнянь. 

Якщо береги тріщин не навантажені, або навантажені симетричним навантаженням 
(часто цей випадок помилково називають навантаженням самоврівноваженим), то та таких 
тріщинах виникають лише стрибки переміщень. За довільного несиметричного навантажен-
ня берегів тріщин на них виникають, окрім заздалегідь невідомих стрибків переміщень, ще й 
обумовлені (наперед відомі) зовнішнім навантаженням стрибки напружень. Приклад 
розв’язування відповідної плоскої задачі теорії пружності містить праця K,S.Parihar, S. 
Sowdamini [1548]. Стрибки напружень і переміщень для опису тонких неоднорідностей зага-
льної природи (тріщини, жорсткі включення, у тому числі і відшаровані) у пластині із круго-
вою пружною шайбою використано у працях І.М.Горанової [182] (радіальні дефекти 
всередні чи зовні включення), [183] (дефекти уздовж дуг концентричних і межею поділу кіл), 
[184] (два радіальні співвісні дефекти всередині включення). 
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Стрибки напружень, переміщень, джерел тепла і температурних диполів. У 1983 р. 
Г.Т.Сулим [966] дав теорію використання формули Сомільяно для розв’язування задачі тер-
мопружності для довільного анізотропного середовища та її трансформацію для випадків 
плоскої та антиплоскої задач. Для моделювання тонкостінних включень запропоновано їх 
моделювати розподіленими уздовж серединних поверхонь (ліній) стрибками векторів на-
пружень і переміщень, джерел тепла і теплових потоків. 

Подібні часткові результати стосовно використання лише стрибків переміщень, які да-
ють можливість моделювати поверхні розриву переміщень, через два роки подали S.A. Zhou, 
R.K.T. Hsieh [1783]. Переміщення поблизу поверхні розриву розглядаються як сума поверх-
невого інтеграла від стрибка переміщень (пружна складова) та об’ємного інтеграла від тем-
ператури (температурна складова) і інтерпретують як поле переміщень, породжене 
розподілом уздовж поверхні розриву та у всьому просторі пружних монополів. Конкретиза-
ція отриманих виразів здійснена для дислокації Вольтерри та дисклінації на довільній повер-
хні Ляпунова. 

У праці Н.Р.Рабіновіча та ін. [840] для розв’язування задач термопружності обмежених 
двовимірних тіл із тріщинами, тонкими абсолютно жорсткими включеннями та ін. пропону-
ється використання методу фіктивних навантажень, згідно із яким межу області (якщо вона 
є) та осьові лінії дефектів заміняють рівномірно розподіленими особливостями типу джерел 
тепла, температурних диполів, сил і дислокацій (подібно, як у методі функцій стрибка, тіль-
ки дискретним способом). Обмежене тіло з тріщинами чи тонкостінними включеннями замі-
нюється областю, де відомі фундаментальні розв’язки згаданих задач. Лінії краю області й 
дефектів вважаються лініями дії теплових джерел і сил (на межі розширеного відповідно до 
типу функцій Ґріна тіла) та сил і дислокацій на осях дефектів (жорстких включень та тріщин 
відповідно). Криві лінії апроксимують лінійними відрізками. Інтенсивність (густини) розпо-
ділів на кожному відрізку вважається сталою (невідомою). З використанням інтегрування 
фундаментальних розв’язків записуються подання температури, потоків, переміщень і на-
пружень через невідомі значення інтенсивностей, а задовольняння крайових умов дає мож-
ливість отримати систему алгебричних рівнянь для обчислення цих інтенсивностей.  

Анізотропія. Стрибки переміщень. З використанням розв’язку для силового диполя 
(метод компенсувальних навантажень) Б.М.Зінов’єв [332] отримав сингулярні (ядро Коші) 
інтегро-диференціальні рівняння теорії тріщин в анізотропному середовищі. Праця 
K.J.Knowles, Eli Sternberg [1418] досліджує геометрично нелінійні рівняння плоскої дефор-
мації тіла, у якому переміщення неперервні, але існують розриви градієнта переміщень у 
стисливому, зокрема й анізотропному середовищі. Виявлено, що такі стрибки багато в чому 
схожі на аеродинамічні стрибки у стаціонарних потоках, що виникають, коли рівняння рів-
новаги втрачають свою еліптичність. Докладно розглянуто приклад стрибка сталої інтенсив-
ності. Побудовані рівняння застосовано до аналізу формування ліній ковзання (Чернова – 
Людерса). 

Стрибки напружень. П.І.Перлін [18*] ввів у потенціали Колосова – Мусхелішвілі до-
даткові складові, які відповідають дії розподілених з наперед невідомою густиною уздовж 
довільної лінії розподілених зосереджених сил, завдяки чому було отримано можливість бу-
дувати розв’язки з неперервними на цій лінії переміщеннями і стрибковими змінами напру-
жень. Завдяки цьому було побудовано узагальнену крайову умову на включенні і 
запропоновано для знаходження невідомої густини використовувати умови на включенні. 
Для прикладу розглянуто з використанням відповідних умов взаємодії задачу про дві пів-
площини, поєднані безмежним абсолютно гнучким стрингером, розв’язану раніше 
К.С.Чобаняном, А.С.Хачикяном [1097]. Побудовано формули для визначення напружень та 
стрибків напружень в ортотропній пластинці під час переходу через навантажений непере-
рвно розподіленими силами відрізок [340]. У ґрунтовній праці В.В.Шушунова [1125] побу-
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довано фундаментальні розв’язки для зосередженої сили у безмежній площині та півплощині 
стосовно усіх типів прямолінійної анізотропії матеріалу та подано залежності напружено-
деформованого стану і стрибків напружень при дії зосереджених сил на відрізку прямої, 
причому з урахуванням усіх можливих типів крайових умов на межі півплощини.  

Стрибки переміщень і напружень. Метод Александрова – Зінов’єва успішно викори-
стовується і для моделювання стрибків напружень та переміщень у анізотропних пластинах. 
У праці [342] так само, як і для ізотропного матеріалу отримані формули для напружень і 
переміщень при дії на відрізку прямої неперервно розподілених сил (потенціал простого 
шару) та розподілу моментних і безмоментних диполів (потенціал подвійного шару) для 
випадку лінійної зміни густин. Стрибки зміщень пропорційні густині відповідного 
подвійного шару, а стрибки напружень – першій похідній від густини подвійного шару. 
Однак сам подвійний шар поряд із стрибком переміщень формує і стрибок напружень. Тому 
автори пропонують створити «узагальнене навантаження», яке було б такою комбінацією 
двох типів потенціалів, що створює стрибок переміщень без стрибка напружень (густина 
потенціалу простого шару (розподіл сил) підбирається так, щоб компенсувати стрибок 
напружень від потенціалу подвійного шару (розподілених диполів). Розвиток цих ідей та 
аналіз способів апроксимації неперервних розподілів уздовж кривих ліній розглянуто у 
наступній праці цих же авторів [337] (див. теж [15]). 

Поряд із новосибірською школою цими питаннями успішно цікавляться й одеські ме-
ханіки – див. напр. [475]. 

Пластини та оболонки із включеннями 

Урахування стрибка кутів повертання моделює деформування згину тонкої пластини з 
класичним нехтуванням можливого контакту берегів тріщини. Одночасне врахування стриб-
ків переміщень та кутів повертання необхідне для моделювання задач деформування оболо-
нок із тріщинами, напр. [256]. Побудовані системи диференціальних рівнянь для отримання  
стрибкових розв’язків для пологих оболонок [429, 425] та з використанням апарату узагаль-
нених функцій отримано розв’язки, що мають стрибки переміщень, напружень, зусиль та 
моментів на твірній циліндричної оболонки Кірхгофа – Лява [458, 681]. Г.А.Морарь [623] 
побудував функції Ґріна, які стосуються дії зосереджених стрибків переміщень (дислокацій), 
зосередженого кута повертання нормалі, зосередженого моменту та зосередженої узагальне-
ної поперечної сили. Згортка відповідних функцій дає можливість отримати залежність на-
пружено-деформованого стану від чотирьох функцій відповідних величин. Автор 
рекомендує використовувати ці розв’язки для вивчення впливу тріщин, включень, ребер та 
пластичних шарнірів. Для прикладу розглянуто пластичний шарнір у плиті на вінклеровій 
основі під час навантажування плити лінійним силовим навантаженням уздовж довільної лі-
нії (на цій заданий стрибок поперечної сили). 

46.2. Умови взаємодії 

Ці умови випливають зі зв`язку між напруженнями і переміщеннями, температурою і 
тепловими потоками на протилежних берегах прошарку (умов взаємодії тонкостінного 
включення з навколишнім середовищем). Їхня кількість залежить від розглядуваного класу 
задач.  

Елементарні моделі 

Найпростішою моделлю тонкого включення є модель тріщини, коли на її берегах задані 
напруження чи переміщення. Задання переміщень характеризує жорстке защемлення відпо-
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відного берега із натягом і, якщо на берегах тріщини задані нульові переміщення, то це від-
повідає моделі тонкого нерухомого абсолютно жорсткого включення (плівки). До цих моде-
лей є близькою модель завареної тріщини [388], коли тріщину з розкриттям ( )0h r  уздовж 
лінії L  заміняють вставкою із того ж матеріалу товщини ( ) ( ) ( )0 1 Th r h r Tα= − Δ  ( Tα  – кое-
фіцієнт лінійного температурного розширення металу; TΔ  – значення температури металу 
шва під час охолодження). Тоді вважають, що стрибки вектора напружень та дотичної скла-
дової вектора переміщень на лінії L  дорівнюють нулю, а стрибок нормальної складової пе-
реміщень – ні: 

( ) ( ) ( ) ( )0 00, n Tu u f r h r h r Th rτ α= = ≡ − = − Δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . 
Дещо складнішими, але все ж елементарними, будуть моделі нестисливої чи навіть сти-

сливої рідини (газу) [315, 1516]. 

Модель запізнення зсуву 

Ймовірно вперше таку модель використав у 1952 р. H.L.Cox [1231] в теорії волокнис-
тих композитів (подібно і N.F.Dow [1246]), а у середині шістдесятих років – A.Kelly, 
W.R.Tyson [1413] (див. теж [1412]). Відповідно до неї: навантаження на волокно передається 
лише внаслідок деформації зсуву, яка виникає на поверхні поділу матриця-волокно; впливом 
торців (зусилля через них не передаються), сусідніх волокон і складного напруженого стану 
нехтують. Така проста теорія все ж виявила, що існує певна «довжина передачі навантажен-
ня» (ефективна довжина включення) – мінімальна довжина волокна, починаючи від якої ма-
ксимальні напруження розтягу у включенні досягають того ж рівня, що й у безмежно 
довгого волокна. Розрахунок дотичних напружень на поверхні поділу виявив майже лінійну 
його залежність від відстані до торця включення. Загалом H.L.Cox дослідив ефекти орієнта-
ції волокон паперу та інших подібних композитів на міцність. Вважалося, що композит міс-
тить безмежно довгі прямі хаотично орієнтовані волокна, навантажені лише на кінцях. 
Згинальна жорсткість волокон нульова. 

Більш досконалі пізніші теорії дали набагато менше значення напружень у включення 
та істотно більші напруження біля кінців включення у матриці, зокрема й різке зростання до-
тичних напружень на поверхні поділу під час наближення до торця, що було доволі добре 
підтверджене вже у дослідах Тайсона – Дейвіса [1716]. У книзі А.Келлі [389] модель переда-
чі напружень Кокса докладно аналізується та зіставляється із іншими більш пізнішими да-
ними, у тому числі й з урахуванням передачі напружень через торець. 

Відповідно до згаданої праці N.F.Dow [1246]: 1. волокно оточене циліндричною матри-
цею; 2. волокно і матриця пружні; 3. зчеплення між ними ідеальне; 4. прямі до деформації 
радіальні лінії у волокні та матриці залишаються прямими і після деформації. Внаслідок цьо-
го у [1502] було отримано для включення діаметром d  (площа поперечного перерізу fA , 

пружні модулі ,f fE G ) завдовжки l  у матриці-циліндрі ( mA , ,m mE G ) дотичні напруження 
на межі поділу дорівнюють 
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де ( )1 /eff a m m fP A E Eσ= −  – ефективне навантаження, що передається волокну. 

Моделі стрингера 

Модель стрингера була запропонована Е.Меланом [1505] у 1932 р. для аналізу впливу 
гнучких пружних накладок на поверхні деформовних тіл і надалі успішно використовували-
ся багатьма дослідниками. Деякі результати щодо її розвитку та застосування містяться у 
працях [1180, 1422, 1177, 1274, 1156, 1686], книгах А.І.Каландія [364], В.М.Александрова, 
С.М.Мхитаряна [25], В.С.Саркисяна [870]. Л.Ф.Фільштінский з учнями [355, 54] використав 
її для розв`язування задач електропружності п`єзокерамік з пружними провідниками. Така 
модель придатна для вивчення гнучких, але жорстких (аж до нерозтягливих) щодо розтягу 
включень. Відповідно до цієї моделі під час переходу через вісь включення виникає стрибок 
дотичних напружень (інтеграл цього стрибка від торця до поточної точки дорівнює поздовж-
ньому зусиллю розтягу-стиску у цій точці включення), а усі інші компоненти вектора на-
пружень і переміщень є неперервними. 

P.S.Theocaris та D.Bardzokas [1685] для аналізу тонкого підкріплення пластинки із ви-
кривленою тріщиною використали модель стрингера із урахуванням стрибка нормальних та 
дотичних напружень на берегах стрингера. 

Якісна модель 

І.Т.Денисюк за співпраці із Л.Т.Бережницьким [65, 288, 287, 289] запропонував отрима-
ти рівняння для пружного лінійного включення як окремий граничний випадок розв’язку за-
дачі про багатокутне гострокінцеве пружне включення. Так само, як це було зроблено у 
випадках отримання із розв’язків для багатокінцевих отворів та абсолютно жорстких вклю-
чень часткових розв’язків для тріщини та лінійного жорсткого включення. Такий підхід сто-
совно пружного включення дав можливість отримати чітко ідентифіковані кількісні значення 
лише граничних випадків жорсткого включення та тріщини через те, що параметрами моделі 
є пружні сталі матеріалів, та довжина включення. Товщина включення у побудованих залеж-
ностях не фігурує, оскільки як окремий параметр цілком випадає при здійсненні граничного 
переходу. Зрозуміло, що за фіксованих (ненульових і не необмежених значень) пружних вла-
стивостей включення зі зменшенням його товщини до нуля має бути отриманий однорідний 
розв’язок (відсутність включення).Тому, хоча у отримані залежності входять фізико-
механічні сталі, реальна жорсткість включення (а не матеріалу включення – хоч би як добут-
ку жорсткості його матеріалу на товщину) у рівняннях цієї моделі не представлена. 

Вінклерова модель та її модифікації 

О.В.Соткілава, Г.П.Черепанов [902] запропонували моделювати включення прошарком, 
наділеним властивостями вінклерової основи (вінклерова модель) – на включенні стрибка 
вектора напружень немає і вони пропорційні до стрибка відповідних складових вектора пе-
реміщень (див. також моделі перехідних шарів у § 41). Використання цієї моделі і замкнуто-
го розв`язку задачі про еліптичну щілину у необмеженому середовищі дало можливість 
В.В.Панасюку, О.Є.Андрейківу, М.М.Стаднику та їхнім учням [695, 882] дослідити широкий 
клас задач для плоских еліптичних в плані та близьких до них включень у тривимірних та 
двовимірних тілах. Такі моделі часто використовують під час розрахунку тришарових обо-
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лонок [636, 554, 293, 646], для моделювання клейових шарів [1277, 1268, 140, 137] чи тонких 
проміжних шарів у контактних задачах.  

Слід принагідно зазначити, що під час розрахунку клейових з’єднань використовують 
також ще дві моделі [839]: 1. constnτσ = , 0nnσ = , uτ  – лінійне; 2. 0 0Eττ ττσ= → = . Для 
другої моделі шару клею напруження і переміщення в шарі визначаються через дотичні на-
пруження та півсуму й піврізницю переміщень на його поверхнях, а нормальні поперечні на-
пруження лінійно змінюються по товщині:  

1
2

n
nn

d u u
n

d h
τ τ τσ

σ
τ

+ −−
= − + . 

Відповідно до моделі Вінклера нормальне розходження берегів включення (щілини) 
пропорційне до нормального напруження, а відносний зсув берегів у певному напрямі – про-
порційний до відповідного дотичного напруження. Л.М.Куршин та І.Д.Суздальницький [510, 
935] узагальнили цю модель для плоскої задачі, вважаючи, як і у моделі Вінклера рівними 
нулю стрибки вектора напружень, а стрибки переміщень для включення завтовшки h  уз-
довж осі Ox  дорівнюють 

( ) ( )
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B
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Моделі пружин і тяжів 

Близький до вінклерової моделі спосіб моделювати включення так, як лінійну та нелі-
нійну взаємодію між берегами тріщин за допомогою натягнутих між берегами тріщини пру-
жин чи пружних ниток. Специфіка такого підходу полягає у природній дискретизації умов 
взаємодії та можливості використання для розв’язування конкретних задач добре відомих 
розв’язків про дію зосередженої сили на край тріщини [30, 1633]. Такі пружини можуть мо-
делювати не лише нормальне розкриття тріщини, але й дотичну взаємодію (скажімо, сили 
тертя) [628]. Граничний перехід (вимога неперервного розподілу) може привести до моделі 
вінклерової основи [637]. 

Глибоким розвитком цього підходу є так звана модель лінійних пружин (line-spring 
model), запропонована Дж. Райсом та Р.Леві [1570, 1571] для дослідження задач для видов-
жених поверхневих тріщин у пластинах і оболонках. За цією моделлю (див. теж [1236, 176] 
така тривимірна задача зводиться до двох двовимірних, з яких перша стосується задачі роз-
тягу і згину пластини (чи відповідно оболонки) із наскрізною тріщиною, береги якої сполу-
чені між собою певними лінійними пружинами, які розтягуються і згинаються, а друга 
(плоска задача) є розтягом та згином смуги з такою шириною, як пластинка (оболонка), що 
має крайову тріщину тої ж глибини, що досліджувана плоска поверхнева. 

Балкова модель 

Дещо складнішою від моделі стрингера є балкова модель [1605, 973], що враховує опір 
включення на розтяг та згин. Вона придатна для відносно жорстких та штивних (з опором на 
згин) включень і породжує стрибки вектора напружень – його нормальних і дотичних скла-
дових. Поле переміщень є неперервним. Великий досвід у розробці, модифікаціях та засто-
суванні таких моделей містять праці, у яких пружні стрижні застосовуються в ролі 
симетричних чи несиметричних підкріплень отворів та країв ізотропних та анізотропних 
пластин [1118, 859, 858, 573, 103]. Такі підкріплення використовуються і для підкріплення 
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просторових конструкцій та панелей [521]. Зрозуміло, що застосування таких моделей наба-
гато складніше у порівнянні із моделлю стрингера Мелана.  

Аналогічним чином за двобічного контакту такий стрижень відіграє роль включен-
ня-прошарку, який поєднує між собою два конструктивні елементи. Ю.М.Коляно та 
Ф.Н.Флейшман [449] із застосуванням операторного методу отримали рівняння для опису 
такого включення як лінії неідеального термомеханічного контакту між двома прямокутни-
ми пластинами. Див. також інші роботи у цьому напрямі Ф.Н.Флейшман та Б.Л.Пелеха 
[1050, 718] з приводу спряження пластин та складових шарових композитів. 

Складніші моделі однорідних та неоднорідних криволінійних стрижнів змінюваного 
перерізу були запропоновані Н.П.Флейшманом, І.А.Зоненашвілі та ін. [353, 350, 1049, 349, 
351, 352] для спряження елементів оболонок з урахуванням навіть зміщення серединних по-
верхонь.  

Загальніша модель тонкого стрижня подвійної кривизни Б.Л.Пелеха враховує і попере-
чний зсув [717]. Застосування її у випадку плоскої задачі про підкріплення кругового отвору 
розірваними стрижнями відображено у праці [1017]. Тонке включення на межі вивчене у ро-
боті [1019]. 

Відповідним чином узагальнюється і модель стрингера [1146, 1147], яка враховує його 
жорсткість на згин. 

Моделі тонких прошарків  

Можливе використання певних аналітичних підходів для побудови рівнянь, які дають 
змогу враховувати тонкі лінійні на нелінійні прошарки у матеріалі та на його поверхні, коли 
важливе й урахування їхнього впливу на контактні явища: [190] (метод фазових інтегралів 
для одновимірних неоднорідностей), [555] (асимптотичний метод для аналізу тонкостінних 
структур), [1724] (варіаційний принцип Кастиліано використовується для розв’язання двох 
задач для пружного шару), [7*] (асимптотичні рівняння для великих та малих модулів пруж-
ності тонкого покриття півплощини – модель граничних властивостей). В окремих працях 
таке підкріплення чи ребро розраховувалося з використанням теорії плоского напруженого 
стану [154] чи плоскої деформації [7]. У [181] використано термопружну реологічну модель 
анізотропного тонкого прошарку, що дає можливість описати натяг, утворення прозорів, 
проковзування, зчеплення, часткове відривання, фрикційну взаємодію тощо. Дуже загальні 
рівняння тонких проміжних шарів у композитах, як умов неідеального контакту, де поряд із 
деформаціями фігурують зведена теплопровідність, теплоємкість і теплопроникність запро-
поновано як розвиток ідей Я.С.Підстригача Ю.З.Повстенком [750]. Звернемо увагу також на 
публікації [39, 1636, 1286, 1627, 658, 1631, 1517, 32*, 1769]. 

Розглядаються успішно моделі тонких включень, придатні для аналізу динамічних 
явищ: [1172] – м’які і відносно жорсткі прошарки, [1576] – в’язкопружні прошарки. 

Моделі тонких прошарків-оболонок 

Так само, як тонке включення у двовимірному об’єкті має вигляд лінії-балки, у триви-
мірному середовищі тонке включення може бути не лише лінією, але й поверхнею (пласти-
ною чи оболонкою). У праці [774] такого типу умови неідеального контакту для оболонки у 
акустичному середовищі було зведено до крайової задачі для хвильового рівняння з усклад-
неними умовами на поверхні, що відповідає серединній поверхні оболонки (стрибка перемі-
щень немає). Конкретизацію умов здійснено для оболонки Кірхгофа – Лява з урахуванням 
геометричної нелінійності. Співвідношення істотно спрощуються у випадках плоскої та осе-
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симетричної задач, а також геометричної лінійності. Рівночасно подібним чином у праці 
[793] за відсутності стрибка переміщень описано модель включення-оболонки у середовищі 
із взаємозв’язаними полями деформацій, тепла і дифузії речовини. У монографії 
Я.С.Підстригача та Ю.М.Коляно [779] подано отримані операторним методом умови неідеа-
льного термомеханічного контакту твердих тіл з урахуванням скінченності швидкості поши-
рення тепла (див. теж [786, 792, 1129, 1749, 1747, 1748, 1432]. Вважається, що стрибок 
переміщень на оболонці дорівнює нулю. Окремо розглянуто і модель покриття тіла, якщо 
воно із зовнішнім середовищем взаємодіє (віддає тепло) за законом Ньютона. 

Моделі усереднених властивостей (моделі повного спектру властивостей) 

Попередні моделі в певному сенсі доповнюють одна іншу, однак не можуть описати 
поводження включень у складніших випадках деформування та застосовуватися до вклю-
чень, близьких за властивостями до матриці. Це спонукало появу і розвиток моделей усеред-
нених властивостей, які дають можливість описати включення з довільними пружними 
властивостями. Ця модель є розвитком умов К.С.Чобаняна А.С.Хачикяна [1097] для абсолю-
тно гнучкого ортотропного включення в рамках плоскої теорії пружності та теплопровідного 
включення Я.С.Підстригача [738]. Узагальнення цієї моделі завершене Д.В.Гриліцьким та 
Г.Т.Сулимом 1975 р. щодо плоскої задачі теорії пружності [237], Г.Т.Сулимом щодо термо-
пружності [974] (1979) й антиплоскої деформації [951] (1981), Й.З.Піскозубом і Г.Т.Сулимом 
щодо теплопровідності [734] (1983) та Д.В.Гриліцьким, В.К.Опанасовичем, І.П.Шацьким 
[228] (1983) для включення в оболонці, Я.С.Підстригачем [737] (1982) та М.М.Стадником 
[908] (1988) для оболонкового включення. 

Подібну до моделі Д.В.Гридіцького, Г.Т.Сулима модель, яка враховує три (з чотирьох) 
функцій стрибка, запропонував у 1976 р. W.Thein [1682] для дослідження навскісних клейо-
вих з’єднань. У цій моделі вважається, що стрибок дотичних напружень на берегах контакту 
із включенням дорівнює нулю, а поздовжні нормальні напруження на берегах самого вклю-
чення однакові. Окрім цієї праці автор не зустрічав інших публікацій із використанням такої 
моделі, хоча вона доволі універсальна і є найближчою з усіх відомих до моделей повного 
спектру властивостей. 

Нелінійні механічні моделі включень 

Класична модель пластичної смуги Дагдейла, використовувана у задачах теорії тріщин 
для моделювання пластичного деформування поблизу тріщин у пружно-пластичних тілах 
[704] цілком може служити і найпростішою моделлю Досвід аналізу пластичного деформу-
вання прошарків між пластинчастими елементами та двома циліндричними тілами [44] може 
знадобитися для побудови моделі тонкого пружно-пластичного включення. Задача для 
в’язкопружного тонкого безмежного прошарку використана для аналізу динамічних процесів 
розглянута у праці [1576]. Модель тонких пористих включень (пористий алюміній) була ус-
пішно використана у публікації [53]. 

Умови теплового і термопружного контакту 

Тепловий контакт. Як вже згадувалося, у 1963 р. Я.С.Підстригач [738, 775], вислови-
вши ідею про можливість заміни тонкого внутрішнього прошарку  з чужорідного матеріалу у 
вигляді оболонки поверхнею, на якій будуть записані умови неідеального контакту між по-
єднуваними тілами, записав такі умови стосовно рівнянь теплопровідності, у яких фігурува-
ли три контактні теплофізичні параметри: зведені теплопровідність, теплоємність і 
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термоопір. Якщо ці параметри дорівнюють нулю, то контакт між поверхнями виявлявся іде-
альним (рівність температур і рівність потоків тепла через поверхню) – прошарок не мав жо-
дного впливу на температурне поле у композиті . Вважалося, що первинний контакт між 
тілами та прошарком був ідеальним, а між тілами та довколишнім середовищем відбувається 
теплообмін за Ньютоном. У другій праці більш докладно викладено матеріал першої.  

Принагідно згадаємо, що ще у 1957 р. V.Vodička [1721, 1722] визначив температурне 
поле у двох плоскопаралельних шарах і у двошаровій круговій та еліптичній трубі за неідеа-
льного контакту між складовими:  

( ) ( ) ( )1 2
2 1 2 2 1 2 2 20 const, constT Th T T h T T h h

n n
∂ ∂ ′ ′+ − = + − = = =
∂ ∂

. 

Ці рівняння (умови) можна було отримати із умов Я.С.Підстригача за припущення рівності 
нулю контактної теплопровідності і теплоємності. 

У праці [772] Я.С.Підстригач докладно аналізує побудовані умови теплової взаємодії та 
розглядає часткові випадки. Ще раз стверджується, що: «Формулювання умов ідеального ко-
нтакту передбачає, що тіла, які перебувають у контакті, розділені ідеальною (математичною) 
поверхнею, причому кожне із тіл є однорідним аж до поверхні поділу. Насправді між тілами 
може існувати деякий перехідний шар, властивості якого різняться від властивостей контак-
туючих тіл.» 

«У зв’язку із цим доцільна постановка задачі, що випливає із такої розрахункової моде-
лі. Вважаючи товщину перехідного шару малою у порівнянні з іншими розмірами, будемо 
його вважати тонкою оболонкою з певними фізико-механічними характеристиками. Зберіга-
ючи ці характеристики сталими та прямуючи товщину оболонки до нуля, отримаємо деяку 
фізичну поверхню поділу між тілами з притаманними їй певними значеннями фізико-
механічних характеристик. Умови, які повинні задовольняти на цій поверхні величини, що 
характеризують фізико-механічний стан системи, називатимемо умовами фізико-
механічного контакту розглядуваних тіл.» 

Умови взаємодії [738, 775] були у [772] конкретизовані і на плоский випадок. Тут же 
зазначається, що вони є частковим випадком отриманих роком швидше В.М.Гембарою [172] 
умов неідеального контакту для пластин і оболонок. Як частковий випадок із вищезгаданих 
рівнянь плоскої задачі випливали також рівняння теплообміну Ю.М.Коляно, записані для 
пластини, підкріпленої на межі тонким стрижнем [443]. 

Аналогічні умови теплової взаємодії у 1965 р. Я.С.Підстригач отримав операторним 
методом [773, 736]. Пізніше [778, 779] у побудованих умовах неідеального контакту була 
врахована скінченна швидкість поширення тепла і вони були перенесені на випадок тонких 
пластин, коли з бічних поверхонь у довкілля відбувається теплопередача за Ньютоном [776, 
772, 443, 172]. Теплові умови В.М.Гембари [172] розвинув Ю.М.Коляно [440], врахувавши 
нестаціонарність теплопровідності, а також те, що температурне поле по товщині анізотроп-
них (ортотропних) пластин є несиметричним внаслідок різних властивостей і температури 
зовнішнього середовища по обидва боки від з’єднаної пластини. До того ж припускалося, що 
всередині ребра може діяти джерело тепла. 

О.В.Караванський [378] узагальнив теплові умови Ю.М.Коляно і В.М.Гембари на ви-
падок різних товщини і пластинок і поєднувальних стрижнів-ребер, а також несиметричності 
(рівної висоти виступаючих частин) цих ребер. Ще складніші умови температурної взаємо-
дії, які враховують квадратичний розподіл температури по товщині проміжної пластинки-
ребра, отримані у монографії [781] (див. також [791]). 

У 1980 р. Й.З.Піскозуб та Г.Т.Сулим запропонували умови [731] теплової взаємодії для 
плоскої задачі теорії теплопровідності тіл з тонкими включеннями. У 1981 р. Г.Т.Сулим опу-
блікував два варіанти умов взаємодії для пружного включення скінченної ширини (плівкову 
та основну), які відповідно до аналогії Г.С.Кіта [393] переносяться і на випадок теплової вза-
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ємодії. Це моделі повного спектру властивостей і вони мають доволі універсальний характер, 
оскільки, дають можливість врахувати увесь спектр зміни теплофізичних характеристик ма-
теріалу включення та отримати у граничних випадках моделі абсолютно теплопровідного і 
абсолютно теплоізольованого включень. Вони враховують також можливість теплопередачі 
через торці включень. Подальший розвиток таких моделей вже стосовно безпосередньо теп-
лових процесів відбувся у праці Й.З.Піскозуба, Г.Т.Сулима [734] та інших, відображених у 
тексті монографії . 

Термопружний контакт. Я.С.Підстригач, Ю.А.Чорнуха та М.І.Войтович [784] опра-
цювали рівняння, які дають можливість визначати термопружний стан пластин і оболонок, 
спряжених між собою за допомогою плоского криволінійного ортотропного стрижня довіль-
ного поперечного перерізу. Між стрижнем і оболонками ідеальний тепловий контакт, а на не 
контактуючих з оболонками частинах бічних поверхонь і на торцях теплообмін із навколиш-
нім середовищем – за законом Ньютона. Використовуються тривимірні рівняння нестаціона-
рної теплопровідності та усереднення по області поперечного перерізу стрижня температури 
та обчислення першого моменту. З механічної точки зору використано рівняння підкріплю-
вальних стрижнів Т.Л.Мартиновича [565, 566, 558, 569, 570, 103, 123], доповнені членами, 
що враховують температурну складову деформацій. За допомогою цих рівнянь було, зокре-
ма, розв’язано складну термопружну задачу для двох компланарних кругових пластин (у різ-
них площинах), поєднаних між собою за допомогою кільця-стрижня [1089], коли нагрівання 
системи відбувається зовнішнім середовищем на основі закону Ньютона. 

У 1969 р. Ю.М.Коляно [440] поряд із новими тепловими умовами було узагальнено си-
лові умови В.М.Гембари, який у своїх термопружних умовах припускав, що підкріплюваль-
ний стрижень сприймає лише розтяг-стиск. У нових умовах враховувалася також згинальна 
жорсткість стрижня (стрибок переміщень дорівнює нулю, а стрибок напружень – ні). 

У 1979 р. О.В.Караванський [378], формулюючи умови термопружного контакту тіл з 
поєднувальними ребрами, узагальнив умови теплопровідності (див. вище), а також модифі-
кував з погляду механіки деформування умови М.П.Шереметьєва [1118], що стосуються під-
кріплення меж пластин стрижнями.  

У монографії Я.С.Підстригача, Ю.М.Коляно та М.М.Семерака [781] (див. також [791, 
440, 445]) поряд із складними умовами температурної взаємодії, які враховують квадратич-
ний розподіл температури по товщині проміжної пластинки-ребра, сформульовані умови си-
лової взаємодії тіл через пластину, які враховують її розтяг-стиск та згин.  

У 1975 р. Я.С.Підстригач та Ю.М.Коляно [780] опублікували рівняння узагальненої 
термопружності для шару, циліндра і кулі з тонкими чужорідними включеннями, коли все-
редині тонкого шару починає в певний момент часу діяти джерело тепла сталої потужності. 
Вони містять зведену теплопровідність, густину, жорсткість на розтяг включення. Рівняння 
взаємозв’язаної задачі термопружності побудував М.Г.Кривцун [481]. У 1979 р. 
Г.Т.Сулимом було запропоновано [974] спектр різних умов термопружної взаємодії плоскої 
задачі для ортотропного тонкого викривленого включення за схемою усереднених властиво-
стей.  

Узагальнення умов тривимірної механічної взаємодії тонкого включення 
Я.С.Підстригача [737] типу усереднених властивостей на термопружний випадок здійснив у 
1984 р. М.В.Хай [1058]. Враховано зв’язаність полів температури і деформацій. Для випадку 
незв’язаної задачі із використанням потенціалів з невідомими густинами розподілу отримано 
систему сингулярних інтегральних рівнянь для визначення цих густин. Однак через склад-
ність умов, а відтак і цієї системи, досі ще не розглянутий жоден приклад використання цих 
умов для розв’язування конкретних задач. 
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46.3. Метод особливостей 

Під час моделювання дефектів та інших недосконалостей крайових умов (спряження 
континуумів різної вимірності) широко використовується метод особливостей. Його сутність 
полягає у тому, що реальна тонка недосконалість усувається з розгляду, а її вплив на середо-
вище заміняють дією розподілених уздовж поверхні S  (лінії L ) силових, моментних та ін-
ших чинників, густина яких визначається з умови сумісності деформацій на даній поверхні 
та серединній поверхні дефекту, підданого впливові компонувального навантаження, що од-
накове за величиною та протилежне за знаком до заданого на S . Вперше такий підхід був 
використаний у гідроаеромеханіці під час вивчення обтікання рідиною чи газом твердих тіл. 
Поширилася ідея Л.Прандля [542, 56] моделювати крило скінченного профілю розподілени-
ми уздовж його хорди вихорами, що забезпечує стрибок швидкостей на верхньому та ниж-
ньому берегах профілю. 

Вибір типу зосереджених чинників методу особливостей визначається вимогами забез-
печення необхідної швидкості заникання на нескінченності, зручністю реалізації обчислюва-
льної схеми та необхідністю забезпечити можливість стрибка на S  тої чи іншої величини. 
Фактично використання тих або інших потенціалів передбачає явне або неявне застосування 
методу особливостей. 

Метод сил 

Однією з найпростіших модифікацій методу особливостей є метод сил (особливості – 
зосереджені сили). Стрибки компонент вектора напружень на S  дорівнюють відповідним 
компонентам розподілених на S  сил. Вектор переміщень – неперервний. Цей метод у явній 
чи неявній формі широко застосовується теоріями волокнистих композитів, де волокно замі-
няють лінією з розподіленими поздовжніми силами, тонкі включення представляють у ви-
гляді моделей стрингера, балки, мембранної оболонки [1077], коли взаємним зміщенням 
берегів неоднорідності можна знехтувати. 

Метод дислокацій 

В рамках методу дислокацій дефект (тріщина) моделюється розподіленими дислокаці-
ями, що забезпечують на S  стрибок вектора переміщень та неперервність вектора перемі-
щень, причому густина розподілу дислокацій дорівнює дотичній похідній стрибка 
відповідної компоненти вектора переміщень. Через неперервність вектора напружень цей 
метод можна застосувати до тріщин з симетрично навантаженими берегами [369] та тонких 
включень, у яких напруження не змінюються по товщині (рідкі та інші податні включення, 
до яких можна, зокрема, застосувати вінклерову модель [902, 695]). 

Узагальненням методу дислокацій є метод дисторсій В.А.Осадчука [685, 686], який 
дефект (зокрема в оболонці) моделює розподіленими дислокаціями та дисклінаціями. 

Метод компенсувальних (фіктивних) навантажень 

Метод компенсувальних (фіктивних) навантажень передбачає, що компенсувальне на-
вантаження складається не лише з зосереджених сил, але й моментних та безмоментних ди-
полів та їхніх похідних [330, 844]. На основі цього методу розглядалися стрижневі та 
оболонкові включення і тріщини у тривимірному середовищі [14] та інші задачі. Застосуван-
ня методу компенсувальних навантажень ускладнюється тим, що диполі породжують одно-
часний стрибок напружень і переміщень. Тому, скажімо, для розв`язування задач теорії 
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тріщин треба підбирати узгоджені розподіли сил та дислокацій в той час, коли метод дисло-
кацій дуже просто вирішує цю проблему. 

Метод функцій стрибка 

Метод функцій стрибка, що поєднує методи сил та дислокацій (у теорії пружності) і 
вводить стрибки векторів напружень та переміщень, позбавлений останнього недоліку мето-
ду компенсувальних навантажень. Вперше його застосував Г.Т.Сулим 1975 р. [239, 236] у 
плоскій задачі теорії пружності разом з Д.В.Гриліцьким та у 1981 р. у антиплоскій задачі, у 
1983 р. [966] стосовно оболонкового включення. У задачах теплопровідності методу відпові-
дає поєднання методів розподілу джерел та диполів тепла, що породжують незалежні стриб-
ки нормального потоку тепла та температури. У 1984 р. Д.В.Гриліцький, В.К.Опанасович та 
І.П.Шацький [226–230] застосували цей метод до розв`язування задачі тонкостінних вклю-
чень в оболонках, ввівши додаткові стрибки кутів повертання нормалі та згинальних момен-
тів (загалом вісім функцій стрибка). Докладно ідея методу функцій стрибків, на якому 
ґрунтується матеріал цієї монографії, викладена у розд. I. 

Метод функцій міжконтактних прозорів 

Метод функцій міжконтактних прозорів почав розвиватися головно зусиллями 
Р.М.Мартиняка відповідно до концепції методу функцій стрибка для моделювання контакт-
ної пружної і термопружної взаємодії безмежних півплощин з неідеально прямими (шорсткі, 
неглибокі виїмки) поверхнями та з урахуванням можливого існування на поверхнях нестис-
ливої рідини (мастила) чи тонких включень [575, 577, 986] та ін. Так само, як і у методі стри-
бка, вводяться стрибки векторів напружень, переміщень (температури і потоку тепла для 
температурної задачі). Головна різниця полягає у тому, що, розглядаючи гладкий контакт 
притискання, вважають, що у місцях зміни крайових умов напруження є скінченними, і 
стрибки переміщень називають міжконтактними прозорами. Розглянуті в межах застосуван-
ня цього методу задачі споріднені також і з задачами розклинювання. Повніший аналіз праць 
із цієї тематики розглянуто у тій частині пп. 47.3, що стосується плоских контактних задач. 

Близька за тематикою задача про стискання між двома ортотропними півпросторами 
ортотропного шару (плоска деформація), пружні властивості якого та товщина можуть стри-
бком змінюватися, досліджена Р.Л.Салганіком [867]. Використано апарат інтегрального пе-
ретворення Фур’є та метод Вінера – Хопфа. Отримано прості вирази для поля напружень у 
місці стрибка завдяки припущенню про однорідність деформацій упоперек шару, яке можна 
вважати слушним, якщо забезпечується малість зміни напружень на відстанях порядку тов-
щини шару. Останнє буде виконуватися, якщо відносна податність шару є великою, або по-
здовжня податність набагато більша від поперечної. Також вважалося, що під час визначення 
нормальних напружень дотичними напруженнями всередині шару можна знехтувати (такий 
прийом часто використовується у задачах трибомеханіки), а на відстанях, більших від деякої 
характерної, на якій всередині шару фіксується істотна зміна напружень, поле напружень 
теж по товщині не змінюється. 

Метод лінійних розвинень потенціалів 

Своєрідним поєднанням у єдине ціле принципу спряження та умов взаємодії є метод 
лінійних розвинень потенціалів, опрацьований Д.В.Гриліцьким, В.К.Опанасовичем та їхніми 
учнями (М.С.Драган, Л.О.Тисовський та ін.), які запропонували (плоска пружність [303] та 
термопружність [208], згин пластин Кірхгофа [207], антиплоска задача [675, 674]) вважати 
включення об`єктом того ж класу, що й навколишнє середовище, тобто охарактеризувати йо-
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го такими ж потенціалами, що й матрицю. Використання розвинення потенціалів включення 
у ряд за степенями малої товщини, утримання лише перших двох членів цього розвинення 
(певні стійкі комбінації цих членів відповідають функціям стрибка методу стрибків) та умов 
ідеального контакту включення з матрицею дало можливість звести задачу до систем сингу-
лярних інтегральних рівнянь (ССІР). Виділення у побудованих співвідношеннях згаданих 
стійких співвідношень дає можливість отримані крайові умови інтерпретувати як умови вза-
ємодії. Скажімо, під час розв`язування задачі поздовжнього зсуву [675, 674] фактично вико-
ристані умови взаємодії є спрощеним варіантом умов взаємодії Г.Т.Сулима [951]. 
Недоліками цього способу є неможливість застосування методу до включень складної меха-
нічної природи (коли немає потенціалів) та складність аналізу врахованих та відкинутих ме-
ханічних явищ. 

Спосіб розвинення потенціалів Колосова – Мусхелішвілі для розв’язування задачі про 
контакт двох півплощин, поєднаних тонкою пружною смугою застосували 1986 р. L.Stagni, 
R.Lizzio [1653]. Для прикладу досліджено вплив на поле напружень центру тиску у одній із 
півплощин поблизу межі поділу матеріалів. 

Інші методи 

Загалом до розв`язування задач теорії тонкостінних включень можна успішно застосо-
вувати методи теорії функцій комплексної змінної [978, 237, 951], інтегральних перетворень 
Фур’є [977, 983, 215, 214], Мелліна [311] та ін. У 1978 р. Г.Я.Попов [807] розвинув узагальне-
ний метод інтегральних перетворень – своєрідну модифікацію методу функцій стрибка, за-
сновану на використанні інтегральних перетворень. Детальний виклад методу можна знайти 
також у [802], де міститься також розв’язок багатьох задач теорії тонкостінних включень. Іс-
тотною перевагою методу є можливість дослідження задач для тіл обмежених розмірів та 
урахування взаємоперетину неоднорідностей. У 1999 р. Г.Я.Попов побудував [809] розривні 
розв’язки для шарового середовища, коли на його межі існують дефекти у вигляді тріщин і 
різного типу включень. 

 

§ 47. Задачі теорії тонкостінних включень в ізотропних середовищах 

47.1. Теплопровідність тіл з тонкими включеннями 

Теплопровідність тонких включень у просторових тілах 

У праці [11*] Г.С.Кіт із використанням теорії потенціалів [400], опрацьованої ним та 
М.В.Хаєм для розв’язування задач термопружності теорії тріщин  побудував інтегральні рів-
няння для тонких плоских теплопровідних включень-тріщин трьох типів: якщо включення 
теплоактивне в тому сенсі, що підтримує на своїх берегах задану температуру; якщо воно 
теплопроникне (тепловий потік пропорційний до різниці температур); коли воно моделюєть-
ся умовами неідеального контакту Я.С.Підстригача [738, 775]. Для усіх типів включень 
записано інтегральні рівняння та обговорюються умови їх розв’язуваності. Найскладніша 
система рівнянь отримана у третьому випадку. Точний розв’язок рівнянь для включення 
першого типу і теплоізольованого включення другого типу автор пропонує шукати для кру-
гової області або півплощини із використанням теореми Дайсона [1262] (див. теж [1728] і с. 
550 монографії [1079]). Розглянуто два приклади – для кругового теплоактивного включення 
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з температурою 2 4
0 1 2T T r T r+ +  та теплопроникного включення, коли застосовується метод 

колокацій. 

Теплопровідність пластин без віддачі з бічних поверхонь 

Умови теплопровідності на межі тіл. Внаслідок аналогії між задачами поздовжнього 
зсуву та двовимірної теплопровідності без віддачі з бічних поверхонь [393] результати, 
отримані під час дослідження задачі теорії тонкостінних включень одного класу, можуть су-
то формально переноситися на відповідні задачі другого класу. У монографії Г.С.Кіта та 
М.Г.Кривцуна [396] досить детально досліджений випадок лінійних теплоізольованих дефе-
ктів [1641] (тріщин) і тому на них детально зупинятися не будемо. 

У вже згадуваних працях [738, 775] Я.С.Підстригач запропонував загальну схему до-
слідження теплообміну між двома тілами через проміжковий тонкий шар. Вперше конкретну 
плоску задачу теплопровідності й термопружності для безмежної пластинки з пружною кру-
говою шайбою, коли на межі поділу виконуються згадані умови, розв’язав Ю.М.Коляно 
[441]. Одночасно вплив проміжкового шару на збурення однорідного потоку тепла у безме-
жному середовищі зі сферичним  включенням дослідив П.Р.Шевчук [1116]. Роком пізніше 
G.C.Sih [1641] для аналізу задачі провідності тепла у пластині із рядом співвісних тріщин 
ввів як невідомі функції суму та різницю (стрибок) температур на берегах тріщини і визна-
чив потенціал температурного поля через цей стрибок. Було розглянуто приклади двох теп-
лоізольованих тріщин-включень під дією однорідного потоку тепла на нескінченності, 
періодичну задачу для одної такої тріщини і побудовано асимптотичні вирази потоків тепла і 
температури біля вістря теплоізольованої тріщини. 

Умови неідеального теплового контакту на скінченному відрізку (своєрідне включен-
ня) межі поділу матеріалів смуги та півплощини використали також Ю.М.Коляно та 
Ю.О.Музичук [448]. Отримано, що максимальний стрибок температури отримується для те-
плоізольованої неоднорідності і температура на ній скінченна. 

Задачу теплопровідності для теплопровідної неоднорідності скінченної довжини дослі-
дили ймовірно Г.С.Кіт та Я.С.Підстригач у 1966 р. [399], ввівши стрибок температури і вва-
жаючи тепловий потік неперервним. Аналогічна задача для тріщини та абсолютно жорсткого 
включення розглядалася набагато пізніше у [1423]. У § 2.3 [396] розв`язана така ж задача, але 
на цей раз у припущенні змінного коефіцієнта термоопору включення. 

У 1967 р. [777] були записані інтегральні рівняння загального типу для задачі тепло-
провідного дефекту, однак конкретні розрахунки здійснені щодо тріщини з термоопором. 
Потім ці результати були розвинуті у книзі [396] (§§ 1.6, 2.10). 

Як ще один приклад використання побудованих умов теплової взаємодії у складній за-
дачі можна розглянути дослідження [785], де визначається температурне поле сферичної 
оболонки з круговим плоским диском за допомогою кільця-стрижня, коли відбувається кон-
вективний теплообмін з зовнішнім середовищем. У рівняннях враховується ексцентриситет і 
неортогональність спряження. Ця задача відповідає реальному дослідженню сферичного ба-
тискафа з акумулятором. 

У задачах теплопровідності ефективно використовувався метод узагальнених функцій. 
Для задачі про тонку смугу, паралельну до межі пружної півплощини (шар у півпросторі) , 
коли межа тіла навантажена за гармонічним температурним законом, О.К.Романчук [851] із 
використанням узагальнених функцій отримав аналітичний розв’язок задачі та дослідив не-
стаціонарне температурне поле у півплощині у залежності від часу і частоти. У задачі про 
смугу з внутрішнім тонким прошарком Б.В.Ковальчук [416] ввів для прошарку зведену теп-
лопровідність і з використанням опису теплофізичних властивостей смуги як єдиного цілого 
за допомогою дельта-функції Дірака та інтегрального перетворення Фур’є було побудовано 
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систему рівнянь задачі. Задачу теплопередачі через тонку пластинку сталої товщини з вели-
кою теплопровідністю розглянуто у монографії Е Санчес-Паленсії [868], яка стосується тео-
рії усереднення рівнянь у частинних похідних для опису явищ у різко неоднорідних 
середовищах, зокрема в теорії композитних матеріалів. 

У 1983 р. М.В.Хай [1057], розвиваючи ідею Я.С.Підстригача та досвід Г.Т.Сулима та 
Й.З.Піскозуба у застосуванні методу функцій стрибка до плоских задач теплопровідності тіл 
із тонкими включеннями запропонував замінити тонкі включення «двосторонніми поверх-
нями, між якими відбувається теплообмін за законом неідеального теплового контакту». За 
допомогою комбінації гармонічних потенціалів простого та подвійного шару він отримав для 
плоского тонкого включення систему сингулярних рівнянь щодо стрибка температур і теп-
лових потоків. 

Лінійні теплопровідні включення за спрощеними моделями. Досить загальна по-
становка задачі у 1972 р. здійснена у [1], де отримана можливість досліджувати як погану, 
так і хорошу теплопровідність неоднорідності (за допомогою різних виразів для крайової 
умови, що пов’язували між собою температуру T  і функцію течії ψ , які є дійсною та уяв-
ною частинами комплексного потенціалу – / /T nψ τ∂ ∂ = ∂ ∂ ): 

( )1h T T
n
ψ

ε + −∂
= − −

∂
 – для поганої теплопровідності; 

( )1 1
Th
n

ε ψ ψ+ −∂
= −

∂
 – для доброї теплопровідності. 

Аналогічну періодичну задачу для включень із поганою теплопровідністю розглянуто у 
[2]. Вивчаючи включення з хорошою теплопровідністю, H.Sekine та T.Mura [1605] врахували 
стрибок потоку тепла і знехтували стрибком температури, одержавши, зокрема, замкнутий 
розв`язок для абсолютно теплопровідного включення (антиплоский відповідник абсолютно 
жорсткого включення).  

Лінійні теплопровідні включення і методи функцій стрибка та лінійного розви-
нення потенціалів. Подальші дослідження теорії і практики придатного у застосуванні для 
повного спектру зміни теплофізичних властивостей тонких включень методу функцій стриб-
ка Г.Т.Сулима з Й.З.Піскозубом, започатковані у 1979–80 рр. [955, 729], були спрямовані на 
застосування до цього класу задач методу функцій стрибка, розвиток умов взаємодії з ураху-
ванням їх можливої теплоактивності [726], анізотропії властивостей, впливу різних типів те-
плових чинників тощо. Інші праці з цього напряму відображені у розд. IV монографії. 

Дещо пізніше Д.В.Гриліцький, М.С.Драган та В.К.Опанасович [208] (1980) застосували 
до розв`язування задачі теплопровідності тонких включень метод лінійного розвинення по-
тенціалів, що дає в межах єдиного підходу можливість отримати одночасно усі граничні ви-
падки – абсолютну теплопровідність і теплоізольованість. Аналогічна задача для системи 
прямолінійних теплопровідних включень була розглянута за участю В.В.Божидарніка [672, 
103]. Після цього з використанням цього ж методу І.І.Бернаром [97, 96] був досліджений 
вплив на температурне поле пластинки включення по дузі кола. 

Теплопровідність з тепловіддачею з бічних поверхонь 

Врахуванню тепловіддачі з поверхонь пластин та стрибків температури і теплового по-
току стосовно теплопровідних включень присвячений § 8.4 [396]. Тут побудовані інтегральні 
рівняння стаціонарної задачі, яка детально досліджується у простому варіанті умов взаємодії 
для прямолінійного дефекту з термоопором. Розвиток досліджень Г.Т.Сулима та 
Й.З.Піскозуба у цьому напрямку пов`язаний із застосуванням методу функцій стрибка [732, 
728]. 
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Урахування умов на торцях 

Під час дослідження задач теплопровідності тіл з тонкими неоднорідностями необхідно 
враховувати ще деякі додаткові умови, у яких фігурують значення певних величин на торцях 
включення – торцьових сталих. Загальновизнано, що стрибок температури на краях дорів-
нює нулю. Однак у працях, що враховують стрибок нормальної складової потоку (тобто по-
здовжнє поширення тепла у включенні), виникає потреба обчислити кількість Q тепла, що 
протікає через торець включення. У праці [1] це питання не розглядається, у [1605] припус-
кається Q=0, що вірне лише для теплоізольованого включення, або включення нульової тов-
щини. Г.С.Кіт та М.Г.Кривцун [396] вважають стрибок температури та інтеграл потоку тепла 
разом зі своїми похідними на торцях нульовими. 

Найпростішим виходом із цієї ситуації виявилося використання для обчислення тор-
цьових сталих апріорних виразів [690, 691, 734]. Ця ідея використана пізніше і у [208]. Дру-
гий спосіб визначення Q [728] використовує інтегральне задовольняння умови однаковості 
потоків тепла у торці включення на прилеглій частині матриці. Його ідея запозичена у праці 
[25]. 

Оскільки задача термопружності передбачає знаходження поля температур, то деякі ре-
зультати, які стосуються задач теплопровідності можна знайти у працях із термопружності. 

47.2. Теорія пружності плескатих включень 

Плескатим називатимемо включення, один із геометричних розмірів якого набагато 
менший від двох інших, тобто яке має вигляд фрагменту тонкої пластини чи оболонки. Се-
рединна площина такого тонкого включення може бути плоскою або належати викривленій 
поверхні. 

Абсолютно жорсткі плескаті включення 

Можливо, що вперше дослідження про переміщення жорсткого дискового включення 
перпендикулярно до своєї площини здійснив у 1962 р. W.D.Collins [1226], а у своїй площині 
– L.M.Keer [1408] (1965). Дещо пізніше А.І.Лур’є [543, 544] узагальнив задачу Робена про 
трансляційне й обертове переміщення в ізотропному просторі абсолютно жорсткої сфери на 
випадок абсолютно жорсткого еліпсоїда і побудував аналітичний розв’язок такої задачі. 
Звідси як частковий випадок можна було отримати (але автор цього не робив) розв’язок за-
дачі для плоского еліптичного включення у безмежному ізотропному середовищі. Логічного 
розвитку та узагальнення ця задача отримала у праці [1403], де були розглянуті аналогічні 
задачі для жорсткого еліптичного диску, а також про нерухоме жорстке включення та про 
переміщення у тілі жорсткої смуги із еліптичним отвором. Дискове жорстке включення з 
відшарованим берегом дослідив L.M.Keer [1409]. 

Далі найбільш повно цю проблему розвинув та опрацював А.Selvadurai. Звернемо увагу 
у першу чергу на його монографію [1608] та деякі із статей – [1614] (на основі розв’язку для 
жорсткого сфероїда отримано сплющене кругове дискове і видовжене веретенне включення), 
[1613] (гнучке нерозтягливе еліптичне плескате включення у трансверсально-ізотропному 
середовищі), [1611] (у площині жорсткого кругового дискового включення діє зосереджена 
сила – функція Ґріна відповідної задачі), [1607] (кругове жорстке дискове включення на межі 
поділу двох матеріалів – визначена залежність між величиною сили та переміщенням вклю-
чення), [1610] (жорстке дискова накладка на поверхні пружного півпростору відтягується у 
центрі нормальною силою, а під поверхнею розташована компланарно тріщина – осесимет-
рична задача), [1609] (еліптичне жорстке плескате включення на межі поділу двох трансвер-
сально-ізотропних середовищ). Див. також публікації [1612, 1618, 1617, 1615, 1616]. В 
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останній праці досліджуються нелінійні явища на поверхні контакту тіл, пов’язані із поділом 
поверхонь, повторним контактом, ковзанням і зчепленням, попереднім стиском поверхонь 
контакту. Публікація [1559] стосується здійснення граничного переходу від розв’язку задачі 
про міжфазне абсолютно жорстке плоске еліптичне включення до лінійного жорсткого між-
фазного включення на межі поділу двох півплощин. У роботі [22*] абсолютно жорсткий кру-
говий диск на межі поділу двох ізотропних матеріалів з’єднаний із одним чи двома 
півпросторами.  

У праці [1763] побудована функція Ґріна для загальної задачі диск чи тріщина. Згадає-
мо тут і роботу про гладкий контакт жорсткого сплющеного сфероїдального включення, що 
вставлене у щілину (розклинювання дискової тріщини) [1711]. Л.Т.Бережницький та 
І.Т.Денисюк у першій своїй праці [89] циклу із трьох праць, які стосуються жорсткого еліп-
тичного в план тонкого включення, розглянули випадок його розташування в ізотропному 
середовищі. 

Із застосуванням методів гомогенізації у працях польських механіків [1397, 1396] було 
побудовано інтегральні рівняння та досліджено задачі для плоского жорсткого включення на 
межі поділу матеріалів у періодичному двофазовому шаровому композиті. 

Методом розривних розв’язків Г.А.Морарь [625] дослідив задачу для поміщеного у 
простір плоского штивного (що не згинається) включення з урахуванням стрибка лише нор-
мальних напружень. 

Пружні плескаті включення 

Дослідження тонких пружних включень у тривимірних тілах започаткувала у 1976 р. 
праця В.В.Панасюка, О.Є.Андрейківа, М.М.Стадника [695], де у рамках методу дислокацій з 
урахуванням вінклерової моделі досліджене плоске у плані тонке включення у ізотропному 
необмеженому середовищі. Стосовно таких включень у трансверсально-ізотропних середо-
вищах такі дослідження були здійснені у [917]. Розвиток досліджень у цьому напрямку, що 
стосувався профілю та кривизни вершини включення, їхньої взаємодії, способів навантажен-
ня однорідним полем напружень, підсумований у монографіях [710, 882]. Як частковий ви-
падок звідси можна отримати і результати для плоскої та антиплоскої деформації (див. також 
[911]).  

Важливі відомості щодо особливостей деформування тривимірних тіл з тонкими вклю-
ченнями можна дістати з праць А.Сельвадураї [1608]. У 1983 р. на основі формули Сомілья-
но та методу функцій стрибка автор [966] вказав загальний спосіб побудови інтегральних 
рівнянь для включення уздовж поверхні Ляпунова. Дещо пізніше М.В.Хай [1056, 1055] по-
будував подібні залежності на основі гармонічних потенціалів та з використанням умов вза-
ємодії Я.С.Підстригача [737] записав інтегральні рівняння для плоских у плані включень. 
Г.Я.Попов [802] до задач для тонких повністю і частково зчеплених з матрицею включень за-
стосував узагальнений метод інтегральних перетворень. Для прикладу вивчалося абсолютно 
жорстке включення. Відзначено, що відшарування посилює особливість розв`язку від –1/2 до 
–3/2, гладкий контакт одного з берегів викликає осциляцію напружень. 

Недавно А.Качиньські [1395] застосував вінклерову модель до аналізу поля напружень 
біля еліптичного в плані тонкого пружного включення на межі поділу матеріалів періодично-
шарових композитів. Для опису композиту було застосовано гомогенізацію. Задача звелася 
до сингулярного інтегрального рівняння стосовно стрибка переміщень берегів включення. 

Споріднені із теорією тонких включень осесиметричні задачі для гладкого контакту 
двох півпросторів з використанням методу міжконтактних прозорів у випадку збурення пло-
скої поверхні одної із них розглянуті у працях Г.С.Кіта, Р.М.Мартиняка, Б.Є.Монастирського 
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[619, 404, 620–622]. Подібні задачі у випадку заповнення недосконалості нестисливою ріди-
ною – у [618, 1398]. 

Кручення тіл з тонкими включеннями 

Жорсткі включення. Дослідження проблеми кручення пружного півпростору з тон-
кими дефектами з урахуванням практичного значення цієї задачі для механіки ґрунтів та 
будівництва фундаментів і анкерів розпочате ще у сорокових роках минулого століття [1588, 
1566, 1183, 1503]. Новий імпульс цим дослідженням дав R.D.Low [1477] у черговій задачі 
про кручення пружного півпростору з тонким дисковим дефектом. У праці Д.В.Гриліцького, 
О.П.Піддубняка [232] (1975) досліджена задача про кручення півпростору, що з’єднаний із 
шаром, якщо на межі поділу матеріалів є щілина або жорстке включення у вигляді диску або 
площини з круговим отвором. У той же час G.K.Dhawan [1243] дослідив менш загальну зада-
чу про кручення однорідного півпростору з круговим тонким включенням. Через рік 
В.В.Пороховський та О.П.Піддубняк [819] за допомогою інтегрального перетворення Ганке-
ля побудували інтегральні рівняння Фредгольма другого роду (розв’язуються методом по-
слідовних наближень), дослідили проблему кручення пакету з двох шарів за допомогою 
кругового жорсткого диску, розташованого на межі поділу матеріалів. Зовнішні поверхні 
шарів могли бути вільними або жорстко защемленими.  

Кручення півпростору з круговою жорсткою наладкою за допомогою розподілених по 
його поверхні дотичних напружень за допомогою інтегральних перетворень дослідив 
Л.В.Ляхов [549].  

Задача кручення безмежного циліндра, складеного із двох матеріалів, коли всередині є 
плоска дискова щілина із різними крайовими умовами на її берегах, у тому числі й підкріп-
леним жорстко одним берегом (жорстке включення із одним відшарованим берегом), дослі-
дили О.П.Піддубняк та Я.І.Кунець [761]. 

Неосесиметрична задача кручення необмеженого середовища із тонким жорстким еліп-
тичним включенням як граничного випадку кручення простору із еліпсоїдальним включен-
ням була розглянута І.Т.Денисюком [281]. 

Пружні включення. Вивчення кручення тіл з тонкими включеннями розпочалося у 
1978 р. працею О.П.Піддубняка [760], де в на основі методу функцій стрибка і використан-
ням апарату інтегрального перетворення Ганкеля побудована система двох СІР для вклю-
чення на межі поділу двох півпросторів і з використанням розвинення функцій стрибка у 
ряди поліномів Якобі з виділеною особливістю, задача зведена до системи лінійних алгебри-
чних рівнянь. Розглянуто приклади для включення в однорідному середовищі. Було побудо-
вано дві умови взаємодії для пружного включення, одна із яких – типу вінклерівської. 
Подальші дослідження цього класу задач розвивалися за участю Я.І.Кунця: [500] – дискове 
включення на межі півпросторів чи простору із шаром; [763] – кручення півпростору із тон-
ким включенням за використання умов взаємодії Я.С.Підстригача (методом парних інтегра-
льних рівнянь отримана система сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь, що за 
допомогою методу ортогональних поліномів Чебишева зводиться до системи лінійних алге-
бричних рівнянь); [762, 759] – тонке включення сталої товщини на межі поділу двох півпрос-
торів під впливом зосередженого моменту на осі симетрії задачі; виділяється шар матеріалу 
на продовженні площини включення, так, ніби включення є необмеженим та кусково-
однорідним - отримані некласичні умови взаємодії не є наслідком розвинення у ряди (скін-
ченні суми) по товщині включення; [496, 497] – необмежений простір із тонким пружним 
включенням, край якого має кут малого розкриття (метод зрощування асимптотичних розви-
нень за певних обмежень на пружні сталі) у; [498] – кручення простору за допомогою зосе-
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редженого моменту з урахуванням змінності товщини включення, край якого має кут малого 
розкриття (попередньо згаданий підхід). 

Як часткові були отримані граничні випадки тріщини та абсолютно жорсткого вклю-
чення. М.М.Стадник [907] в рамках вінклерової моделі (як спрощеного варіанту умов 
О.П.Піддубняка) розглянув відносно м`які включення, нехтуючи стрибком дотичних напру-
жень. Обчислені КІН. 

T.Tsuji та ін. [1713] дослідили задачу сумісного кручення двох циліндрів різного діаме-
тра, що зв’язані між собою тонким шаром пружного клею. Сам шар клею моделюється цилі-
ндром, що має радіус найтоншого циліндра. Використовується тривимірне формулювання 
задачі із поданням функції напружень Буссінеска у вигляді рядів за функціями Бесселя та 
експонентами у циліндричній системі координат. Вводиться та обчислюється коефіцієнт ін-
тенсивності напружень.  

47.3. Плоска задача механічної взаємодії для тіл з тонкими включеннями 

Абсолютно жорсткі включення 

Між розв'язуванням задач теорії тріщин та відповідних задач для абсолютно жорстких 
плівок немає жодних принципових відмінностей. Можна навіть вказати існування певної 
аналогії [64], яка дає можливість від розв'язку для абсолютно жорсткої плівки формально пе-
рейти до розв'язку аналогічної задачі для тріщини (але не навпаки). І все ж, незважаючи на 
спричинену цим більшу загальність розв'язків для абсолютно жорсткої плівки, їх побудові 
приділено надто мало уваги. 

Включення у безмежному однорідному середовищі. У 1965 р. G.C.Sih [1642] вірогід-
но уперше строго поставив та розв`язав плоску задачу визначення напруженого стану тіла з 
абсолютно жорсткими тонкими включеннями скінченної довжини (названими ним негатив-
ними тріщинами), розташованими на одній прямій, коли навантаження здійснюється довіль-
ним типом напружень на нескінченності, а також зосередженою силою, зокрема й 
прикладеною до центру включення. Було розглянуте одне включення і був виявлений закон 
розподілу напружень біля кінця абсолютно жорсткого включення, відзначене існування ко-
реневої особливості і введене поняття коефіцієнтів інтенсивності напружень (КІН) біля абсо-
лютно жорсткої плівки як комплексного коефіцієнта біля особливості функції напружень і 
побудовані асимптотичні залежності напружень. Виявлено кути максимуму окружних на-
пружень для різних значень коефіцієнта Пуассона. З’ясовано головний момент зусиль, які 
виникають на включенні (який треба прикласти, щоб воно не оберталося). Окрім того, було 
розглянуто згин балки з внутрішнім жорстким включенням, однорідний розтяг площини з 
двома однаковими включеннями (обчислено також взаємне зміщення включень), а також пе-
ріодична задача для співвісних включень. 

Через рік F.Szelągowski [1594] отримав замкнуті розв’язки для одного чи довільної скі-
нченної кількості жорстких включень, які з’єднують між собою однакові півплощини, що 
розтягуються на нескінченності уздовж лінії з’єднання. 

Слід при цьому зазначити, що ще у 1952 р. вийшла праця [1231], яка стосується ви-
вчення цієї проблеми, а до того часу праці М.І.Мусхелішвілі [635] повністю опрацювали те-
оретичні засади розв`язування цього класу задач. Між іншим, задачі теорії тріщин та 
абсолютно жорсткого включення мають свої відповідники посеред контактних задач. 

У зв’язку із тим, що абсолютне жорстке включення можна розглядати як тріщину, на 
берегах якої задані крайові умови другого роду (скажімо нульові переміщення для включен-
ня вставленого у середовище без натягу – див. напр. працю [1374]}, то таке включення нази-
вають і антитріщиною (anticrack – [1255, 1493]).  
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Праця C.Atkinson’a [1156] стосується, між іншим, побудови точних аналітичних 
розв’язків для одного і двох співвісних включень (для пружного стрингера побудовано рів-
няння Фредгольма, яке слід розв’язувати числово). 

T.R.Brussat, R.A.Westmann [1178] розглянули розв’язки для жорстких включень на 
прямій лінії однорідного середовища, коли на їх торці не діють зусилля, і запропонували 
отримані розв’язки використовувати як вагові функції при аналізі взаємодіючих пружних 
тонких включень. Із узагальненнями методу вагових функцій Бюкнера у теорії тріщин можна 
ознайомитися у [1175, 1759], а його застосуванням у теорії абсолютно жорстких включень – 
у [1492]. Виявлено, що вагову функцію для абсолютно жорсткого включення можна подати у 
такому ж вигляді, що й для тріщин. 

У праці [1355] (див. теж інші подібні праці [1234, 1356]) з використання комплексних 
потенціалів Колосова – Мусхелішвілі розв’язок задачі про тонке симетричне відносно деякої 
прямої абсолютно жорстке включення (чи такий же отвір) будує з використанням розподілу 
з невідомими густинами на вказаній осі зосереджених сил та моментів. Побудоване інтегра-
льне рівняння стосовно цих густин і з використанням методу малого параметра (враховано 
три члени розкладу) отримана рекурентна система інтегральних рівнянь, які розв’язуються у 
квадратурах. При цьому вдається виділити кореневу особливість у розв’язку.  

S.Matysiak i Z.Olesiak [1500] з використанням апарату інтегрального перетворення 
Фур’є побудували для одного жорсткого включення в полі двовісного розтягу вирази для на-
пружень і переміщень у довільній точці тіла, ввели коефіцієнт інтенсивності напружень як 
коефіцієнт при кореневій особливості нормальних напружень на лінії продовження вклю-
чення, побудували асимптотичні залежності для енергії формозміни та зміни об’єму і діаг-
рами їх сталих значень біля вістря включення. 

Y.T.Chou, Z.Y.Wang та Z.Y.Wang, H.T.Zhang i Y.T.Chou [1214, 1739, 1740] лінійне аб-
солютно жорстке включення в полі довільно орієнтованого одновісного розтягу на нескін-
ченності дослідили двома способами: 1) на основі методу еквівалентного включення Ешелбі 
з наступним граничним переходом при прямуванні однієї з півосей включення до нуля; 2) 
методом М.І.Мусхелішвілі. Ввели у розгляд три коефіцієнти сингулярності напружень (ана-
логічні до трьох коефіцієнтів інтенсивності напружень, які вводилися раніше і відповідали 
розтягу вздовж, упоперек осі включення, а також напруженням зсуву). Обчислюється також 
J-інтеграл та подається його залежність від коефіцієнтів сингулярності напружень. 

Доцільно звернути увагу і на працю [1368]. 
K.Kunert побудував фундаментальні розв’язки для зосередженої сили і одного жорст-

кого включення ([1443] – сила діє уздовж осі включення; [1442] – сила діє симетрично і 
перпендикулярно до осі включення) і для двох півбезмежних включень [1444]. У праці 
[1592] побудовано замкнутий розв’язок для зосередженої сили у жорстко защемленій 
півплощині, який можна вважати також функцією Ґріна для безмежного жорсткого 
включення чи головну частину розв’язку для зосередженої сили біля центральної частини 
включення. У праці М.Г.Стащука [921] розглянуто жорстке включення, яке може 
повертатися, побудовані залежності для обчислення головного моменту діючих на 
включення сил (для нерухомого включення) та кута повертання, коли момент дорівнює 
нулю. Побудовано функції Ґріна для зосередженої сили та моменту. Зосереджена сила біля 
півбезмежного включення вивчена у праці [924]. 

Дещо відокремлено стоїть праця [1596], де з використанням апарату комплексної змін-
ної (потенціали Колосова – Мусхелішвілі) вивчається тонке, проте скінченної товщини жор-
стке включення, з урахуванням трьох форм його торцьових частин (округлена, півкругла та 
клинова). У другій частині роботи аналізується часткове розшарування на межі матеріалів 
волокна й матриці. Жорсткі включення в однорідному середовищі розглянуті теж у праці 
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[1163], де розв’язок побудовано із використанням інтегральних перетворень, а також у [625] 
за повного зчеплення, гладкого контакту та відшарування. 

Включення на лінії поділу матеріалів. Жорсткі включення на межі поділу ізотропних 
матеріалів вивчені у працях F.Erdogan i G.D.Gupta [1275] (тут же й абсолютно гнучкий стри-
нгер), О.М.Сахненко [872, 874] (отримано асимптотичні формули для напружень і перемі-
щень у випадку дії напружень на нескінченності та рівномірного нагрівання з урахуванням 
осциляції). Подібні результати без урахування температурного чинника через 10 років опуб-
лікували T.Kondo, M.Kobayashi i T.Takagi [1428]. Тонке жорстке гладке включення змінюва-
ної товщини на межі поділу матеріалів двох півплощин, що перебувають під впливом 
притискуючих зусиль та напружень зсуву на нескінченності, досліджено у праці 
Б.М.Семенова [876]. Поза включенням – контакт із тертям. Виділено 4 зони (ідеального кон-
такту півплощин, контакту із проковзуванням, контакту матриці із включенням та відсутнос-
ті контакту. Жорсткі включення на межі поділу матеріалів за ідеального контакту вивчено 
теж у працях [1275, 1162] (пряма лінія поділу) та [1427, 1194] (на  дузі кола). З новіших 
праць на цю тему згадаємо працю [1132], де аналізується взаємодія скінченної тріщини та 
півбезмежного жорсткого включення, які лежать на межі поділу матеріалів. P.B.N.Prasad та 
ін. [1559] застосували граничний перехід від розв’язку задачі про міжфазне абсолютно жорс-
тке еліптичне включення для отримання розв’язку для тонкого жорсткого лінійного міжфаз-
ного включення. 

Взаємодія включень між собою та з тріщинами. Взаємодію двох співвісних вклю-
чень досліджено між іншими розглянутими там проблемами у [652].  

Задачу перехрещених включень теж можна вважати задачею взаємодіючих між собою 
жорстких включень, що збігаються до однієї точки [822, 823, 821]. розглянуто різноманітні 
конфігурації перехрещених під прямим кутом чи Т-подібних структур із жорстких тонких 
включень та тріщин. У третій також розглянуто перехрещені перпендикулярно прямолінійні 
тріщини чи жорсткі включення, записано системи сингулярних інтегральних рівнянь, які 
розв’язувалися методом механічних квадратур. У часткових граничних випадках було отри-
мано інтегральні рівняння та їх розв’язано для задач стосовно півплощини з вільною чи жор-
стко защемленою межею, коли на її край виходить тріщина чи жорстке включення. Аналіз 
розв’язку для рівноплечого хреста із жорстких включень дав можливість зробити висновок, 
що така конструкція є безпечнішою з погляду концентрації напружень від лінійного вклю-
чення.  

Задачу перехрещених жорстких включень під впливом центрально прикладеного крут-
ного моменту і з урахуванням гладкого контакту, коли може відбутися відшарування уздовж 
наперед невідомих ділянок, вивчено М.Г.Моісєєвим у його кандидатській дисертації [614, 
615, 613]. 

Аналіз взаємодії жорстких включень між собою та з тріщинами найбільш докладно ви-
кладений у монографіях [95, 922]. Тут відображені й результати пружної взаємодії довільно 
орієнтованих включень між собою та з тріщинами [920, 78, 928, 930]. Один частковий випа-
док стосовно взаємодії включення із тріщиною (обчислення для симетричного випадку трі-
щини на серединному перпендикулярі до осі включення) розглянув набагато пізніше, у 1987 
р., X.Liu [1472]. Таку задачу ще у 1978 р. розглянув також і М.Б.Левченко [531], причому 
окрім неї було розглянуто й випадок, коли тріщина з обох боків виходить на включення. Ви-
вчена теж взаємодія тріщини із двома включеннями скінченної довжини [1490] та з двома 
півбезмежними включеннями на одній із тріщиною осі [1499]. Вже згадувався загальніший 
випадок подібної задачі [1132], коли на прямій лінії поділу матеріалів лежать скінченна трі-
щина й півбезмежне жорстке включення. 

У не раз згадуваній праці [1156] досліджена теж взаємодія радіально розташованого 
абсолютно жорсткого включення із круговим отвором та з межею поділу двох пружних пів-
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площин. Коли включення перетинає межу поділу – побудовано рівняння Вінера – Хопфа, яке 
точно розв’язане. 

Бібліографія із взаємодії масивних включень із тріщинами є доволі численною. Більш 
скромно представлені праці, де розглядаються тонкостінні жорсткі та масивні пружні вклю-
чення. Для прикладу згадаємо задачу взаємодії кругового пружного включення та радіально-
го жорсткого лінійного [1677]. Нагадаємо, що якщо розв’язана якась задача теорії тріщин, то 
цілком аналогічно можна розв’язати її відповідник для тонкого жорсткого включення. 

Для аналізу взаємодії макротріщин з мікротріщинами та мікровключеннями [723, 722] 
та тонких жорстких макровключень [923] переважно застосовують асимптотичні методи ма-
лого параметра. 

Взаємодія включень – періодичні задачі. Питання взаємовпливу жорстких включень 
у періодичних задачах вивчалося у працях [1642, 911, 1332, 1388, 1206] (співвісні скінченні 
включення в однорідному матеріалі), [1303] (співвісні скінченні на межі поділу матеріалів), 
[87] (орієнтовані під довільним кутом), [1190] (одноперіодична система компланарних вклю-
чень і двоперіодична система), [411] (два ряди компланарних включень в ортотропній плас-
тинці), [924] (півбезмежні включення), [1245] (двоперіодична система з використанням 
методу граничних інтегральних рівнянь). Математичною основою для аналізу таких задач 
може бути праця В.В.Сильвестрова [887]. Для розв’язування періодичних задач механіки 
руйнування шарових композитів із жорсткими прошарками може придатися розв’язок кра-
йової задачі у публікації [1743], [927] (циклічна періодичність). 

Включення уздовж викривленої лінії. Жорсткі включення уздовж викривленої лінії 
розглянуті у працях [77] (уздовж дуги кола в однорідному середовищі – двовісний розтяг з 
урахуванням можливого провертання включення), [1374] (уздовж дуги довільної кривої, од-
нак приклад – для дуги півкола, розташованого симетрично стосовно напряму одновісного 
розтягу) та [1427, 1194] (на межі поділу матеріалів кругового включення та безмежної мат-
риці). 

Включення у кусково-однорідному середовищі. Вивчений вплив внутрішніх жорст-
ких включень на напружений стан двох з’єднаних півплощин, коли включення повністю 
охоплене одним із матеріалів [1268, 1156, 1587], виходить одним торцем на межу поділу ма-
теріалів [175, 316, 130] (перпендикулярно до межі поділу) чи перетинає межу [210] (перпен-
дикулярно). 

Включення у безмежних тілах із межею. Взаємодія внутрішніх жорстких включень із 
межею півплощини вивчена вірогідно вперше у 1965 р. у праці [1593] (включення паралель-
не до межі півплощини, причому зовнішнє навантаження здійснюється зосередженою силою 
уздовж серединного перпендикуляра до осі включення). Включення перпендикулярне до 
межі півплощини вивчене у  [1156]; довільну орієнтацію включення враховано у праці [59, 
13]. Причому у праці [59] межа поверхні може бути або вільною від навантажень, або жорст-
ко защемленою. 

У публікації [842] побудовано інтегральні рівняння для системи однакових тріщин 
(аналогічно й жорстких включень), які перпендикулярно виходять на поверхню півплощини. 
Жорстке включення, що виходить на вільну поверхню під довільним кутом, аналізується у 
[1340]. До тематики цих праць близька публікація [1336], де для розв’язування задачі про 
прямокутне абсолютно жорстке включення, що частково заглиблене у півплощину, викорис-
тано розв’язок задачі про три внутрішні тонкі абсолютно жорсткі включення (одне паралель-
не до межі півплощини, а інші два – перпендикулярні до неї) і потім, збільшуючи розмір 
включення, наближають вершини включень до поверхні та до горизонтального включення. 
Детально аналізується особливість розв’язку у кутових точках. Побудовано велику кількість 
графіків і таблиць для різних способів навантажування жорсткого блоку (нормальне і зсувне 
навантаження, згинальний момент). 



Розділ VIII 
 

594 

Важливі результати для довільно орієнтованого у півплощині абсолютно жорсткого чи 
гнучкого нерозтягливого прямолінійного включення, коли на межу півплощини діє довільно 
нахилена зосереджена сила отримали A.B.Doyum, A.Gursoy [1247]. Включення моделюють 
розподіленими з невідомою густиною зосередженими силами і з використанням відповідної 
функції Ґріна та інтегрального перетворення Фур’є, отримано сингулярні інтегральні рівнян-
ня, які дали можливість обчислити КІН для різних значень параметрів задачі. 

Включення, перпендикулярне до меж смуги за її розтягу, у 1973 р. дослідив G.D.Gupta 
[1330]. На основі цього розв’язку граничним переходом було побудовано розв’язок задачі 
для защемленої на торці півбезмежної смуги. L.M.Keer [1410] розв’язав задачу про поєднан-
ня жорстким ребром двох різних смуг, на які діють зусилля розтягу та згинальні моменти. 
Пакет із півплощини та смуги, коли у одному із складових міститься довільно орієнтоване 
абсолютно жорстке включення, розглянуто у [931]. 

Досліджена симетрична задача для клину з внутрішнім радіальним жорстким включен-
ням, коли на береги клину діють гладкі штампи [11], а також для навантаженого жорсткого 
ребра, що лежить на межі поділу матеріалів з’єднаних клинів і виходить одною вершиною у 
вістря клинового пакету [31]. Відомості про деформування в’язкопружного клина, коли на 
його серединній лінії розташовані жорсткі включення, а на поверхні симетрично розташовані 
меланівські (гнучкі) накладки, можна знайти у [10]. 

Цікаве дослідження для довільно орієнтованої тріщини чи абсолютно жорсткого неру-
хомого включення у півплощині з тонким покриттям поверхні здійснене у [689]. Побудоване 
інтегральне рівняння для загального випадку. Якщо покриття відсутнє чи абсолютно жорст-
ке, то отримані наближені замкнуті розв’язки задачі. Якщо дефект перпендикулярний до ме-
жі півплощини, то отримано зв’язок між КІН ажв.в

iK  для абсолютно жорсткого включення 

біля вільної поверхні та т.ж
iK  для тріщини біля защемленого краю 

( ) ( ) ( )т.ж т.ж ажв.в т.ж
1 2 1 23 4K iK K iKκ− − = − . 

Відшарування включень. Оскільки жорсткі включення доволі добре моделюють роз-
поділ напружень у композитах із більш податною матрицею, то дуже важливим є вивчення 
проблеми про часткове відшарування таких включень від матриці. Велика кількість праць з 
цієї тематики стосується випадку, коли один берег включення є у повному контакті з середо-
вищем, а другий – вільний від напружень. Можливо, вперше така задача сформульована і 
розв’язана ще у 1940 р. Д.І.Шерманом [1121], а потім у 1962 р. Г.П.Черепановим [1080]. Для 
дугового включення подібні результати отримав F.Erdogan [1270]. Подальший розвиток ме-
тодів розв’язування цієї проблеми, у тому числі і з урахуванням часткового контакту відша-
рованої частини, можна знайти у працях [1051, 1230, 802, 1158, 926, 1310, 32, 889, 1133, 886, 
359].  

Навантажене зосередженою силою жорстке включення з відшаруванням у півплощині 
розглянуте у [845]. Навантажена розподіленим зусиллям плита, яка притискається до верх-
нього берега охоплюючої її щілини у півплощині вивчається у [126]. Задачу пропонується 
розв’язувати методом Жемочкіна, однак приклад розрахунку стосується лише жорсткої бал-
ки. Жорстке включення з одним відшарованим краєм, що виходить перпендикулярно на край 
півплощини, аналізує публікація [815]. Для аналізу напруженого стану біля жорсткого вклю-
чення із відшарованим краєм використовувався і МСЕ із спеціальними сингулярними елеме-
нтами [102]. Підростання тріщин (фактично взаємне проковзування матеріалів) на межі 
жорсткого волокнистого включення з урахуванням сил тертя між компонентами вивчене у 
[1179]. Така модель споріднена із моделлю смуг пластичності Дагдейла. Див. з цього приво-
ду теж праці [614, 615, 613] про відшарування хрестовидного жорсткого включення. Опис 
роботи [616] поданий нижче у відповідному підпункті, що стосується пружних включень. 
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Нелінійні та непружні моделі. K.Hayashi [1343] побудував аналітичний розв’язок за-
дачі біля вістря півбезмежного жорсткого включення у випадку моделі матеріалу Ромберга – 

Осгуда ( ) 1
11 / n Eε σ α σ σ −⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

. Виявилося, що особливість напружень у кінці жорсткого 

включення, як і в усіх інших випадках, така сама, як і у тріщині у такому ж матеріалі. 
Низку задач для жорстких включень у випадку, коли їх кінцеві частини охоплюють 

пластичні смуги типу Дагдейла (аналогічно до того, як це було зроблено у працях 
В.Т.Вітвицького та В.А.Кривеня [151, 469] для антиплоскої задачі), розв’язали 
Л.Т.Бережницький та М.М.Кундрат [70–72, 492]. Визначені розміри пластичних зон, пруж-
но-пластичний стан у матриці під час розриву волокна на два оцінюють за допомогою гра-
ничного переходу у пружно-пластичному розв’язку для двох жорстких включень. 
Застосування методу скінченних елементів до аналізу локалізованих пластичних зон [877] 
підтвердило слушність гіпотези про облямування пластичною смугою кінцевої частини 
включення. 

Аналітичний розв'язок плоскої задачі для одного лінійного включення скінченної дов-
жини без обмежень на довжину зон передруйнування отриманий у згаданих працях, а також 
більш ранніх публікаціях [1179, 1637], дав меншу від кореневої – логарифмічну особливість 
напружень в околі вершин включення. У першій із цитованих праць вважається, що кінцеві 
частини включення відшаровуються від матриці і між берегами утворених тріщин відбува-
ється проковзування з взаємодією сил тертя. 

Пізніше М.М.Кундрат розробив досконалішу двофазну модель, коли між пластичними 
смугами (перша фаза) та вістрям включення формується дуже коротка зона розпушення ма-
теріалу (друга фаза), де дотичні напруження лінійно зменшуються від нуля у вістрі до зна-
чення на початку пластичної смуги [93, 94, 493]. За допомогою такого підходу вдалося 
позбутися особливості поля напружень поблизу вістря жорстких включень [490]. 

Задачу для абсолютно жорсткого еліптичного чи тонкого лінійного включення у 
в’язкопружній пластинці розглянули С.О.Калоєров та А.Б.Мироненко [368]. 

Зацікавлення моментною моделлю теорії пружності Коссера [855, 23*] дало можли-
вість отримати розв’язок задачі для лінійного жорсткого включення у пластині Коссера 
[25*]. Виявилося, що так само, як і у теорії тріщин, врахування несиметричності тензора на-
пружень не дає підстав сподіватися на усунення особливості напруженого стану біля вістря 
тонкого жорсткого включення. 

Тонкі пружні й непружні включення (плоска задача) 

Включення у необмеженому однорідному і на межі кусково-однорідного середови-
ща. Початок математично строгому вивченню тонкостінних включень з пружного матеріалу 
поклала у 1967 р. праця [1097], де сформульована задача плоскої деформації ізотропного тіла 
з абсолютно гнучким тонким прямолінійним ортотропним включенням безмежної довжини. 
Були побудовані досить загальні умови взаємодії такого включення з довкіллям, які у їхньо-
му спрощеному варіанті (модифікована модель стрингера) були застосовані до розв`язування 
конкретних задач ([39, 25, 364, 591, 625, 870, 1062–1064, 1096, 1097, 1181, 9*, 15*, 18*, 19*] 
та багато інших), зведених до інтегральних рівнянь типу Прандтля. З використанням 
розв’язку із стрибком напружень на криволінійній лінії П.И.Перлін [18*] та умов [1097] 
розв’язав ту ж задачу про безмежний гнучкий стрингер між двома ідентичними піплощина-
ми. N.C.Remedios та W.C.Wood [1568] розглянули модель включення-стрингера, уперше вра-
хувавши зчеплення торців із матрицею і передачу через них зусиль від матриці до волокна. 
Для побудови розв’язку для отримання системи лінійних алгебричних рівнянь використову-
ються метод рядів Фур’є та заміна неперервного розподілу зусиль уздовж волокна дискрет-
ним. Особливість напружень на торцях включення не враховується (вважається, що там 
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діють зосереджені торцьові сили). Для прикладу розглянуто скловолокно в оточенні епокси-
дної смоли. 

Відзначимо, що у [1181] отримані розв`язки для волокна змінного профілю (еліптично-
го профілю (отримана постійна деформація включення) та коли вістря має точку звороту) і 
відзначається хороше узгодження числових результатів з даними експерименту [1141] та 
МСЕ-аналізу [1186]. Метод функцій стрибка, названий методом розривних розв’язків, що 
теж враховує стрибки напружень та переміщень, дав можливість Г.А.Морарю [625] на основі 
моделі стрингера дослідити задачі для гнучких прямолінійних включень змінюваної товщи-
ни за повного контакту та з урахуванням відшарування. 

Розвиток моделі стрингера дав можливість Д.В.Гриліцькому та Г.Т.Сулиму сформулю-
вати й розв`язати низку задач [971, 960, 236] для одного чи періодично повторюваних міжфа-
зних включень, де враховується також дія окрім напружень на нескінченності й 
зосереджених сил та умови на торцях включення. Модифікацію умов моделі стрингера, яка 
нехтує поперечними деформаціями, використали F.Erdogan i G.D.Gupta [1275] (стрингер на 
межі двох середовищ), C.Atkinson [1156] (отримано рівняння Фредгольма) та T.R.Brussat, 
R.A.Westmann [1178]. В останній праці пропонується на основі розв`язків задачі для окремо-
го пружного та абсолютно жорсткого включень побудувати функцію впливу пружності і на-
далі використовувати її для побудови на основі розв`язків для систем абсолютно жорстких 
включень чи абсолютно жорсткого включення у скінченних тілах відповідних розв`язків для 
пружних відповідників. З використанням моделі стрингера будується також інтегральне рів-
няння для включення в однорідній пластинці М.Д.Солодовником [897] та зазначається спосіб 
його розв’язування. 

У всіх згаданих працях нехтувалося відносним переміщенням берегів включення і до-
сліджувався лише стрибок на включенні дотичних напружень, а у працях [510, 902] нехтува-
лося стрибком вектора напружень та вивчалося розходження берегів неоднорідності. 
Важливі висновки зроблено з граничного переходу у розв’язку Г.П.Черепановим, 
Р.С.Кочаровим та О.В.Соткілавою [1086] задачі для еліптичного включення при силовому і 
температурному нагріванні та зіставлення отриманих асимптотичних залежностей із 
розв’язком для тонкого податного включення за моделлю вінклерової основи. Вказано умови 
застосовності цієї моделі. 

Так само, як і у працях Г.П.Черепанова та у своїх працях для включень у просторових 
задачах, В.В.Панасюк, О.Є.Андрейків, М.М.Стадник та І.Я.Горбачевський до аналізу тонких 
включень використали модель основи Вінклера – тонке еліптичне включення [695], для яко-
го побудовано залежність між коефіцієнтами концентрації напружень та КІН; побудовано 
аналітичні розв’язки для класу овальних включень [709, 708, 906]; отримано наближений 
аналітичний розв’язок для стрибків переміщень на включенні профілю Векуа [905]. Задачу 
для такого самого включення, розглянутого І.Н.Векуа під час побудови розв’язку рівняння 
Прандтля обтікання крила літака скінченного розміру [1557, 1558], раніше вивчав 
А.В.Чантурія [1073]. 

Тонке пружне включення у пластині, модуль пружності якої змінюється за експонен-
тою уздовж осі включення вивчали З.С.Олесяк, О.О.Євтушенко та В.Й.Паук [1540, 312]. 

І перший, і другий підходи до постановки задачі для пружного включення є однобіч-
ними, оскільки перший придатний лише для гнучких, але жорстких щодо розтягу включень а 
другий – для дуже податних включень. Ці обмеження усунули праці Г.Т.Сулима з 
Д.В.Гриліцьким, де на додаток до стрибка переміщень спочатку [239] був врахований стри-
бок дотичних, а пізніше [237] і нормальних напружень. Після цього постановка задачі тонких 
включень набула завершеного вигляду і отримані співвідношення дали можливість отримати 
всі можливі граничні часткові випадки – тріщини, однорідної матриці та абсолютно жорст-
кого включення.  
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Звернемо уваги на оригінальний підхід [598], пов`язаний із використанням асимптоти-
чних методів та виділення у тілі тонкого шару, частину якого складає включення сталої тов-
щини (безмежне кусково-однорідне включення). Аналогічна осесиметрична задача роком 
швидше була розглянута у [500]. 

У 1983 р. А.О.Сяський та В.О.Сяський започаткували дослідження напружено-
деформованого стану тонких викривлених включень на межі поділу середовищ. Перша пра-
ця [1019, 1015, 1020] стосувалася аналізу включення по дузі кола (розімкнутого) на межі 
поділу матеріалу пластини з круговою шайбою. Для включення було вибрано модель 
стрижня у вигляді пружної лінії, що сприймає розтяг та згин у площині пластини, що є  
частковим випадком загальнішої моделі тонкого стрижня подвійної кривизни з урахуванням 
навіть поперечного зсуву [717]. У тому ж 1983 р. І.І.Бернар та В.К.Опанасович [99] з 
використанням методу лінійного розвинення потенціалів дослідили тонке пружне включення 
по дузі кола в однорідній ізотропній пластинці. Загальніші результати для включення уздовж 
довільної кривої лінії із використанням методу функцій стрибка були отримані у праці [682] 
(записано інтегральні рівняння, асимптотики поля напружень та приклади включення по дузі 
кола, пів-еліпсу, параболи). 

В.В.Мікаелян [591] з використанням апарату рядів Фур’є розв’язав симетричну задачу 
згину закріпленого жорстко на протилежних сторонах прямокутника, коли нормальна сила 
передається до конструкції через розташований у центральній частині пружний стрингер (від 
краю до краю прямокутника). Такого типу задачі можна розв’язувати (відносно легко це зро-
бити наближено) за допомогою рівнянь плоскої задачі теорії пружності [303, 299]. З викори-
станням методу лінійного розвинення потенціалів у першій згаданій праці розглянуто задачу 
згину смуги-балки з розташованим на нейтральній осі тонким пружним включенням за дово-
лі загального типу навантаження, а у другій – задачу згину зосередженою силою консольної 
балки з внутрішнім вертикально розташованим тонким пружним включенням. 

Приклад розв’язування задачі для тіл із попередніми напруженнями та включенням мі-
стить праця [4*], де на межі поєднання двох попередньо напружених півплощин розташова-
не півбезмежне включення-стрингер. 

І.Т.Денисюк застосував якісну модель (с. 94–100 [289]) тонкостінного пружного вклю-
чення. Така модель дала можливість отримати кількісні значення лише для граничних випа-
дків жорсткого включення та тріщини. Параметрами моделі є пружні сталі матеріалів і 
довжина включення (його товщини там немає).  

Модель [237] з використанням техніки гомогенізації композитів була використана 
[1786] до аналізу впливу тонкого пружного включення на межі поділу матеріалів періодично 
шарових композитів. 

Методи аналізу тонких пружних включень були також застосовані до аналізу щілини, 
заповненої рідиною чи газом. Перша така робота стосовно стисливої рідини, видається, на-
лежить О.О.Євтушенку, Г.Т.Сулиму [315]. Тут визначаються тиск та КІН біля вістря тріщини 
у випадку дії напружень на нескінченності. Подібний аналіз на основі моделі податного 
включення [510] здійснено у роботі [932], опублікованій у тому ж журналі без посилань на 
попередників. Задача для заповненої газом щілини у термопружній постановці з урахуван-
ням можливого співдотику берегів тріщини та дії зосереджених сил у масиві вивчена у праці 
[482].  

Включення у необмежених кусково-однорідних середовищах. У роботі [311] з вико-
ристанням найбільш загальної моделі [237] на основі методу функцій стрибка та із застосу-
ванням інтегрального перетворення Мелліна було побудовано систему СІР для включення, 
що довільно орієнтоване у одній із з’єднаних між собою півплощин. Обґрунтовано вибір об-
ходу полюсів для оцінки ядер інтегрального рівняння та аналізуються УКІН. У праці [8] роз-
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глянуто задачу для двох стрингерів, що лежать на одній прямій у різних з’єднаних між со-
бою півплощинах.  

Е.Х.Григорян [202] побудував інтегральне рівняння для стрингера, який одним своїм 
кінцем лежить (перпендикулярно) на межі поділу матеріалів двох півплощин. У цей самий 
час було започатковано дослідження питання необмеженого наближення перпендикулярного 
включення до межі поділу із використанням загальної моделі методу функцій стрибка [310, 
213, 314]. Вивчено зміну порядку особливості та розподіл дотичних напружень на поверхні 
неоднорідності. 

Цикл досліджень про взаємодію тонких лінійних та масивних пружних включень у не-
обмеженому середовищі за допомогою методу лінійного розвинення потенціалів здійснили 
Д.В.Гриліцький, В.К.Опанасович і Л.О.Тисовський. Вкажемо на такі праці: [224] –
побудовані рівняння для довільно розташованого тонкого включення зовні масивного круго-
вого включення (обчислено вивчені узагальнені КІН для випадку кругового отвору); [225] – 
аналогічна задача для системи лінійних включень та масивного кругового включення; [223] – 
вивчені узагальнені КІН для довільно розташованого тонкого включення зовні масивного 
еліптичного включення; [220] – побудована система двох сингулярних інтегральних рівнянь 
для двох стрибків на включенні та інтегральні рівняння щодо густини потенціалів на контурі 
масивного включення довільної форми. Розраховано КІН для тонкого включення та коефіці-
єнти концентрації напружень на масивному круговому включенні. Найбільш загальні рів-
няння задачі про взаємодію довільної кількості довільних масивних та лінійних пружних 
включень вивчена у праці [222]. Докладно досліджено випадок, коли лінійне пружне вклю-
чення взаємодіє із еліптичним отвором. 

Включення у необмежених тілах із межею. Б.М.Нуллєр та Л.Ф.Спєівцева [661] дослі-
дили задачу для півбезмежного включення, яке під довільним кутом виходить на край пів-
площини. Таке включення моделює прошарок вивітреної породи, яка більшою мірою 
сприймає деформацію зсуву (ця властивість моделюється на основі вінклерової моделі), аніж 
поперечного стиску. Таким чином на такому включенні виникає лише стрибок дотичних на-
пружень. Вважається, що модуль пружності моделі включення змінюється за законом 

1( ) 1/( )K r r r ωβ γ −= + , , 0,β γ ω≥  – довільне дійсне число.  
Вивчення концентрації напружень біля включення у півплощині зі скінченним вклю-

ченням у півплощині було ймовірно вперше започатковане у 1978 р. на основі методу стриб-
ків [983] і розвинуте у праці [214]. Згодом було запропоновано загальний підхід до вивчення 
системи тонких включень у півплощині, у тому числі й викривлених [975] (конкретні дослі-
дження для включення, перпендикулярного до поверхні півплощини). Подібну задачу для 
одновісного розтягу півплощини із довільною кількістю прямолінійних включень довільної 
орієнтації вивчено і у праці [680]. 

Ю.І.Ларькін [527] дослідив важливу для будівельної механіки задачу про передачу но-
рмальної зосередженої сили через підкріплення (балка, що сприймає згин та розтяг-стиск) до 
півплощини, у якій на продовженні лінії дії сили розташоване тонке ребро, яке моделюється 
стрингером.  

Задача для тонкого включення, що лежить на межі поєднання двох різних смуг, вивче-
на методом функцій стрибка у праці О.О.Євтушенка [309]. 

До розглянутого класу задач належить і задача про прямолінійне пружне включення-
стрингер (також і жорстке) чи включення-балку (за рівняннями Кірхгофа – Лява), яке орто-
гонально вийшло на межу кругового отвору у необмеженій пластинці [451].  

Низка робіт стосується тонких радіальних включень у клинових областях: [894] (півбе-
змежний стрингер на осі симетрії клину, який доповнює інший клин до повної площини – 
виявлена асимптотика напружень біля вершини стрингера); [6, 4, 5] (досліджені задачі про 
дію зосередженої сили у вершині однорідного клину чи клину, складеного з двох клинів од-
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накового розхилу, коли з вістря виходить півбезмежний (складений із двох частин) чи скін-
ченний стрингер (на продовженні контакт між клинами відсутній)); [36] (поєднання двох 
клинів із внутрішньою тріщиною чи стрингером). 

Кусково-однорідні включення. Працею В.С.Саркісяна та Е.Х.Григоряна [871] для 
безмежної смуги із безмежним включенням на її осі включення був започаткований аналіз 
задач із кусково-однорідними включеннями (за моделлю стрингера). Праця [203] дослідила 
безмежне включення-стрингер у необмеженій пластині, коли властивості центральної части-
ни включення різняться від властивостей периферичних частин. Аналогічні задачі для клинів 
[6, 4, 5] згадувалися вище, так само, як і праці [598] та [500]. 

Включення у тілах скінченних розмірів. За допомогою парних інтегралів-рівнянь ме-
тодом А.А.Баблояна (подаючи функцію Ейрі у вигляді рядів за гіперболічними синусами і 
косинусами) А.А.Хачикян [1061] докладно розглянув симетричну задачу про двовісний роз-
тяг (чи з іншими крайовими умовами) прямокутної пластинки із тонким пружним включен-
ням-стрингером. Доведено квазі-цілком регулярність отриманої системи лінійних 
алгебричних рівнянь. Як часткові випадки розглянуто смугу з одним включенням чи із пері-
одичною системою включень, паралельних (дано числовий аналіз) чи перпендикулярних до 
країв смуги; двоперіодичну систему включень у безмежній пластині та ін. Подібним мето-
дом розв’язана задача для попередньо напруженого стрингера, кінці якого виходять на межі 
прямокутника [869]. Обчислення здійснені для поставленої задачі та відповідного періодич-
ного аналога. У праці Л.О.Тисовського [1025] подано інтегральне рівняння задачі для дові-
льної системи пружних включень у круговому диску та подано результати числового аналізу 
рівномірного всебічного розтягу диску із одним включенням, розташованим симетрично на 
діаметрі. Тришарова ізотропна кругла пластинка з тонкими прямолінійними включеннями у 
одному із шарів, коли між шарами існує ідеальний механічний і тепловий контакт, основи 
пластинки теплоізольовані, а на зовнішній межі задана температура, вивчена у праці 
В.К.Опанасовича, Л.О.Тисовського [683]. 

Взаємодія тонкостінних дефектів між собою, з тріщинами та отворами. Періодичні 
задачі. Періодичні задачі для пружних включень, причому на межі поділу двох середовищ, у 
різних модельних представленнях включень вивчалися вперше у роботах [987, 237, 236]. У 
випадку застосування моделі стрингера обчислення прикладів здійснювалося для включень 
на межі поділу, а у випадку повноцінної моделі включення – лише для співвісних включень 
у однорідному матеріалі. Періодичну задачу для системи лінійних компланарних включень 
(одне над другим) в ізотропному матеріалі дослідили Р.М.Мартиняк та Г.Т.Сулим [578]. Пе-
ріодичний відповідник задачі для співвісних тонких податних включень за дії однорідного 
поля напружень на нескінченності у постановці [510] розглянуто у [936]. Споріднену задачу 
для податних включень із використанням моделі вінклерового податного включення еліпти-
чного профілю через десять років розглянули М.М.Стадник та І.Я.Горбачевський [910]. У 
1985 р. В.К.Опанасович і М.С.Драган [679] звернулися до періодичної задачі для нахилених 
під довільним кутом пружних включень. Періодичну задачу для поздовжнього розтягу тіла з 
круговими отворами та стрингерами між ними на лінії, яка проходить через центри кіл, ви-
вчили М.З.Вулицький та І.Д.Суздальницький [163]. Розв’язки періодичних задач можуть 
служити наближенням відповідних неперіодичних задач для смуги.  

Двоперіодичні задачі. Двоперіодичні задачі можуть служити наближенням розв’язку 
відповідних задач для тіл скінченних розмірів у формі представницького елемента, бути тео-
ретичною основою для визначення ефективних характеристик регулярних композитів [199], 
а також служити наближеною оцінкою концентрації напружень у тілах з великою скінчен-
ною кількістю неоднорідностей. Незважаючи на велику важливість аналізу таких задач, ува-
га до них з огляду на складність не є належною. У праці В.М.Долгіх та Л.А.Фільштінского 
[298] розглянуто таку задачу для абсолютно жорстких та податних на згин включень-
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стрингерів. Обчислення напружень у волокні та ефективних характеристик композиту за 
розтягу перпендикулярно до осі включень здійснено для трикутного представницького еле-
мента. Подібна задача для анізотропної матриці розглянута у [297]. Цікавим є дослідження 
В.М.Долгіх [296] над пошуком оптимального профілю гнучкого армувального волокна-
стрингера, яке сприймає лише деформації розтягу-стиску, для забезпечення його однакової 
поздовжньої міцності. Вважається, що міцність включення пов’язана із  поздовжньою жорс-
ткістю (добутком площі поперечного перерізу та модуля пружності). Розрахунок ефективних 
характеристик стрічкового композиту з використанням підходу і моделей методу функцій 
стрибка здійснив Д.В.Лозинський [541]. 

Неперіодичні задачі. Модифікацією методу функцій стрибка В.К.Опанасович і 
М.С.Драган [678] записали систему рівнянь для системи включень та дослідили взаємодію 
двох із них. Модель вінклерівських включень була використана М.М.Стадником та 
І.Я.Горбачевським [912] для вивчення взаємодії двох включень в одній площині та відповід-
ної періодичної системи. Разом із тим на основі класичних силових і деформаційних критері-
їв руйнування сформульовані критерії зародження руйнування біля тонкого включення. 
Огляд результатів дослідження згаданих у попередній праці задач та періодичної системи 
компланарних (одне над другим) включень зробили В.П.Силованюк з І.Я.Горбачевським 
[883]. Практично одночасно було вивчено взаємодію включень із тріщиною: тріщина довіль-
ним чином нахилена до безмежного включення-стрингера у безмежній площині за її двовіс-
ного розтягу [1215]; пружного включення на серединному перпендикулярі до міжфазної 
тріщини [209]; стрингера зі співвісною тріщиною [322]. 

Відшарування включень. У працях С.В.Босакова [128, 127, 126] балкова модель(у 
розв’язок входить циліндрична жорсткість плити) разом із методом ортогональних поліномів 
застосована до аналізу контактних напружень у тонкому пружному включенні (стала жорст-
кість), використаному як анкер, коли його один край є у ідеальному, а другий – у гладкому 
контакті із матрицею. Умови контакту задовольняються у скінченній кількості точок на ос-
нові відомого аналітичного розв’язку про дію зосередженої сили на край тріщини. Коефіціє-
нти інтенсивності на краях області порушення суцільності автора не цікавлять. У роботі 
[204] розглянута задача про симетричне (з обох боків) порушення контакту між безмежним 
включенням на лінії між двома ідентичними півплощинами.  

Використання узагальненого перетворення Фур’є дає сингулярне інтегральне рівняння, 
яке розв’язується із використанням ортогональних поліномів Якобі (осцилююча особливість 
тріщини на межі поділу матеріалів). М.Г.Моісєєв з Г.Я.Поповим [616] дослідили відшару-
вання жорсткого чи пружного включення-стрингера під дією прикладеної до нього ексцент-
рично зосередженої сили у припущенні, що поверхні контакту матеріалів не можуть 
сприймати зусиль розтягу і там виникає розшарування.  

H.Sekine [1600] вивчив механіку деформування включення-стрингера у безмежному 
ізотропному масиві, який розтягується уздовж осі включення. Вважається, що до централь-
ної зони ідеального контакту матеріалів з обох боків прилягають двофазові зони порушеного 
контакту, причому у перших – контакт гладкий (без тертя), а у других, що прилягають до ві-
стря включення (тут нормальні напруження від’ємні) – із тертям. Припускається, що матері-
ал матриці у зонах контакту включення не відходить від нього.  

Контактні задачі для тіл із включеннями. Д.В.Гриліцький, О.О.Євтушенко та 
В.Й.Паук розглянули декілька задач про тиск штампа на поверхню півплощини, всередині 
якої розміщене тонке пружне включення [313, 211]. Вивчено концентрацію напружень на 
краях штампа, у кінцях включень, коли штамп притискається до півплощини нормальною та 
зсовується дотичною силою. 

Контактні задачі з урахуванням проміжних шарів. Доволі часто контакт між тілами 
відбувається не безпосередньо, а через якийсь рідкий чи твердий проміжний шар. Якщо вра-
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ховувати тонші фізичні чи хімічні механізми, то такий шар може моделювати результати ме-
ханічної (наклеп) іонізації, азотування, утворення окисненого шару на вільній поверхні ма-
теріалу, поверхневого натягу тощо. Оскільки такий тонкий шар перебуває між двома 
твердими деформівними чи недеформівними тілами, то до визначення його впливу також 
можна застосовувати методи теорії тонких включень. У праці Г.П.Александрової [28] з вико-
ристанням інтегрального перетворення Фур’є побудоване й досліджене інтегральне рівняння 
задачі про вплив поверхневого натягу на поверхні півпростору, у який втискується штамп. 
Поверхневий натяг моделюється натягнутою на поверхню пружною мембраною, яка сприй-
має зусилля розтягу. 

Н.Х.Арутюнян, В.М.Александров, М.Х.Мхитарян, Є.В.Коваленко та ін. [39, 414, 21, 23, 
19, 413, 22, 25] розглянули задачі про контактну взаємодію (статика та усталений рух) штам-
пів доволі загальної форми на півплощину чи смугу з урахуванням проміжних шарів, які де-
формуються за рівняннями теорії тонких плоских пластин. Модель рідкого проміжного шару 
побудована і використана у [18, 412, 22]. Тонке кругове проміжне підкріплення [638, 1028] у 
циліндричній фрикційній парі (циліндр – безмежний простір та циліндр – циліндрична труба 
відповідно) моделюють модифіковані рівняння Кірхгофа – Лява, які отримані на основі при-
пущення, що поперечна деформація кільця дорівнює нулю, а для залежності поперечної сили 
від переміщень використані рівняння опору матеріалів теорії кривих брусів. Модель м’якого 
покриття у контактній задачі для гладкого штампа (задача Герца) використав M.J.Matthewson 
[1498].  

Цікаві теоретичні та експериментальні дослідження сумісного деформування двох пла-
стин, між якими без тертя лежить тонка металева прокладка, в навантаження прикладене до 
поверхонь пластин, отримані у працях [1509, 1508]. 

Контактні задачі, розв’язані засобами методу міжконтактних прозорів. Плоскі си-
лові задачі. Притискання півплощин. У суто силових (пружних) задачах розглянуто питан-
ня формування на межі поділу гладких півплощин, що притискаються різними силовими 
чинниками (напруження на нескінченності, сили, моменти) зон втрати контакту [986, 14*] 
(з’ясовано, що найменші сили для формування щілини заданої довжини мають бути прикла-
деними на певній відстані від межі поділу півплощин). Праця Р.М.Мартиняка [577] стосуєть-
ся аналізу задачі про визначення напружено-деформованого стану однорідної та кусково-
однорідної площини, коли у тонкий отвір (на межі поділу матеріалів) вставлено з певним на-
тягом без тертя абсолютно гнучке, нестисливе або абсолютно жорстке тонке включення і до 
берегів контактуючих із включенням півплощин симетрично прикладені однакові нормальні 
сили, які відтягують матеріал від включення. Вважається, що відшарування включення може 
бути повним або частковим (в останньому випадку зону контакту не шукають). У [559] роз-
глянута подібна періодична задача. Різні задачі, коли в одному тілі (жорсткому) є неглибокі 
виступ чи виїмка, яка може бути частково заповнена рідиною, розглянуто у працях Г.С.Кіта, 
Р.М.Мартияка, І.М.Мачишина [560, 583, 584, 403].  

Плоскі силові задачі. Зсув півплощин. Якщо у цитованих вище працях розглядалося 
лише притискання півплощин одна до одної, то публікації [564, 562, 563] стосувалися ви-
вчення пружної взаємодії двох притиснутих до себе півплощин зі збуреннями геометрії у ви-
падку додаткового взаємного поперечного зсуву півплощин. 

Нелінійні задачі. Ефекти в’язкопружності вивчені поки що лише у включеннях (про-
шарках) необмеженої довжини [9, 1394]. Задача для в’язкопружного тонкого безмежного 
прошарку розглянута у [1576]. 
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47.4. Антиплоска задача для тіл з тонкими включеннями 

Абсолютно жорсткі включення 

Включення у безмежному однорідному середовищі. Дослідження поздовжнього зсу-
ву розпочала у 1975 р. праця [73], де методом конформних відображень для гострокутного 
абсолютно жорсткого включення були побудовані асимптотичні залежності для напружень 
та переміщень та введене поняття КІН біля тонкого вістря абсолютно жорсткого лінійного 
включення. У 1980 М.Г.Стащук [925, 95] з використанням апарату теорії функцій комплекс-
ної змінної окремо розглянув прямолінійне скінченне та півнескінченне абсолютно жорстке 
включення, коли діють зосереджені сили (розв`язок має описку у знаку перед радикалом фо-
рмули (ІІ.94)). У монографії [22] можна знайти розв’язок задачі про рух абсолютно твердого 
тонкого включення у смузі в’язкої рідини. Лише у 1986 р. з’явилося, вірогідно, перше дослі-
дження антиплоскої задачі для жорсткого включення на Заході [1740]. Тут з розв’язку для 
абсолютно жорсткого еліптичного циліндра, отриманого за допомогою методу фіктивних 
сил Ешелбі, здійснений граничний перехід (подібно до того, як це було зроблено роком ра-
ніше для плоскої задачі [1739]).  

Побудовані розв’язки[272]  для системи співвісних тріщин чи жорстких включень у 
безмежному масиві, модуль зсуву якого змінюється у перпендикулярному до площини дефе-
ктів напрямі за степеневим законом.  

Метод функцій стрибка, названий методом розривних розв’язків, який теж враховує 
стрибки напружень та переміщень, дав можливість Г.А.Морарю [625] дослідити задачі для 
тріщини та тонкого жорсткого включення у повному та відшарованому контакті з матрицею. 

Взаємодія включень між собою та з тріщинами. Великий цикл досліджень взаємного 
впливу зв’язаних між собою жорстких стрічкових включень за умов антиплоского деформу-
вання, коли вони витягуються із масиву, здійснили І.П.Шацький та А.М.Кундрат [1110, 1105, 
1108, 1106, 1109, 1107, 1103]. Така постановка задачі про зв’язані включення має значення, 
якщо до включень (арматури) безпосередньо прикладене навантаження. Якщо ж наванта-
ження прикладене поза включеннями (не нескінченності, чи силами всередині масиву), то 
немає різниці між тим, чи включення зв’язані між собою, чи ні, оскільки у задачах про жорс-
ткі включення, як правило, вимагається їхня нерухомість. 

Два перехрещені між собою абсолютно жорсткі включення різної довжини (чотири жо-
рсткі включення, які виходять із однієї точки) розглянуті одеськими науковцями у 1985–87 
рр. [33, 35]. В.В.Сільвестров і Н.Н.Тімофєєва [888] дослідили цікаву задачу про взаємодію 
співвісної системи з періодичного масиву тріщин у лівій частині цієї осі ( 0x ≤ ) та періодич-
ної системи абсолютно жорстких включень іншої довжини у другій частині півосі ( 0x > ).  

Включення уздовж викривленої лінії. У дослідженні [1052] зроблена перша спроба 
побудувати та розв’язати інтегральне рівняння для включення уздовж дуги кола із зведеною 
жорсткістю, однак аналіз здійснений лише для тріщини (абсолютно податне включення) та 
включення з модулем зсуву удвічі більшим за модуль зсуву матриці. Граничний випадок аб-
солютно жорсткого включення не вивчався. Набагато пізніше до цієї проблематики підійшли 
китайські механіки [1205, 24*] X.Zhang та ін. У останній праці внаслідок моделювання 
включення розподіленими зосередженими силами, було вивчено пружну взаємодію у пруж-
ному просторі викривлених тонких жорстких включень із пружним циліндричним включен-
ням.  

Включення у кусково-однорідному середовищі. Праця [1758] стосується задачі про 
жорстке лінійне включення, розташоване конфокально всередині пружного еліптичного 
включення в необмеженому пружному просторі.  
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Включення у безмежних тілах із межею. У 1983 р. І.П.Бутвинник, Л.Т.Бережницький 
та В.І.Похмурський [131] побудували характеристичні рівняння для визначення порядку си-
нгулярності для півбезмежного жорсткого включення, яке під довільним кутом виходить на 
плоску межу поділу двох матеріалів, або лежить на одній із граней суцільного середовища, 
складеного із двох клинів. Формулювання та інтегральне рівняння подібної задачі для жорс-
ткого стрічкового включення, що виходить перпендикулярно на вільну межу півпростору, 
пізніше зробили Л.К.Попова та В.Г.Попов [816]. Асимптотичний розв’язок за малим параме-
тром задачі для розташованого на поздовжній осі смуги (серединній площині шару) жорст-
кого включення з урахуванням його відшарування отриманий Б.І.Сметаніним [895]. 
Отримані формули для дотичних напружень на поверхні контакту включення із смугою та 
залежність між головним вектором прикладених до включення зусиль та його зсувом. 

Відшарування включень. Поряд із згаданою вище працею Б.І.Сметаніна [895] слід 
теж звернути увагу на працю [1370], де вивчається відшарування жорсткого видовженого 
еліптичного включення у його кінцевих частинах. У праці [1405] розглянуто повне відшару-
вання одного берега жорсткого включення, а у [1407] за допомогою граничного переходу у 
задачі про еліптичне включення із тріщиною на межі поділу матеріалів – часткове відшару-
вання на одному із берегів. Граничним переходом у останньому розв’язку отримано 
розв’язок для повністю відшарованого з особливостями порядку ½ і ¼.  

Нелінійні та непружні моделі. Задачі антиплоскої деформації тіл з абсолютно жорст-
кими включеннями є зручним об`єктом для дослідження ефектів нелінійності, зокрема плас-
тичності. У 1965 р. Г.П.Черепанов [1076] під час дослідження одної контактної задачі 
отримав результат, який можна трактувати так, що для півбезмежного жорсткого включення 
у ідеальному пружно-пластичному матеріалі під впливом дії однорідного поля дотичних на-
пружень на нескінченності пластична зона має форму круга (кругового циліндра), діаметр 
якого лежить на включенні, торкаючись одним кінцем його вістря. Умови пластичності Тре-
ска – Сен-Венана та Губера – Мізеса у антиплоскій задачі збігаються. Через 14 років 
Р.С.Громяк [257] незалежно відтворив ці результати у безпосередній механічній постановці 
пружно-пластичної задачі теорії тонких включень.   

Дослідження пружно-пластичної задачі для жорсткого включення скінченної довжини 
[466] у матеріалі Ільюшина – Генкі, для якого ( )1 xz G w xϕ σ+ = ∂ ∂ , ( )1 yz G w yϕ σ+ = ∂ ∂ , де 
параметр ϕ  дорівнює нулю у пружній зоні та більший від нуля у пластичній, виявило, що 
поки зовнішнє навантаження τ  менше / 3yτ , пластичні зони облямовують торцьові частини 
і є майже коловими, а зі збільшенням навантаження вони розширюються швидше у напрямі 
нормалі до осі включення. 

Експерименти і практичний досвід дають, що крім континуальних пластичних зон мо-
жливе також існування дискретних зон у вигляді смуг пластичності. Г.П.Черепанов запропо-
нував робити вибір поміж континуальними та дискретними розв’язками на основі принципу 
максимальної швидкості зростання дисипації енергії [1081]. 

У роботах В.Т.Вітвицького та В.А.Кривеня [151, 469] з використанням теорії функцій 
комплексної змінної та конформних відображень за аналогією до пластичної смуги Дагдейла 
у плоскій задачі [693, 694, 111] було запропоновано вважати, що пружно-пластичний 
розв’язок для жорсткого включення у ідеальному пружно-пластичному матеріалі, можна 
отримати на основі припущення про пластичну зону у вигляді смуги пластичності, яка обля-
мовує кінцеві частини включення. У першій із згаданих праць розглянуте одне включення за 
однорідного зсуву на нескінченності у площині, перпендикулярній до площини стрічкового 
включення. Визначено дотичні напруження на поверхні включення та довжину пластичних 
зон у залежності від рівня прикладеного навантаження. Друга задача стосувалася симетрич-
ної взаємодії жорсткого включення з двома тріщинами по два боки на серединному перпен-
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дикулярі до включення. Більш загальним є дослідження у такій же постановці виникнення 
пластичних зон біля абсолютно жорсткого ромбічного включення [149]. Подальші дослі-
дження В.А.Кривеня розвитку континуальних та дискретних лінійчатих пластичних зон біля 
жорстких включень (лінійних, призматичних, прямокутних із кутовими та округленими ве-
ршинами) з урахуванням та без урахування періодичності, відшарування поверхонь вилили-
ся у докторську дисертацію [480]. 

Праці К.Ф.Чорних, З.Н.Литвиненкової [1093, 538] розглядають "лункове" абсолютно 
жорстке включення у матриці з неогукового матеріалу. Звідси, зокрема, випливають резуль-
тати і для лінійного абсолютно жорсткого включення. Виявилося [1095], що поздовжній зсув 
еластомірів можна досліджувати на основі лінійної задачі. За методикою згаданих вище 
праць В.В.Божидарник, В.М.Садівський та В.І.Шваб’юк [108] розв’язали задачу про поміще-
не у неогуківський масив гострокінцеве жорстке включення, форма якого може змінюватися 
від тонкого лінійного з гіпоциклоїдного з більш як двома точками звороту. 

K.Hayashi [1344] побудував аналітичний розв’язок задачі біля вістря півбезмежного 
жорсткого включення у випадку моделі матеріалу Ромберга – Осгуда 

( ) 1
11 / n Eε σ α σ σ −⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

. Так само, як і у плоскому випадку [1343] виявилося, що особли-

вість напружень у кінці жорсткого включення, як і в усіх інших випадках, така сама, як і у 
тріщині у такому ж матеріалі. Аналогічні питання для вістря багатоклинового композиту з 
довільної кількості різних клинів із матеріалу із лінійним зміцненням за поздовжнього зсуву 
вивчені у праці [988]. Виявлено, що у цьому випадку розрахунки порядку особливості можна 
здійснювати на основі моделі лінійного матеріалу. 

Оскільки тріщина моделюється розрізом з заданими на його берегах напруженнями, а 
абсолютно жорстке включення (фактично абсолютно жорстка плівка) – розрізом із заданими 
(зокрема, нульовими) переміщеннями, то різниця між ними полягає лише у типі крайових 
умов. Тому розв`язок довільної задачі теорії тріщин можна перенести на відповідну задачу 
для абсолютно жорсткого включення. Через те обмежимося посиланнями на монографії [95, 
922, 64, 802]. Окремі результати можна знайти у працях для пружних включень, де абсолют-
но жорстке включення отримують як частковий випадок. 

Антиплоска задача для тонких пружних включень 

Першою працею у цьому напрямку є публікація [1052] про включення уздовж дуги ко-
ла за найпростішою вінклеровою моделлю. Стрибок напружень вважався відсутнім. Фактич-
но ця праця (з урахуванням аналогії [393] узагальнювала на випадок викривленості 
результати праць Г.С.Кіта та Ю.С.Френчка щодо плоских задач теплопровідності прямолі-
нійних тріщин з термоопором. Дещо раніше [74] були введені узагальнені КІН та побудовані 
одночленні асимптотичні залежності напружень та переміщень біля гострокінцевого пруж-
ного включення. 

У 1981 р. Г.Т.Сулим [951] поставив та розв`язав на основі методу функцій стрибка за-
дачу (для системи включень на межі поділу двох півпросторів, у безмежному просторі чи 
півпросторі) з урахуванням можливості одночасного стрибка напружень і переміщень, ви-
кривленості, побудував відповідні умови взаємодії, асимптотичні залежності, ввів узагальне-
ні коефіцієнти напружень. Докладно вивчено приклад одного включення. Рівночасно 
подібні, але менш загальні результати, були отримані В.К.Опанасовичем та М.С.Драганом на 
основі методу лінійного розвинення потенціалів [675] щодо одного включення. Дещо пізні-
ше [674] ці ж автори вивчили взаємодію двох включень. 

Розв’язки для тонких включень еліптичного профілю на основі придатної для податних 
включень вінклерової моделі були отримані з рівнянь, побудованих граничним переходом 
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від тонкого включення у тривимірному масиві В.П.Силованюком і М.М.Стадником [885]. 
Таким самим методом І.Я.Горбачевський отримав розв’язок для двох взаємодіючих вклю-
чень [187] у паралельних площинах. 

І.Т.Денисюк [287] використав якісну модель тонкостінного пружного включення, яку 
раніше застосував до анізотропного випадку поздовжнього зсуву [288]. Вона дала кількісні 
значення для граничних випадків жорсткого включення та тріщини, однак оскільки у ній не 
використовується товщина включення, то побудовані залежності КІН від відношення пруж-
них сталих матеріалів не відображають впливу на реальної (чи зведеної) жорсткості вклю-
чення на розтяг (яка для дуже тонких включень визначається добутком модуля пружності і 
товщини включення). 

47.5. Згин та кручення пластин з тонкими включеннями 

Жорсткі включення 

Включення у безмежній пластині. Задачі згину пластин Кірхгофа з жорсткими гост-
рокутними і лінійними включеннями дуже детально розглянуті у монографіях [64, 802]. До 
задач для тонких лінійних включень, які сприймають зовнішнє навантаження, дуже близькі 
задачі контактної взаємодії пластин із жорсткими ребрами [361], тому ці два класи задач мо-
жна об’єднати. Аналіз літературних джерел свідчить, що головний внесок у вирішення цієї 
наукової проблеми для тонких жорстких включень зробили одеські механіки – Г.Я.Попов, 
О.В.Оніщук, О.Б.Козін, С.Т.Грибняк та ін. Розподіл напружень біля вістря багатокутника з 
точками звороту, що міститься у пластині Кірхгофа – Лява, побудовано 1978 р. Я.Ф.Хрущем, 
М.В.Делявським та Л.Т.Бережницьким [1069]. Такі ж асимптотичні залежності властиві і для 
тонких жорстких лінійних включень. Характер особливості біля вістря жорсткого лінійного 
включення досліджений окремо за ідеального механічного контакту включення з пластиною 
[663, 183] та за його відшарування уздовж одного берега [665]. Одна із нечисленних праць 
англомовних праць, яка стосується згину тонко пластини із тріщиною та тонким жорстким 
включенням опублікували X.-F. Wang, N.Hasebe [1737]. 

Пластинка із жорстким включенням, до якого прикладене навантаження довільного ти-
пу вивчена у праці [427]. 

Існування слабої зсувної жорсткості пластини з тонкими лінійними жорсткими вклю-
ченнями (в рамках уточненої моделі Тимошенка) враховане у працях [194, 192]: з’ясовано, 
що вибір моделі пластини істотно впливає на характер особливості стрибка поперечних сил. 
O.Tamate [1669] дослідив абсолютно жорстке включення у пластині Райсснера, у праці 
[1670] – подібну задачу для двох довільно орієнтованих включень у пластині Райсснера. Див. 
також подальші дослідження у [197]. 

Перехрещені неоднорідності. Задачі згину безмежних пластин із тонкими жорсткими 
включеннями, що перехрещуються під прямим кутом, були у центрі уваги праць одеських 
механіків [426, 422, 34, 664].  

Деякі такі дослідження були виконані для випадку перехрещених включень у квадрат-
ній пластині [420, 432]. 

Включення у пластинах, обмежених краями. Окрім згаданих вище двох праць, які 
стосувалися перехрещених включень у квадратній пластинці, більшість досліджень для пла-
стин із межами стосується прямокутників. Серед них слід згадати працю [666] (використову-
ється регуляризація розбіжних інтегралів та будується швидкозбіжний наближений 
розв’язок; вивчене повертання включення, розвиток пластичного шарніру); [668] (розглянуто 
усі можливі класи задач із жорсткими включеннями – опирання, відшарування на одному чи 
двох берегах); [667] (досліджені особливості розв’язку, якщо лінійна жорстка опора одним 
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кінцем виходить на защемлений край пластинки); [327] (прямолінійне жорстке симетричне 
стосовно сторін прямокутника включення втискується у пластинку); [523] (прямолінійне жо-
рстке розташоване з ексцентриситетом стосовно сторін прямокутника включення); [424] 
(включення у шарнірно опертій пластинці); [639] (криволінійне (приклад – параболічне) жо-
рстке включення у шарнірно опертій прямокутній пластинці). 

В.В.Грибова та О.В.Оніщук [198, 196] побудували спеціальну систему бігармонічних 
функцій, придатну для опису задач згину пластин із жорстким включенням, та застосували її 
до розв’язування задач згину прямокутних пластин із включенням. Розв’язок шукається у 
вигляді ряду за цими функціями; коефіцієнти ряду обчислюються методом колокацій – 
задовольняючи крайові умови на вибраній множині точок межі пластини.  

Праці [423, 434] стосуються аналізу прогину мембран з навантаженими силами жорст-
кими включеннями, які загалом можуть бути криволінійними і не паралельними до коорди-
натних ліній. Для прикладу виявлено залежність між величиною навантаження включення, 
яке не є паралельним до сторони квадратної мембрани та його вертикальним зміщенням. 

Пластинку (рівняння Кірхгофа чи Тимошенка) у вигляді смуги за існування півбезмеж-
ної жорсткої лінійної опори розглянули С.Т.Грибняк і Г.Я.Попов [195]. Зазначається, що ви-
бір моделі пластинки істотно впливає на характер особливості поблизу кінця опори-
включення: для пластинки Кірхгофа вона неінтегровна, а для моделі Тимошенка – інтегровна 
(див. теж [194]). Для подібної задачі півбезмежної жорсткої гладкої опори, що перебуває у 
безвідривному контакті, у випадку, коли береги смуги жорстко защемлені, отримано точний 
розв’язок [430]. Така ж задача для випадку, коли навантаження є непарною функцією стосо-
вно осі, додатна піввісь якої збігається із лінією контакту із жорсткою опорою [426]. 

Шарнірно оперта півсмуга з жорстким включенням, яке паралельне до скінченного 
краю пластини, досліджена у [421]. 

Одне [846] та декілька [847] (без самоперетинів) жорстких включень у пластині, що має 
форму клину, розглянув В.В.Реут. 

Пружні включення у пластинах 

Аналогії. З огляду на аналогію Віґгардта та інші аналогії [29, 64, 132, 133, 155, 201, 
264, 552, 648, 716, 1034, 1067, 1772] між плоскою чи іншою задачею і задачею згину пластин 
Кірхгофа чи іншого типу пластин результати аналізу задач згину пластин з гострокутними і 
тонкими включеннями та ін. можна перенести на відповідні плоскі задачі та навпаки. Напри-
клад, аналогія Б.Л.Пелеха [716,] стосується задач згину пластинок Тимошенка, аналогія 
І.Ю.Хоми [1067] – згину пластинок за теорією Векуа з плоскою моментною теорією пружно-
сті. 

Плитова аналогія [655] полягає у тому, що функція напружень ( )1 2,x xχ , яка у термо-
пружності визначає компоненти тензора напружень  
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що й функція прогину w  плити середньої товщини з жорсткістю на згин N  при наванта-

женні її поверхні розподіленим навантаженням інтенсивності q : 4 qw
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∇ = . Крайовим умо-

вам вільних країв нагрітої пластинки ( 0, 0nχ χ= ∂ ∂ = ) у задачі згину відповідають умови 
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жорсткого защемлення ( 0, 0w w n= ∂ ∂ = ). Цю аналогію зауважив P.Dubas [1249], а пізніше 
розвинув F.Tremmel [1709]. 

Безмежні пластини. Моделі повного спектру пружних властивостей. Дослідження 
задач згину пластин Кірхгофа з тонкими пружними включеннями з використанням методу 
лінійного розвинення потенціалів започаткувала 1979 р. праця Д.В.Гриліцького, 
М.С.Драгана, В.К.Опанасовича [207]. Було розглянуто необмежну пластину, навантажену рі-
вномірно розподіленими згинальними моментами на нескінченності з тонким прямолінійним 
пружним включенням скінченної довжини. Отримана система сингулярних інтегро-
диференціальних рівнянь, придатна для опису включень із довільними пружними властивос-
тями – від абсолютно жорсткого до тріщини, береги якої під час згину не контактують. Ви-
користаний М.С.Драганом та М.І.Морозовим [302] метод функцій стрибка для побудови 
сингулярних інтегральних рівнянь задачі згину пластини із тонким включенням чи відповід-
ної періодичної системи дав подібні результати. Аналогічна задача кручення для одного лі-
нійного пружного включення у безмежній пластинці за дії однорідного поля крутних 
моментів на нескінченності була розглянута роком пізніше В.К.Опанасовичем, 
М.С.Драганом [677]. Було введено у розгляд чотири КІН та побудовано асимптотичні залеж-
ності для компонент тензора напружень у полярній системі координат , ,rr rθθ θσ σ σ . 

Задача для одного включення уздовж дуги кола на основі застосування методу лінійно-
го розвинення потенціалів була повною мірою з аналізом усіх можливих граничних випадків 
та обчисленням КІН вивчена у публікації [671]. 

Побудована система сингулярних рівнянь для системи прямолінійних включень у не-
обмеженій пластині та досліджена взаємодія двох однакових співвісних та компланарних 
включень [300, 219] у випадку дії згинальних та крутних рівномірно розподілених напру-
жень на нескінченності. Те саме навантаження для безмежної пластинки із періодичною сис-
темою довільно орієнтованих включень вивчене у працях [304, 305].  

Згин кусково-однорідних пластин із тонкими пружними включеннями вивчався 
Л.О.Тисовським та його співавторами. У першій праці цього циклу [221] розглянуто взаємо-
дію радіально розташованого прямолінійного тонкого включення із круговим отвором чи аб-
солютно жорсткою шайбою під час двох способів циліндричного згину безмежної пластини. 
У граничному випадку зміни радіуса шайби отримано задачу про тонке пружне включення у 
пластині, складеній із двох півплощин. Записана система сингулярних інтегро-
диференціальних рівнянь для системи довільно орієнтованих тонких пружних включень та 
кругової шайби [1022]. Досліджено вплив на КІН відносної жорсткості одного включення та 
кута його орієнтації щодо шайби.  

У пізніших працях Л.О.Тисовського та В.К.Опанасовича було використано метод фун-
кцій стрибка, їх досвід розв’язування плоских задач теорії тонких пружних включень та ві-
дому аналогію між плоскими задачами і задачами згину. Зокрема, у [684] досліджено згин 
пластики із еліптичною шайбою за довільного розташування прямолінійного тонкого вклю-
чення; у [1023, 1024] – побудовано сингулярні інтегральні рівняння для одного та для систе-
ми криволінійних тонких пружних включень відповідно. 

Безмежні пластини. Модель балкова і стрингера. Характер особливостей напружень 
у місцях взаємодотику та взаємоперетину тонких неоднорідностей дослідили Г.Я.Попов та 
В.В.Реут [813]. Вивчений перетин двох стрижнів, точка дотику двох пружних стрижнів, трі-
щини і стрижня, тріщини, що виходить перпендикулярно на стрижень. 

Згин безмежних пластин на лінійно деформованій основі у випадку додаткового під-
кріплення пластини декількома паралельними безмежними пружними ребрами вивчено 
Г.Я.Поповим та Ю.С.Процеровим [811]. Враховано ексцентричність розташування ребер, їх 
кручення, стиск-розтяг та згин у двох площинах. Розрахунки здійснені у випадку основи у 
вигляді півпростору за його ідеального зчеплення чи гладкого контакту з пластиною. 
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Є.А.Кобєлєв та М.Д.Работягова [410] дослідили можливість урахування довільного 
розподілу поперечного навантаження (його подають у вигляді тригонометричних рядів, що 
зменшує загальність і точність отриманих результатів) та апарату узагальнених розривних 
функцій на розрахунок плити, підкріпленої симетричним пружним ребром скінченної дов-
жини.  

Модель стрингера, яка враховує лише стрибок на включенні крутного моменту, була 
пізніше застосована Г.А.Морарем [625]. 

Пластини із безмежними межами. Згин пластини-смуги із жорстко защемленими кра-
ями у випадку, якщо на поздовжній осі пластини розташована півбезмежна тонка опора, яка 
деформується відповідно до закону Вінклера, а її контакт із пластиною є гладким та безвід-
ривним [431]. Таку опору можна вважати своєрідним вінклеровим включенням. 

Результати докладного аналізу впливу пружних підкріплень і тріщин на деформування 
та особливості напруженого стану пластин (асимптотики згинальних моментів та узагальне-
них оперечних сил) у вигляді клину подані у праці Г.Я.Попова, В.В.Реута [812]. Розглянуто 
деформування системи згином та крученням. Побудовано характеристичні рівняння стосов-
но порядку сингулярності у випадках перетину двох пружних стрижнів чи їх співдотику під 
довільним кутом, а також дотику стрижня до співвісної чи перпендикулярної тріщини. 
Розглянуто теж два типи клиновидних пластин, коли півбезмежне підкріплення лежить на 
осьовій лінії клину, а грані закріплені, та коли підкріплений один берег клину. З’ясовано, що 
пружні властивості підкріплення не впливають на особливість напруженого стану. 

Деякі висновки спільних досліджень Московського інженерно-будівельного інституту 
та німецьких інститутів у Веймарі та Ляйпцігу реферуються у праці [1649]. Згадуються плас-
тинки-смуги та іх підкріплення ребрами скінченної довжини, паралельними та перпендику-
лярними до країв пластини. Теоретичні дослідження порівнюються із даними експериментів. 

Прямокутні і кругові пластини. Балкові моделі. Дослідження у цьому напрямку 
провадили переважно Г.Я.Попов, О.В.Оніщук, О.Б.Козін, С.Т.Грибняк [802, 418], які вклю-
чення моделювали балкою з вільними кінцями. Пружне включення за моделлю балки з пев-
ною згинальною жорсткістю у шаруватій пластині досліджене у [810], а у пластині 
Тимошенка – у [194]. Подібний підхід у задачі згину прямокутної пластини із підкріпленням 
у вигляді балки на усій серединній лінії використали Л.М.Куршин та ін. [509] (а в гранично-
му випадку абсолютно жорсткого підкріплення отримано результати для консольної пласти-
ни). Модель ребра жорсткості у прямокутній пластині, яка чинить опір розтягові-стиску, 
згину та крученню, використали Ю.П.Кочанов, В.В.Бугаєнко [465]. F.Yüksel [1773] для 
розв’язування задачі про підкріплення прямокутних пластин з довільно орієнтованою попе-
редньо напруженою арматурою. Для побудови рівнянь задачі у ролі функції Ґріна викорис-
тано розв’язок Нав’є щодо прогину вільно опертої пластини, навантаженої вертикальною 
зосередженою силою. 

У праці [433] криволінійні включення у прямокутних шарнірно опертих на краях плас-
тинах моделюються стрибками польових характеристик. Побудовано інтегральні рівняння та 
отримано залежність прогинів від функцій стрибка. 

Загальна схема розрахунку прямокутних пластин із перехресною системою підкріплю-
вальних пружних ребер запропонована С.Марегою [556]. Досліджено вплив кількості ребер, 
їх жорсткості та відношення сторін прямокутника на напружено-деформований стан систе-
ми. 

Вплив армувальних балкових елементів на КІН біля вістря тріщини у круглій пластині 
вивчив Л.Л.Лібацький [539]. Досліджено вплив жорсткості арматури на згин у повному діа-
пазоні її зміни від нуля до нескінченності для чотирьох способів навантажування та закріп-
лення пластини. 



§ 47. Задачі теорії тонкостінних включень в ізотропних середовищах 609

Слід звернути також увагу на публікацію [409], де розглянуто згин нелінійно пружних 
прямокутних пластин з розрізами, паралельними до берегів пластини. Пластина уздовж бе-
рега розрізу підкріплена симетричним відносно серединної поверхні пластини ребром 
скінченної довжини, деформування якого описується рівняннями моделі Кірхгофа – Лява. 
Для побудови рівнянь задачі використовується апарат розривних узагальнених функцій. 
Урахування нелінійності матеріалу пластини відбувається із використанням рівнянь теорії 
малих пружно-пластичних деформацій на основі методу пружних розв’язків Ільюшина у 
припущенні про нестисливість матеріалу за межею пропорційності. 

47.6. Тонкі включення у оболонках 

Лінійні абсолютно жорсткі включення у оболонках 

У 1983 р. І.П.Шацький, а також Д.В.Гриліцький та В.К.Опанасович, ввівши чотири фу-
нкції стрибка зсувних та перерізувальних зусиль на лінійному жорсткому включенні у цилі-
ндричній [1102, 1104] та пологій [228] оболонці, побудували систему сингулярних 
інтегральних рівнянь щодо цих функцій стрибка та методом механічних квадратур дослідили 
зміну чотирьох КІН від геометричних параметрів задачі. У згаданій праці [1102] з викорис-
танням методу малого параметра побудовано наближені аналітичні вирази для КІН та 
з’ясовано можливості застосування цих формул. Виявлено також статико-геометричну ана-
логію для прямолінійної в плані тріщини чи абсолютно жорсткого включення у пологій обо-
лонці [1100], що розв’язок задачі для тріщини при мембранному (моментному) навантаженні 
відповідає розв’язкові для включення при моментному (мембранному) навантаженні. 

Асимптотичні вирази для розподілу параметрів напруженого стану поблизу вістря тон-
кого лінійного включення у пологій ізотропній оболонці отримані тими ж авторами у працях 
[229, 230]. Вони використовують введені у попередніх працях 4 КІН. Якщо включення орієн-
товане уздовж ліній головної кривизни, то з використанням малого геометричного параметра 
побудовано наближені аналітичні залежності для КІН та виявлено область їх застосування. 
Подібні результати для випадку непологої оболонки з введенням функцій стрибка зусиль та 
моментів отримав А.С.Копець [457, 456]. 

Використання рівнянь теорії пологих оболонок з урахуванням зсувної жорсткості дало 
можливість отримати розщеплену на дві систему п’яти сингулярних інтегральних рівнянь 
для жорсткого включення, розташованого уздовж ліній головних кривизн серединної повер-
хні оболонки [274]. 

До тематики жорстких включень у оболонках дуже близькими є задачі контактної вза-
ємодії оболонок із жорсткими ребрами [814, 419]. Фактично їх слід розв’язувати майже так 
само, як і задачі про жорсткі включення, до яких прикладене зовнішнє навантаження 

Лінійні пружні включення у оболонках 

Вивчення впливу тонких пружних включень на напружений стан оболонок розпочали 
1981 р. Д.В.Гриліцький, В.К.Опанасович та І.П.Шацький [227]. З використанням концепції 
методу функцій стрибка розглянуто циліндричну оболонку із включенням уздовж напрямної 
оболонки. Побудовано математичну модель пружного включення та досліджено зміну КІН у 
випадку розтягу оболонки осьовими рівномірно розподіленими уздовж напрямної зусилля-
ми, зміни відносної жорсткості включення та параметра кривизни оболонки. Як часткові 
отримано граничні випадки тріщини, жорсткого включення, бездефектної оболонки, а також 
пластини із пружним тонким включенням. Подібні результати стосовно пологої оболонки 
розглянуто у [226].  
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Набагато простішу математичну модель пружного включення-стрингера, який сприй-
має лише деформування розтягом-стиском (стрибки переміщень дорівнюють нулю (тріщина 
як частковий випадок вийти не може), опір згинові – нульовий), побудували і використали 
для обчислення одного-єдиного КІН В.П.Шевченко, Л.І.Стаценко та ін. [178, 919]. У остан-
ній праці отримано залежність КІН від більшої за одиницю відносної жорсткості включення і 
вона порівнюється із результатами досліджень І.П.Шацького. На жаль, не зрозуміла відмін-
ність значень КІН для абсолютно жорсткого включення у різних працях. 

Математичну модель тонкого пружного включення у непологій циліндричній оболонці 
побудував А.С.Копець [455]. 

Під час аналізу моделей умов взаємодії багато уваги було приділено умовам спряження 
(у тому числі й балковим) оболонкових конструкцій між собою та із пластинами. Фактично 
усі вони стосуються більшою чи меншою мірою задач тонких пружних включень у оболон-
ках. На додаток до відносно великої кількості згаданих там праць згадаємо ще декілька. 
I.Cielecka та S.Konieczny [1219] виклали метод побудови рівнянь кусково-однорідних оболо-
нок у випадку, коли параметри фрагментів оболонки змінюються стрибками. Розглянуто 
приклад, коли товщина оболонки може стрибково змінюватися у напрямі одної із головних 
осей оболонки. У певному сенсі локальну зміну товщини оболонки на невеликому проміжку 
можна моделювати за допомогою зміни зведеної жорсткості за сталої (незмінної) товщини. У 
праці [580] розглянуто вплив товщини таких підкріплювальних ребер на напружено-
деформований стан гнучкої пружно-пластичної оболонки. Загалом бібліографія праць, які 
стосуються розрахунку оболонкових конструкцій з урахування їх підкріплення стрингерами, 
дуже широка. 

Г.Г.Шешунова [1123] за допомогою різницевих методів дослідила вплив пружного 
шпангоута на напружено-деформований стан оболонкової конструкції на основі використан-
ня рівнянь класичної лінійної теорії пружності. Зіставлення отриманих результатів із дани-
ми, отриманими на основі використання гіпотези Кірхгофа – Лява, виявило їх помітну 
різницю.  

47.7. Розклинювання матеріалу 

Задачі розклинювання матеріалів (тонкий клин, вставлений у щілину) є задачами для 
тонких включень, симетричних відносно поздовжньої осі, за неідеального механічного кон-
такту і (в окремих випадках) із тріщиною, яка лежить на продовженні осі включення, приля-
гаючи до його вістря. Деякі роботи з цієї тематики вже згадувалися вище. Дуже близька до 
цих задач і тематика визначення навантаження на поверхні тріщини для забезпечення її за-
даного розкриття. 

Вірогідно першою роботою цього класу є дослідження Г.І.Баренблатта, С.О Христиа-
новича [47]. Подальші кроки були зроблені у працях [46, 49]. Дуже хороший аналіз результа-
тів цих трьох праць зроблено на с. 625–628 монографії М.І.Мусхелішвілі [635]. Усі ці 
результати стосувалися розклинювання півбезмежних тріщин жорсткими включеннями. Та-
кого типу задачі потім були вивчені Г.П.Черепановим [1084] (прямокутне гладке жорстке 
включення) i набагато пізніше M.Maiti, R.Paramguru [1490] (включення – прямокутник, пря-
мокутник із закругленим торцем, клин та ін.). Розв’язки побудованих інтегральних рівнянь 
отримуються у замкнутому вигляді. У праці цих же авторів [1489] вивчений випадок, коли 
два півбезмежні співвісні розрізи розкриваються двома симетричними гладкими жорсткими 
включеннями (скінченної довжини, якщо вони сягають вістря тріщин, чи півнескінченної, 
якщо їх торцьова частина має ненульову товщину).  

Низка робіт стосується розклинювання тріщин скінченної довжини у однорідному без-
межному середовищі за допомогою жорстких включень – [557] (прямокутне жорстке вклю-
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чення), [1646] (ромбічне включення (diamond-shaped)), [1715] (прямокутне і ромбічне вклю-
чення), [1317] (визначення навантаження для забезпечення розкриття тріщини у безмежній 

пластині та смузі, детально вивчений випадок розкриття ( ) ( )21 , 0x x
α

δ ε α= − > ), [1315] (у 

центральній частині тріщини задане розкриття, а на решті, що прилягає до кінців тріщини, – 
нормальні напруження; побудоване інтегральне рівняння; розрахунків прикладів немає), 
[1487, 1486] (загальна постановка, побудоване сингулярне рівняння із ядром Коші, розв’язок 
якого записується у квадратурах; граничний стан визначається критерієм Ірвіна; розглянуто 
приклад прямокутного включення). 

Поряд із згаданою працею [1317] розклинювання тріщини у смузі, але на цей раз під-
кріпленій з обох боків однаковими півплощинами, вивчав S.R.Dhaliwal [1240]. Застосовано 
апарат скінченного інтегрального перетворення Гільберта, яке породжує інтегральне рівнян-
ня Фредгольма, до якого застосовується ітераційна схема (розв’язок у вигляді скінченної су-
ми ряду за відношенням довжини тріщини до ширини смуги). Наближено визначається КІН 
у випадку включення прямокутної форми. 

Задача розклинювання скінченної тріщини на межі поділу матеріалів двох півплощин 
вже не є симетричною. У праці [893] використовуються асимптотичні методи і враховується 
контакт берегів тріщини на ділянках малих у порівнянні із довжиною тріщини. 
G.M.L.Gladwel [1314] побудував систему з трьох сингулярних інтегральних рівнянь з ядрами 
типу Коші для визначення контактного тиску на межі двох півплощин, що притискаються рі-
вномірно розподіленими напруженнями на нескінченності, у випадку, коли між ними лежить 
жорстке гладке включення. Напруження у точках зміни крайових умов нульові. Розв’язок 
шукають у вигляді рядів за поліномами Чебишева другого роду. Розглянуто приклади. 

Велике прикладне значення мають дослідження розклинювання тріщин, які виходять 
на межу пружної півплощини [166] (трикутний клин; отримано розвинення розв’язку інтег-
рального рівняння задачі (першого роду) у логарифмічно-степеневий ряд за характерним па-
раметром), [545] (трикутний клин, побудовано і досліджено інтегральне рівняння). 

Задачі розклинювання тіл з урахуванням початкових напружень докладно й різнопла-
ново розвинув О.М.Гузь [266, 263]. Ця тема розробляється і у праці [295]. Згадаємо побіжно і 
роботи [320, 1537], які стосуються аналізу усталеного розклинювального руху жорсткої сму-
ги та голки у пружно-пластичному матеріалі. 

47.8. Термопружність тіл із включеннями 

На початку викладу цього матеріалу нагадаємо, що рівняння теплопровідності аналогі-
чні рівнянням дифузії [1538] (так само, як і згадуваної вище антиплоскої деформації), а тому 
задачі термопружності легко перенести на задачі дифузопружності та навпаки. Зрозуміло, 
що межові шари між складовими матеріалами, які впливають на температурні потоки і роз-
поділ температури, також впливатимуть на процеси перенесення матерії [790]. 

Тривимірні включення у тривимірних тілах 

Основні відомості із цього питання можна отримати у монографіях [779, 781, 766, 654, 
439], підручнику [655], огляді [765] та багатьох інших. Частину важливих праць з питань 
термомеханіки було згадано у § 42 під час аналізу методів, застосовних до аналізу пружного 
і термопружного стану включень. Тут згадаємо лише деякі додаткові праці, які видалися ав-
тору корисними для використання у певних напрямах майбутніх досліджень із цієї пробле-
матики. У публікації [174] розглядається застосування методу узагальнених функцій до 
вивчення циліндра скінченної довжини, який виходить перпендикулярно на межу півпросто-



Розділ VIII 
 

612 

ру. Застосовуючи розклади шуканих функцій у ряди Фур’є та Фур’є – Бесселя та інтегральне 
перетворення Ганкеля, отримано розв’язувальні рівняння проблеми. Розглянуто приклади. 

Еліпсоїдальне (ідеальний контакт з матрицею), сфероїдальне та сферичне (конвектив-
ний теплообмін) включення за різних умов дослідив В.С.Кирилюк [390] (див. теж задачі 
термопружності для окремих тіл сфероїдальної форми [771] 

Поля температур і термопружних напружень у випадку неідеального теплового контак-
ту за Я.С.Підстригачем [738] сферичного тіла у необмеженому просторі дослідив 
П.Р.Шевчук [1116]. Розв’язок будується із використанням рядів за приєднаними функціями 
Лежандра (визначено перші члени рядів). Розвиток цих результатів на випадок багатошаро-
вих сфер можна знайти у [582] та інших публікаціях М.І.Махоркіна. 

У праці [450] визначено узагальнене температурне поле у шарі зі стрижневим (ніжка 
електронного приладу) включенням у вигляді кругового циліндра. Більш загальні результати 
для кругового циліндра всередині шару (між його поверхнями) багатошарового півпростору 
містить монографія [439]  

У працях Б.С.Воробця [162, 161] досліджується задача термопружності для тіла з лі-
нійним (у сенсі видовженим циліндричним) включенням. У першій із них запропоновано 
аналітичний підхід, який дає можливість звести поставлену задачу для тіла із включенням до 
задачі для області, зайнятої основним матеріалом, при формулюванні на внутрішній межі та-
ких крайових умов, які би відображували вплив включення. Друга публікація стосується 
розв’язування задачі тіла з циліндричним включенням із урахуванням умов ідеального кон-
такту між матеріалами. 

Плоска задача для двовимірних (масивних) включень у пластинах 

Г.С.Кіт та І.М.Зашкільняк [394] дослідили задачу про пружне кругове включення у пів-
площині з нагрітою до сталої температурою межею, коли включення виділяє тепло зі сталою 
інтенсивністю. Задача для кругового включення у безмежній пластині з урахуванням тепло-
віддачі з бічних поверхонь, причому різного для включення і пластинки, а також і з різних 
сторін, розв’язана у праці [488].  

Побудовані інтегральні рівняння для півплощини із включенням довільної форми, коли 
на межі півплощини відбувається теплообмін і по ній рухається джерело тепла змінної інтен-
сивності [1036]. Задачі визначення температурних полів і напружень у безмежній площині з 
довільної форми включеннями та тріщинами зведені [862] до інтегральних рівнянь по за-
мкнутих контурах меж поділу матеріалів та розімкнутих контурах тріщин. У окремому випа-
дку побудована система рівнянь для двох з’єднаних півплощин з включеннями та 
тріщинами. Важливо, що у цьому рівнянні не фігурують невідомі функції на межі поділу 
півплощин. Тріщина на межі жорсткого еліптичного включення за рівномірного розтягу та 
нагрівання пластини з включенням розглянута у [51]. Тут, між іншим, отримано асимптоти-
чні залежності для поля напружень біля вістря тріщини. 

Вивчені задачі контакту безмежних півплощин з урахуванням неідеального (з термо-
опором) контакту за моделлю Я.С.Підстригача [445], а також у середовищах із тонкими 
прошарками [817]. Неідеальність контакту на межі кругового включення врахована у праці 
Z.Hashin [1342]. Зв’язана стаціонарна фактично одновимірна задача про дослідження двох 
смуг з нелінійно пружного матеріалу, коли на зовнішніх поверхнях задані переміщення, а те-
рмічний опір між шарами залежить від рівня напруженого стану, розв’язана 
А.Ю.Гусятниковим [276]. Використано умови теплового контакту з термоопором  

( )1 2 1
1 2 1 2 1, nn

T T T R T T
n n n

λ λ λ σ
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= = −
∂ ∂ ∂

,  
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де ( )nnR σ  – контактний термоопір, який для стальних смуг беруть у вигляді 

( ) ( ) 0,280,96 2,6nn nnR σ σ −= +  [799]. 
Зв’язана задача термопружності (стаціонарна і нестаціонарна) з використанням методу 

простих ітерацій для комп’ютерного моделювання з урахуванням неідеального контакту між 
шарами досліджена у [438]. Особливо зазначено, що неідеальність термомеханічного контак-
ту змінює не лише кількісну, але і в окремих випадках навіть якісну картину розподілу тем-
ператур і напружень у порівнянні із контактом ідеальним.  

Теорію та практику застосування до задач шаруватих структур із плоскопаралельними 
межами з додатковим використанням умов неідеального контакту між шарами, існування на 
них тріщин розвинули праці Ю.М.Коляно, Р.М.Кушніра, В.С.Поповича та ін. [516, 517, 447, 
518, 519, 1449]. К.В.Вишневський і Р.М.Кушнір [152] з використанням теорії узагальнених 
функцій і, як наслідок, побудованих частково вироджених диференціальних рівнянь стаціо-
нарної задачі теплопровідності та квазістатичної задачі термопружності для тіла з включен-
ням загальної форми, яке перебуває у неідеальному контакті із матрицею, побудували 
граничні інтегральні рівняння поставленої проблеми. 

І.Т.Деиисюк та В.М.Садівський [285] визначили асимптотики полів напружень і коефі-
цієнт інтенсивності біля багатокутного (із загостреними кінцями) жорсткого включення, роз-
ташованого у пружній пластині, що нагрівається. У наступній праці [286] вони детальніше 
дослідили цю ж задачу, вказали на аналогію таких задач термопружності та механіки руйну-
вання (придатність отриманих значень КІН до аналізу граничного стану) і як частковий ви-
падок дослідили тонке пластинчате (лінійне) абсолютно жорстке включення. 

Термопружність плескатих включень у просторових тілах 

Задачі термопружності для тонких включень (типу пластин чи оболонок) у тривимір-
них тілах є дуже нечисленними. У зв’язку із цим слід згадати вже цитовану працю 
Я.С.Підстригача і П.Р.Шевчука [791], у якій ставилася задача термопружності для пружного 
тіла із тонким включенням і покриттями у вигляді оболонки, а потім розв’язувалася [789, 
788, 787]. Інший напрям цих досліджень представляють праці М.М.Стадника і 
Я.Ю.Морозовича [914, 916, 915]. Тут розглядається випуклий ізотропний многогранник із 
плоскими гранями, у якому міститься система теплопровідних пружних включень, обмеже-
них деякими поверхнями (для практичних розрахунків сплющені еліпсоїдальні та близькі до 
них). Задане довільне поверхневе силове навантаження многогранника та змінне температу-
рне поле. 

Плоска задача термопружності для тонких включень і тріщин 

Тріщини. Задачі термопружності для тріщин дуже добре вивчені. Тут декількома сло-
вами згадаємо ті праці, які враховують особливі умови на їх берегах, що дають можливість 
вважати тріщини у певному сенсі включеннями. Основні визначальні результати у цьому на-
прямі отримані працями Г.С.Кіта та М.Г.Кривцуна [397, 395, 396]. Великий внесок у розви-
ток цього наукового напряму зробили праці Я.С.Підстригача та Г.С.Кіта [399, 777]. Задачу 
про розподілені уздовж довільної кривої прямокутної пластинки джерела тепла [1060] можна 
розглядати як модельну для теплоактивного включення, на якому виникає стрибок потоків 
тепла. 

Жорсткі включення. Дослідження термопружності жорстких включень скінченної до-
вжини передбачає, що від нагрівання вони не розширюються. Основну кількість досліджень 
задач цього класу здійснили японські вчені, передусім H.Sekine, який звернувся до цієї теми 
у 1976 р. У працях [1603, 1601, 1602, 1678] додатково вважають включення теплоізольова-
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ним, моделюючи його розподілом зосереджених сил та джерел уявної інтенсивності [1603, 
1601, 1602] чи диполів тепла [1678] (періодична задача з довільним нахилом включень у 
безмежній пластині під дією потоку тепла, перпендикулярного до осі включень). H.Sekine 
[1601] побудував асимптотику напружень біля вістря включення і обчислив КІН при довіль-
ному куті потоку тепла із нескінченності. Враховано можливість повертання включення. Він 
же у [1602] вивчав одне включення у півплощині (моделюється розподіленими силами і дже-
релами тепла для формування стрибка вектора напружень і теплового потоку), а у [1604]  

У праці T.Koizumi та ін. [1423] врахований термоопір включення і з використанням ме-
тоду потенціалів для температури і дислокацій для механічної частини розв`язується також 
аналогічна задача теорії тріщин, опублікована набагато раніше [399]. Скінченність області з 
включенням та ортотропія матеріалу матриці врахована N.Sumi [1665], причому для спро-
щення задачі температурне поле вважається вже відомим. Використовуються потенціали Ко-
лосова – Мусхелішвілі (у формі рядів Лорана) та конформні відображення. До числа 
доведений приклад обчислення КІН, коли на включенні та на межі пластинки задана сталі, 
але різні значення температури.  

Подібні результати незалежно, але багато пізніше, отримали І.Т.Денисюк та 
В.М.Садівський [286, 8*]. У першій праці результат для тонкого включення був отриманий 
як частковий випадок масивного багатокутного. У другій було враховане можливе повертан-
ня включення, дія джерела тепла і отримано аналітичні вирази для двох КІН. 

У 1989 р. було побудовано інтегральні рівняння [1036, 1037] для зв’язаної із півплощи-
ною смуги із системою довільно розташованих прямолінійних тріщин та жорстких вклю-
чень. 

Пружні включення. Задачі тонких включень. Монографія І.Т.Денисюка [289] на с. 
143–147 містить розв’язок задач теплопровідності та термопружності тонкого прямолінійно-
го гострокутного пружного включення у ізотропній пластині. Отриманий розв’язок відпові-
дає якісній моделі тонкого включення (дає можливість отримати граничні випадки), але, 
оскільки у цьому фігурує лише один геометричний параметр включення (його довжина), 
отримані формули жодною мірою не відображають залежності від товщини включення. По-
будовані вирази розподілу теплових потоків та напружень поблизу вістря неоднорідності.  

У праці Ю.М.Коляно [440] (1969) було сформульовано умови взаємодії та розв’язано 
задачу термопружності для двох ортотропних пластин, поєднаних між собою за допомогою 
тонкого теж ортотропного стрижня, який сприймає стиск-розтяг та зсув. Пізніше разом із 
В.О.Волосом [444] на основі гіпотез про лінійний розподіл температури по товщині пластин-
ки та незмінності нормалей вивів рівняння теплопровідності і термопружності для тонких 
неоднорідних пластин, фізико-механічні характеристики яких є функціями циліндричних ко-
ординат. Як частковий випадок із них були отримані відповідні рівняння для наскрізних за-
мкнутих (кільцевих) і незамкнутих (по дузі кола) тонких включень. Ці рівняння склали 
основу дисертації [158] та відображені у монографії [439]. 

Першими у 1979 р. задачу термопружності для тонкостінного пружного включення скі-
нченної довжини з використанням потенціалів Колосова – Мусхелішвілі дослідили H.Sekine, 
T.Mura [1605] у припущенні відсутності стрибка переміщень та температури (для відносно 
жорстких включень з поганою теплопровідністю). Вважалося, що включення під час розтягу-
стиску сприймає також і вплив поперечних напружень 
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ло у включення не заходить. Використовуючи розподілені уздовж осі включення зосередже-
ні сили і джерела тепла, будують потенціали через невідомі густини розподілів і, підставля-
ючи їх в умови взаємодії, – систему сингулярних інтегральних рівнянь, яку розв’язують 
методом механічних квадратур. Досліджено вплив на КІН зміни відносної жорсткості вклю-
чення на розтяг і на згин, відносного значення його коефіцієнта лінійного розширення. 

З використанням досвіду розв’язування цієї задачі H.Sekine [1599] дослідив важливе 
для геофізики значення граничної довжини для заповненої рідиною і перпендикулярної до 
межі термопружного півпростору тріщини, коли тіло перебуває в умовах навантаження лі-
нійним температурним градієнтом. 

У 1979–1986 рр. набагато фізично повніші розв`язки на основі поєднання методів лі-
нійного розвинення потенціалів та функцій стрибків отримали М.С.Драган, Д.В.Гриліцький, 
В.К.Опанасович та В.В.Божидарнік [676, 208, 301, 673] (див. теж [103]). Були досліджено 
вплив одного включення [676, 208] і термопружну взаємодію двох співвісних включень [301, 
673], отримані асимптотичні вирази для полів термонапружень біля краю включення і всі 
можливі граничні випадки абсолютно теплопровідних, теплоізольованих, твердих і податних 
включень. У згаданих працях не враховувалася тепловіддача з бічних поверхонь тіл.  

У межах цієї концепції І.І.Бернар та В.К.Опанасович [100] розглянули задачу стаціона-
рної теплопровідності та статичної термопружності для пластини з тонкого включення по 
дузі кола безмежної ізотропної пластинки під впливом однорідного потоку тепла на нескін-
ченності. Результати для дугового і прямолінійного (як граничного випадку дугового) вклю-
чень, отримані у дисертації І.І.Бернара [98], викладені у монографії Ю.М.Коляно [439]. 

Г.Т.Сулим разом з Й.З.Піскозубом, Д.В.Гриліцьким  та В.В.Божидарніком [735, 240, 
992, 105] у 1983–87 рр. застосували удосконалені умови взаємодії, метод функцій стрибка 
для розв`язування задач для тонких лінійних включень на межі поділу двох пластин без та з 
урахуванням тепловіддачі з бічних поверхонь пластини. Були побудовані двочленні асимп-
тотичні вирази для фізико-механічних полів [727] та вивчений вплив теплової активності 
включень [740]. 

У задачах пружності та термопружності так само як у задачах теплопровідності вини-
кає потреба визначення торцьових сталих. Більшість праць цього напрямку ними нехтувала. 
Апріорне визначення сталих започаткували праці [978, 237, 951], інтегральне – [735, 240]. Бі-
льшість праць (наприклад [1565, 633, 1178, 297]) цього напряму ними нехтувала, явно чи не-
явно вважаючи, скажімо, зусилля на торці нульовими. Як один з нечисленних винятків, поза 
працями автора та деяких інших представників львівської школи механіки, можна відзначити 
публікацію [1568], де вперше говориться про необхідність врахування зусиль на торці воло-
кна композиту.  

У вже згадуваній праці [321] експериментально визначалося поле напружень поблизу 
торця тонкого включення завдовжки 2a  і товщини 2h  (прямокутний профіль, плоский на-
пружений стан) і порівнювалося із теоретичним розв’язком, отриманим на основі моделі 
стрингера 
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Значення торцьової сталої ( )P a−  (для цієї моделі одної) обчислювалося чотирма способами. 
Перший – на основі апріорних виразів [978]; другий – на основі пропозиції праці [314] аби в 
околі торця стрибки напружень були сталими; третій – на основі нової пропозиції, щоб усе-
реднене по товщині поздовжнє нормальне напруження xxσ  дорівнювало усередненню по то-
вщині цього напруження у еліптичному включенні (для якого за однорідного розтягу 
відомий замкнутий розв’язок) з півосями одиничної довжини та /(2 )h a ; четвертий – за інте-
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гральним визначенням праці [25]. Теоретично були розраховані ізолінії maxτ , порівняно їх із 
отриманими в експериментах і на основі цього (хоча на думку автора картини були приблиз-
но однакові) було зроблено висновок, що: «найбільш строго математично обґрунтованою є, 
на наш погляд, четверта схема, бо її використання не вимагає ніяких апріорних припущень і 
вона дає можливість виразити напруження на торці включення через стрибок дотичних на-
пружень на його осьовій лінії».  

Для дослідження особливостей термопружних напружень, що виникають у клейових 
з’єднаннях, технологія виготовлення яких передбачає нагрівання склеюваних поверхонь для 
пришвидшення полімеризації, Р.І.Мазінг [550] побудував два лінійні інтегральні рівняння 
для аналізу залишкових нормальних і дотичних напружень у тонкому шарі клею та прилег-
лих поверхнях. 

Контактні задачі. Зв’язана задача термопружного контакту жорсткого штампа з ура-
хуванням теплопровідного проміжного шару змінної товщини у вигляді пластини, яка врахо-
вує зміну умов теплообміну внаслідок зміни термоопору під час згину пластини, що 
контактує з твердим тілом через теплопровідний шар, розглянута у працях [348, 375]. Вивче-
на й аналогічна задача про контакт циліндричної оболонки з твердим шаром через тонкий 
проміжний шар [345]. У наступній праці [347] проміжний шар має змінну товщину. Для мо-
делювання проміжних шарів у контактних задачах можливе продуктивне застосування спе-
цифічних елементів для схеми МСЕ [758, 181]. Тут розглянуто задачі термопружності й 
термопластичності. Використана реологічна модель прошарку дає можливість використову-
вати натяг, утворення прозорів, проковзування, зчеплення, часткове відривання, фрикційну 
взаємодію тощо. 

Значення таких досліджень контактних задач має велике прикладне значення ще й то-
му, що термоопір між тілами, що контактують, істотно залежить від рівня напружень у зоні 
контакту [1124].  

Принагідно згадаємо ідейно близькі до теорії тонких включень методи і результати 
розв’язування контактних задач теплопровідності, термопружності й механотермодифузії за 
допомогою методу міжконтактних прозорів. Плоску термопружну задачу стосовно форму-
лювання та побудови інтегральних рівнянь крайових задач термічного та пружного контакту 
між гладкими тілами, які притискуються одне до другого, утворюючи зони контакту і пору-
шення контакту із використанням методу, який пізніше було названо методом міжконтакт-
них прозорів, було розглянуто у праці Р.М.Мартиняка [575]. У працях Р.М.Мартиняка та 
Р.М.Швеця [1113, 1111, 1112] додатково вважалося, що тонкі проміжки відсутності контакту 
між тілами заповнені газовим середовищем, яке чинить опір проходженню тепла, але не чи-
нить опору деформуванню. Тому їх моделюють відрізками, на яких виникають стрибки тем-
ператури і нормальних переміщень. Для прикладу розглянута дія двох зосереджених сил, які 
притискують півплощини та відповідна періодична задача.  

У праці Р.М.Швеця, Р.М.Мартиняка [1114] умови теплової взаємодії (механічний кон-
такт залишався гладким) були ускладнені врахуванням поряд із стрибком температури також 
і стрибка потоку тепла (так, як у методі функцій стрибка) і була розглянута періодична та 
неперіодична задача для тонких поверхневих теплофізичних неоднорідностей. Запропонова-
но також систему інтегральних рівнянь для випадку, коли в околі міжповерхневих дефектів 
всередині основного матеріалу розташовані тріщини та тонкі жорсткі включення [574]. 

Урахування явища дифузії, яка забезпечує внаслідок виходу дифузанта на поверхню 
ідеальним газом утворені внаслідок відставання півплощин порожнини, відбулося у роботі 
Р.М.Мартиняка [561]. Отримані рівняння дають можливість отримати доволі спрощений, 
швидше усього якісний опис явища.  
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Щодо задач теплопровідності, то слід принагідно також згадати працю А.А.Кришта-
фовича [1185], яка стосується формулювання температурних умов на межі контакту двох 
анізотропних півплощин із збуреннями форми межі. 

Тонкі включення у оболонках 

А.С.Гольцев і В.П.Шевченко за допомогою теорії узагальнених функцій та двовимірно-
го перетворення Фур’є побудували інтегральні рівняння для оболонок довільної ґауссової 
кривизни з прямолінійними термоізольованими [180] та прямолінійними термоізольованими, 
теплопровідними і теплопроникними [179] тріщинами. Для теплопровідної тріщини форму-
лювалися умови неідеального теплового контакту у вигляді 
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. Розглянуті приклади та отримані ві-

домі з попередніх праць часткові випадки. 
Поряд із згадуваними раніше під час аналізу умов термопружної взаємодії працями, де 

подані приклади розрахунку температурного і термопружного стану складних механічних 
систем зі спряженням елементів за допомогою стрижнів [784, 785, 1089], відзначимо ще одну 
– [156]. Тут досліджена конструкція, складена із довгої циліндричної оболонки, смуги-
пластини і двох стрижнів, які з’єднують елементи між собою. Розрахунки здійснені на основі 
моделі [784], яка враховує реальну геометрію з’єднання, а саме: неортогональність з’єднаної 
поверхні оболонки з поверхнею контакту, а також зміщення серединних поверхонь оболон-
ки, пластинки та осі стрижня. 

О.Б.Козін [417, 418] розглянув вільно оперту на краях пологу циліндричну оболонку (у 
плані є смугою) при підкріпленні її пружним півбезмежним ребром, що не чинить опору на 
розтяг-стиск, а лише на згин (контакт із ребром є повний та гладкий). Побудовано точний 
розв’язок відповідного інтегро-диференціального рівняння типу Вінера – Хопфа і дослідже-
но асимптотику функції напружень (належить до класу функцій із неінтегровною особливіс-
тю). У праці [433] з використанням апарату скінченних інтегральних перетворень та 
моделювання криволінійного включення стрибками польових характеристик, побудовано ін-
тегральні рівняння для задач згину прямокутних у плані пологих оболонок чи пластин, що 
шарнірно оперті на краях. Для пластин отримано залежність прогинів від функцій стрибка. 

 

§ 48. Задачі теорії тонкостінних включень в анізотропних середовищах 

48.1. Плескаті включення 

Л.Т.Бережницький та І.Т.Денисюк у другій праці [90] циклу із трьох праць, які стосу-
ються жорсткого еліптичного в плані тонкого включення, розглянули випадок його розташу-
вання в ортотропному середовищі.  

Низку дуже важливих результатів для жорстких та пружних тонких включень (анкерів) 
у ортотропних матеріалах отримали A.P.S.Selvadurai, В.П.Силованюк та інші автори, згадані 
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у п. 47.2 (пп. пружні плескаті включення) та у деяких інших місцях цього розділу. Принагід-
но згадаємо монографії [882, 933].  

48.2. Плоска задача теорії пружності 

Тріщини 

На нинішній час досить повно опрацьована математична теорія тріщин в анізотропних 
середовищах. Докладний виклад методики розв'язування задач і огляд стосовних цього праць 
можна знайти у праці [701] та монографіях [124, 123]. Відзначено, що розщепити загальну 
тривимірну задачу на плоску та антиплоску не можна лише у двох випадках: загальної анізо-
тропії, коли тіло не має площини пружної симетрії або така площина нахилена до поздовж-
ньої осі тіла, а також для тіла з віссю симетрії третього порядку. Відзначено, що хоча 
С.Г.Лехніцький [534, 535] і розв'язав вперше задачу про еліптичний отвір у анізотропній 
пластині, відповідну задачу для прямолінійної тріщини вперше розглянув A.Stroh [1655] 
(див. теж [856, 1079, 878]). Загалом більшість сучасних досліджень теорії тріщин та інших 
задач анізотропної теорії пружності здійснюється із використанням так званого Стро-
формалізму [1656, 1657, 1705, 1702, 1703, 1752]. Згадаємо також окремо розв’язок двопері-
одичної задачі для тріщин [1040]. 

Щодо міжфазних тріщин в анізотропному матеріалі, то досить буде згадати публікації 
[745, 1121–1125, 216, 218, 245, 233, 247].  

Загальніші результати стосовно гострокутних отворів у анізотропному середовищі, 
отримані на основі методу збурення форми границі тіла, викладені у праці [699, 79]. Як част-
кові випадки вивчено зміну форми отвору від розрізу до трикутної гіпоциклоїди, для яких 
отриманий явний вигляд коефіцієнтів інтенсивності напружень (КІН) під час дії однорідного 
поля напружень на нескінченності. 

Абсолютно жорсткі включення 

Прямолінійні включення у необмеженому середовищі. Прямолінійні включення у 
необмеженому середовищі досліджені у не дуже великій кількості праць. Вірогідно, перші 
такі праці належать T.Mura, S.C.Lin [1468, 1532] (1973, 1974). У публікації 1975 р. [80] на ос-
нові граничного переходу у розв'язку задачі про абсолютно жорстке еліптичне ядро було 
розглянуто абсолютно жорстку плівку скінченної довжини в однорідній площині з прямолі-
нійною анізотропією загального типу. У напруженнях виділена коренева особливість та по-
будовані асимптотичні залежності для поля напружень і переміщень біля вістря 
неоднорідності. Зроблено висновок, що у зоні справедливості асимптотик в напрямку мак-
симальних окружних напружень дотичні напруження дорівнюють нулю для всіх гострокут-
них неоднорідностей незалежно від пружних властивостей матриці і заповнення. 

Наступне, більш загальне дослідження 1978 р. [864], стосується застосування методу 
збурення форми границі до розв'язування задачі про концентрацію напружень біля гострокі-
нцевих абсолютно жорстких включень з точками звороту на контурі в однорідному полі на-
пружень на нескінченності. Досліджені КІН під час зміни форми включення від стрижневої 
(абсолютно жорстка плівка) до гіпоциклоїдної з трьома чи чотирма вістрями. 

У праці Q.Li та T.C.T.Ting [1463], опублікованій у 1989 р. (див. теж [1462]), поруч із 
розв’язком для тонкого пружного включення подано розв’язок для жорсткого включення в 
одновісному полі розтягу під довільним кутом із урахуванням обертання включення. Запи-
сані асимптотики напружень на включенні та його продовженні, зокрема й для часткового 
ізотропного випадку. Y.H.Chen, H.G.Hahn [1204] також дослідили розподіл напружень і кое-
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фіцієнти сингулярності напружень біля жорсткого включення в ортотропному матеріалі. 
Жодних посилань на піонерські праці українських механіків тут немає. 

У публікації [3*] для плоскої задачі для волокнистого композиту з жорсткими волок-
нами за правилом сумішей обчислюються ефективні модулі, а потім на основі формул цито-
ваної праці [80] – КІН. Відсутній аналіз отриманих результатів та будь-яке зіставлення із 
раніше опублікованими працями. 

Взаємодія включень. З використанням асимптотичних методів побудований [411] на-
ближений аналітичний розв'язок періодичної задачі про два ряди компланарних абсолютно 
жорстких включень у ортотропній пластині. Досліджені контактні напруження, зусилля у 
включеннях та КІН для випадків слабкої та сильної взаємодії неоднорідностей. 

Включення по дузі кола. У статті [546] побудовані функції напружень для ортотроп-
ної пластинки з впаяною в неї круговою ізотропною шайбою, коли на межі поділу матеріалів 
є абсолютно жорстка плівка. Визначені напруження на межі поділу матеріалів за одно- та 
двовісного розтягу на нескінченності. Ймовірно, це є перша постановка і розв’язок задачі 
про абсолютно жорстке включення в анізотропному матеріалі, до того ж іще на межі поділу 
матеріалів. 

Фундаментальні розв’язки. Окремі фундаментальні (зосереджені сила та момент) 
розв’язки для площини із абсолютно жорстким скінченним чи півнескінченним включенням 
можна знайти у праці Л.И.Онишко [670]. Якщо усі згадані у цьому підпункті праці дослі-
джували навантаження площини лише однорідним полем напружень на нескінченності, то у 
[670] побудовані явні вирази для КІН, коли діють зосереджена сила чи момент, прикладені 
до жорсткого включення в однорідній анізотропній площині чи поблизу нього. 

Включення у кусково-однорідних тілах. Праці [478, 479] стосуються побудови фун-
даментального розв'язку для зосередженої сили в довільній точці складеного з двох анізот-
ропних півплощин тіла та застосуванню отриманих результатів до вивчення впливу 
абсолютно жорсткої плівки всередині однієї з півплощин на напружено-деформований стан 
композиту. Досліджені асимптотики розв'язку у випадках, коли вістря включення або вийш-
ло, або ще не вийшло під кутом на межу фаз. Спосіб виділення асимптотик при виході кінця 
включення на лінію поділу матеріалів із використанням асимптотичних властивостей певних 
сингулярних операторів з нерухомою особливістю розглянутий у [472]. 

В роботі [474] запропонована методика розв’язання задач про довільно орієнтовані то-
нкі дефекти (типу тріщин або включень) в неоднорідній анізотропній площині, в основі якої 
лежать інтегральні сингулярні співвідношення, що зв’язують стрибки та суми компонент ве-
ктора зміщень і тензора напружень на довільному контурі. Ґрунтуючись на ній, у [471] до-
сліджуються особливості розв’язків, коли один із таких дефектів лежить на межі поділу, а 
другий – всередині однієї з півплощин, виходить кінцем на лінію поділу чи її перетинає. 

Міжфазні включення. На основі розв'язку крайової задачі Рімана після введення у 
розгляд на відрізку лінії поділу анізотропних півплощин стрибків напружень і переміщень, у 
[480] була ґрунтовно досліджена задача про абсолютно жорстке включення малої змінної то-
вщини на межі поділу анізотропних півплощин. Навантаження здійснювалося прикладеною 
до включення зосередженою силою. Вважалося, що контакт між включенням і матрицею або 
ідеальний (повний), або гладкий, або з одного боку включення ідеальний, а з другого глад-
кий. Вивчалося поводження напружень біля вістря неоднорідності. Таким самим методом 
моделювання абсолютно жорсткої плівки розподіленими зосередженими силами розглянуте 
також міжфазне жорстке включення і побудовано аналітичний (осцилююча особливість) 
розв'язок для нього [477] (див. також [451]). Подібні праці на Заході з’явилися значно пізні-
ше [1753, 1152]. У першій із цих праць включення було абсолютно гнучким і нерозтягливим. 
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Відшаровані включення. У зв’язку із розвитком застосувань композиційних матеріа-
лів було виконано багато праць з питань появи розтріскування на межі контакту жорсткого 
включення із анізотропною матрицею [1696, 1152, 1161, 1357, 1493, 12]. 

Нелінійні задачі. Цикл робіт, які стосуються вивчення розвитку пластичних смуг типу 
Дагдейла, що облямовують кінцеві частини тонких жорстких включень у ортотропних мат-
рицях, здійснив М.М.Кундрат [489, 495]. Такий підхід дав можливість зменшити особливість 
розв’язку від кореневої до логарифмічної. Він же за участю Г.Т.Сулима застосував [494, 
1012, 1013] до розв’язування цих задач двофазову модель із зоною розпушення. Це дало мо-
жливість отримати механічно реалістичний скінченний розв’язок для поля напружень біля 
вістря включення. 

Розклинювання матеріалу. До задач про абсолютно жорсткі включення та тріщини 
слід долучити й клас задач про розклинювання розрізів анізотропних тіл тонкими гладкими 
абсолютно жорсткими вставками. Першою працею у цьому напрямі було дослідження 
Г.І.Баренблатта й Г.П.Черепанова [48] для випадку ортотропії, причому як у статичному, так 
і динамічному випадках. У праці [1242] вивчається відповідна задача для однорідного транс-
версально-ізотропного матеріалу. 

Цікаве дослідження [1451], де гранульоване тіло моделюється анізотропним середови-
щем. Розклинювання відбувається за допомогою або одного жорсткого тіла (ділянки між віс-
трями включення та тріщини або вільні від напружень, або там прикладені певні зусилля), 
або двома жорсткими включеннями, що прилягають до вершин розрізу. В усіх випадках точ-
ки зміни граничних умов на тріщині фіксовані, через що напруження у цих точках сингуляр-
ні. 

Праця [1220] стосується дослідження напруженого стану у ортотропній смузі з парале-
льними до її країв розрізами (один чи два) , до берегів яких або прикладені задані зусилля, 
або які розклинюються абсолютно жорсткою гладкою прямокутною вставкою. Для коротких 
включень контакт двох його країв з матрицею повний; для довгого – контакт може на неві-
домих наперед ділянках порушуватися. 

Можна згадати і публікацію [586], яка стосується розклинювання ортотропного матері-
алу жорстким включенням. 

Задачу, розв'язану у праці [841], можна вважати дещо іншою із класу задач про розкли-
нювання, бо спільним для них є те, що контакт між включенням і матрицею гладкий, вклю-
чення має певну задану незмінювану товщину та не розтягується. Однак відмінність полягає 
у тому, що у цитованій статті включення не опирається згинові і контакт матриці з включен-
ням відбувається уздовж усієї його бічної поверхні. 

Тонкі деформівні включення 

Гнучкі нестисливі включення. У праці [841] на основі розв'язку про дію зосередженої 
сили на межу анізотропної півплощини та інтегрального перетворення Фур'є побудовано 
розв'язки задачі для абсолютно гнучкого, нестисливого тонкого включення змінної товщини 
на межі поділу анізотропних матеріалів за гладкого контакту включення з матрицею (своєрі-
дна модифікація задачі розклинювання). Досліджено характер особливості напружень біля 
вістря неоднорідності залежно від форми її торця: для вістря з точкою звороту напруження 
скінченні; зі заокругленням – особливість степенева; з кутовою точкою – особливість лога-
рифмічна. 

Гнучке включення у вигляді стрингера. Робота [297] стосується застосування одно-
вимірної моделі стрингера до розв’язування двоперіодичних задач та на основі цього визна-
чення ефективних характеристик армованого тонкими стрічками-стрингерами анізотропного 
середовища. З використанням аналітичного подання потенціалів для задачі про еліптичне 



§ 48. Задачі теорії тонкостінних включень в анізотропних середовищах 621

пружне включення в анізотропному матеріалі W.T.Chen [1202] робиться хибний висновок 
про те, що через торці включень зусилля не передаються. Однак такий висновок не можна 
вважати коректним, оскільки перехід від регулярного до сингулярного розв’язку слід вико-
нувати з використанням тоншого асимптотичного аналізу. Особливості напруженого стану 
біля такого включення-стрингера у кусково-однорідній анізотропній пластині вивчені у [480, 
474].  

На основі цієї ж моделі Л.А.Фільштінский [1043] дослідив гнучке розтягливе включен-
ня, що виходить на границю анізотропної півплощини. Поки ребро не вийшло на вільну ме-
жу, особливість є кореневою. В діапазоні кутів нахилу до межі / 4... / 3ϕ π π≈  концентрація 
напружень майже повністю щезає. Коли 0ϕ → , тоді теж з'являється коренева особливість. 

Більш загальні порівняно з [1043] результати отримані у праці [476], де вивчався харак-
тер поводження розв'язку під час виходу стрингера під довільним кутом на межу поділу двох 
анізотропних матеріалів. Побудовані точні розв'язки для півнескінченного та скінченного, 
але нерозтягливого стрингера. Виявилося, що показник особливості дотичних напружень у 
точці виходу стрингера на межу фаз не залежить від його пружних властивостей. Включення 
на межі анізотропних середовищ досліджене у праці [1753]. 

У 1989 р. у праці Q.Q.Li, T.C.T.Ting [1463] (див. теж [1462]) поряд із розглянутим 
окремо у цьому огляді випадком абсолютно жорсткого включення з використанням формалі-
зму Стро (Stroh) та методики розв’язуванням інтегральних рівнянь [1275] побудовані інтег-
ральні рівняння плоскої та антиплоскої задач (в єдиному комплексі) для гнучкого стрингера, 
який чинить опір лише деформуванню розтягом і яке може повертатися як жорстке ціле. Так 
само, як у [1739] було введено коефіцієнти сингулярності напружень (кутового асимптотич-
ного розподілу немає). Для часткового ізотропного випадку отримано залежність граничних 
значень компонент тензора напружень від заданих деформацій на нескінченності. Для відно-
сно жорсткого включення (малий параметр λ ) для сформульованої задачі побудовано рів-
няння Фредгольма (для плоского та антиплоского випадку вони мають однакову структуру) і 
в граничному випадку λ =0 дають випадок абсолютно жорсткого включення. Подано його 
асимптотичний розв’язок для малих λ  і на графіку відображено його значення для різних 
значень λ =0,2; 0,1; 0,02 з урахуванням двох перших членів. Числовий розв’язок рівняння 
Фредгольма зіставлено із асимптотичним для значень малого параметра λ =0,1; 0,2 (для 
останнього значення різниця розв’язків майже дворазова).  

Податні включення. Дослідження [405] заповнену матеріалом тріщину розглядає як 
тонке деформівне включення змінної товщини, обумовленої початковим розкриттям щілини. 
Вважається, що стрибка напружень на включенні не виникає і цей шар клею деформується за 
схемою Вінклера. Задачу зведено до сингулярного інтегро-диференціального рівняння типу 
Прандтля. Досліджена залежність коефіцієнтів інтенсивності напружень в ортотропній мат-
риці від жорсткості матеріалу включення під час дії нормальних та дотичних напружень на 
нескінченності. 

У статті [854] розглядається поміщене в однорідну ортотропну пластину, що перебуває 
в полі рівномірного розтягу на нескінченності, податне ізотропне включення, на якому від-
сутній стрибок напружень. Усередненням закону Гука за товщиною включення побудовані 
дві умови взаємодії і задачу зведено до сингулярного інтегро-диференціального рівняння 
відносно деякої комплексної функції. Конкретні приклади не розглядаються. 

Пружні включення. Пружні включення за якісною теорією. І.Т.Денисюк на с. 124–
129 монографії [289] виклав застосування якісної моделі тонкостінного пружного включення 
у ізотропній пластинці. Вона дає можливість отримати кількісні значення лише граничних 
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випадків жорсткого включення та тріщини. Параметрами моделі є пружні сталі матеріалів та 
довжина включення, однак товщина включення у них не фігурує.  

Пружні включення за стрижневою моделлю. Найістотніші (хоча й не всі) особливос-
ті деформування включення враховує підхід праці [1018], де розглянута ортотропна пласти-
нка, у отвір якої через тонкий проміжний шар сталої товщини, який вважається тонким 
стрижнем, вставлений з натягом ізотропний диск. Вважається, що стрижень працює на роз-
тяг та згин у площині пластинки. Внаслідок замкнутості проміжного шару питання особли-
вості напружень тут не виникає. Однак є змога дослідити вплив анізотропії матеріалу та 
жорсткість включення щодо розтягу та згину. 

Пружні включення за моделлю усереднених властивостей. У 1987 р. методом функ-
цій стрибка В.М.Павличком та Г.Т.Сулимом була досліджена концентрація напружень біля 
міжфазного тонкого пружного включення у однорідному полі напружень на нескінченності 
[16*]. Запропонований підхід (модель повного спектру властивостей) дав змогу отримати всі 
можливі граничні випадки, коли включення моделює тріщину, абсолютно жорстку плівку, чи 
коли матеріали всіх складових однакові. Побудовані асимптотики полів напружень та пере-
міщень виявилися (з точністю до позначень) у випадку включення в однорідному матеріалі 
такими ж, як побудовані для пружних гострокутних криволінійних багатокутників [67]. Піз-
ніше автор разом із С.П.Шевчуком отримав інші відображені у цій монографії результати. Їх 
важливе для геофізики застосування розвинуте у публікації [1117]. Ці та інші дослідження 
автора у вивченні включень з використанням цього підходу викладені у тексті монографії. 

Контактні задачі з використанням методу міжконтактних прозорів. Р.М.Швець, 
Р.М.Мартиняк та А.А.Криштафович перенесли на випадок ортотропних матеріалів раніше 
отримані для ізотропних матеріалів результати про гладкий контакт двох півплощин внаслі-
док притискування різними силовими чинниками [1115] та про вплив сил тертя на контактні 
напруження між пружною півплощиною та жорсткою з неглибокими гладкими виїмками на 
поверхні [484].  

48.3. Антиплоска задача 

Тріщини 

Докладний аналіз задач поздовжнього зсуву для пружних тіл із тріщинами можна знай-
ти у розділах 4 та 6 монографії [123]. Згадаємо лише окремо не зазначений там розв’язок 
двоперіодичної задачі для тріщин [157]. 

Абсолютно жорсткі включення 

У 1976 р. вийшла з друку праця [84], у якій з використанням задачі лінійного спряжен-
ня (Рімана – Гільберта) було розглянуто окремо тонке стрічкове включення, побудовані для 
нього двочленні асимптотичні вирази полів напружень і переміщень. Разом із тим запропо-
новано в ролі критерію руйнування біля вістря включення використовувати граничне зна-
чення густини повної енергії деформації.  

У праці Q.Q.Li, T.C.T.Ting [1463] поряд із плоскою задачею для моделі стрингера (у 
тому числі й абсолютно жорсткого) розглянута аналогічна антиплоска (див. докладніше у 
підрозділи, де розглядаються модель гнучкого стрингера у плоскій задачі тонких пружних 
включень та абсолютно жорстке включення у плоскій задачі). 

Система колінеарних жорстких включень була розглянута у [1389]. A.Jedidi та ін. 
[1385] побудували аналітичні розв’язки для двох ортотропних смуг із різними кутами нахилу 
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осей ортотропії, коли на межі поділу матеріалів задані різні крайові умови, які можна трак-
тувати, зокрема, і як тріщини чи абсолютно жорсткі включення. 

Тонкі пружні включення 

У 1982 р. Л.Т.Бережницький з І.Т.Денисюком [68] розв’язали задачу про гострокінцеве 
багатокутне пружне включення у анізотропному матеріалі та побудували відповідні асимп-
тотичні залежності. І.Т.Денисюк [288] нову модель тонкостінного пружного включення, яку 
можна вважати якісною моделлю через те, що вона дає можливість отримати кількісні зна-
чення лише граничних випадків жорсткого включення та тріщини. Параметрами моделі є 
пружні сталі матеріалів, однак товщина включення у них не фігурує. Проте зрозуміло, що за 
фіксованих (ненульових і не необмежених значень) пружних властивостей включення зі 
зменшенням його товщини до нуля, має бути отриманий однорідний розв’язок (відсутність 
включення). У монографії [289] розглянуто також випадок взаємодії двох включень. 

Модель пружного стрингера, придатна для відносно жорстких гнучких включень, яка 
не може мати своїм частковим граничним випадком розв’язок для тріщини, використано у 
низці праць японських вчених. У 1984–85 рр. T.Kondo, H.Sekine, O.Tamate [1430, 1431] роз-
глянули задачу для довільно орієнтованої пружної плоскої стрічки у анізотропному півпрос-
торі. Було окремо досліджено граничні випадки, коли включення одним ребром виходить на 
межу тіла, а також є абсолютно жорстким. В обчисленнях для п’яти типів матеріалів дослі-
джувалося значення коефіцієнта інтенсивності напружень (для такої моделі він один) у за-
лежності від заглиблення включення та окремих значень кута повертання включення. У 
іншій праці тих же авторів [1429] вивчена взаємодія такого ж включення із довільно орієнто-
ваною тріщиною. Наступного року T.Kondo [1425] вивчив взаємодію двох включень та пері-
одичної системи колінеарних включень у безмежному анізотропному просторі. T.Kondo, 
M.Kobayashi, H.Sekine [1426] розв’язали здачу для включення, що своїм одним кінцем вийш-
ло на межу поділу двох анізотропних півпросторів. Вивчено особливість поля напружень бі-
ля цього кінця. 

У праці Q.Q.Li, T.C.T.Ting [1463] поряд із плоскою задачею для моделі стрингера роз-
глянута аналогічна антиплоска (див. докладніше у підрозділ, де розглядається модель гнуч-
кого стрингера у плоскій задачі тонких пружних включень). 

48.4. Згин пластин із тонкими включеннями 

У праці O.S.Yahsi, M.M.Shahid [1764] з використанням інтегрального перетворення 
Фур’є розглянуто підкріплену ортотропну пластинку Райсснера з тріщиною за її згину рів-
номірно розподіленим поперечним навантаженням. Отримане сингулярне інтегральне рів-
няння, що розв’язується із використанням квадратурних формул Ґаусса – Чебишева та Ґаусса 
– Якобі. Окремо досліджено випадок, коли вістря тріщини є безпосередньо біля арматури. 
Побудовані асимптотичні залежності напруженого стану біля вістря тріщини. Виявлено, що 
сингулярність напружень у вістрі тріщини не залежить істотно від пружних властивостей та 
геометричних параметрів підкріплення, а визначається більшою мірою коефіцієнтом Пуас-
сона пластини. 

О.А.Сяський [1014] за допомогою апарату інтегралів Коші побудував систему двох си-
нгулярних інтегральних рівнянь для згину анізотропної пластини Кірхгофа з еліптичним 
отвором, край якого підкріплений тонким пружним стрижнем змінного поперечного перері-
зу. Конкретні обчислення здійснені для ортотропної пластинки із використанням методу ко-
локацій для розв’язування систем рівнянь. 

У працях одеських механіків [435, 436] досліджено згин вільно опертої на краях ортот-
ропної пластини-смуги. У першій праці отриманий точний аналітичний розв’язок задачі у 
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випадку, коли на поздовжній осі розташована півбезмежна тонка пружна опора вінклерового 
типу, яка перебуває з пластиною у гладкому безвідривному контакті. Аналіз асимптотики 
контактних напружень у кінці опори свідчить про їх скінченність. Друга праця стосується 
випадку розташування на поздовжній осі пружної півбезмежної балки, яка навантажується 
зусиллям, що заникає з віддаленням на нескінченність. Визначено прогини балки і напру-
ження на ділянці контакту пластини із ребром, досліджено асимптотику контактних зусиль 
біля кінця балки. 

48.5. Тонкі включення у оболонках 

Праця [275] стосується побудови системи сингулярних інтегральних рівнянь для транс-
версально-ізотропної оболонки із абсолютно жорстким лінійним включенням уздовж фраг-
менту лінії кривизни серединної поверхні. Запропоновано спосіб зведення цієї системи до 
системи лінійних алгебричних рівнянь. 

Вивчена також задача про взаємовплив у анізотропній оболонці тріщин та абсолютно 
гнучких ребер-стрингерів, які сприймають лише зусилля розтягу-стиску (стрибки перемі-
щень дорівнюють нулю) [1046]. Розв’язок задачі про визначення напруженого стану у зваре-
ній із двох частин кусково-однорідній сферичній ортотропній оболонці, коли зварний шов 
моделюється включенням-стрижнем. Побудовано рівняння для поєднаних між собою сфери-
чної оболонки із круговим отвором та сферичного купола. Для прикладу розглянуто залиш-
кові температурні напруження на лінії зварювання, а також вивчено вплив жорсткості 
підкріплювального стрижня (зварного шва) та зсувів на напружений стан ортотропної обо-
лонки із підкріпленим круговим отвором (модуль пружності купола дорівнює нулю). 

48.6. Задачі теплопровідності для тіл з тонкими включеннями 

Анізотропія теплових властивостей у задачах теплопровідності і термопружності вра-
ховується вкрай рідко. Т.Л.Мартинович та В.С.Куйбіда [571] використали для побудови рів-
нянь двовимірних прямолінійно-анізотропних тіл з гладким контуром зручні для числових 
застосувань потенціали подвійного шару та звели нестаціонарні задачі до інтегральних рів-
нянь Фредгольма – Вольтерри. Праця [485] стосується побудови в межах концепції методу 
міжконтактних прозорів двох узагальнених умов теплового контакту анізотропних тіл (плос-
ка задача), коли внаслідок локальних нерівностей поверхонь видовжені проміжки, де відсут-
ній безпосередній контакт, заповнені теплопровідною анізотропною речовиною, що не 
опирається деформуванню, а лише чинить термоопір.  

48.7. Термопружність анізотропних тіл з тонкими включеннями 

Плескаті включення у тривимірних тілах 

Частина праць, які стосуються цієї тематики, була згадана у  § 42 під час аналізу мето-
дів розв’язування задач теорії включень довільної форми. Тут згадаємо ще декілька 
розв’язків задач, що стосуються вивчення теплових і механічних полів у тілах із еліпсоїдаль-
ними [769, 391], з яких у граничних випадках можна отримати розв’язки для плескатих чи 
голкових (волоконних) включень. 

Жорсткі плескаті включення. На основі побудованого розв'язку задачі про плоску 
поверхню стрибка напружень та переміщень у необмеженому трансверсально-ізотропному 
середовищі В.П.Силованюком [881] досліджене питання про виникнення пластичного течін-
ня від тонкого дискового абсолютно жорсткого включення [880]. І.Т.Денисюк на основі гра-



§ 48. Задачі теорії тонкостінних включень в анізотропних середовищах 625

ничного переходу від сфероїдального жорсткого включення отримав розв’язок [284] для кру-
гового плоского включення у трансверсально-ізотропному середовищі і дослідив поля на-
пружень, температури і теплових потоків в околі фронту включення. Запропоновані 
розрахункові формули для обчислення КІН за локальними значеннями напружень, перемі-
щень, температури. Поглиблення аналізу цієї проблеми здійснене у праці [91]. Розв’язок 
аналогічної задачі для еліптичного жорсткого включення за рівномірного нагрівання чи по-
току тепла, перпендикулярного або паралельного до площини жорсткого еліптичного вклю-
чення отримали у 1995–96 рр. Ю.М.Подільчук, В.В.Добривечір та ін. [715, 767, 768]. 

Пружні плескаті включення. На основі усереднення рівнянь рівноваги та закону Гука 
у праці [917] побудовані шість умов взаємодії тонкого плоского в плані пружного включення 
з трансверсально-ізотропним середовищем, у яких фігурують різниці та суми контактних на-
пружень на обох берегах включення. Проте для прикладу розглянуте тонке еліпсоїдальне 
включення з використанням не загальної, а найпростішої вінклерової моделі. Завдяки особ-
ливостям форми включення побудоване рівняння вдалося розв'язати у замкнутому вигляді і 
як частковий випадок отримати вирази КІН для тріщини. 

На основі вищезгаданих умов взаємодії у [884] побудовані інтегральні рівняння відпо-
відної задачі з тонкими сплющеними включеннями. Досліджені граничні випадки рівнянь. З 
цими та деякими іншими результатами цих робіт можна ознайомитися у монографії 
В.П.Силованюка [882]. 

Плоска задача термопружності для тонких включень 

Податні лінійні (плоска задача). У поле зору автора попала лише одна праця, яку мо-
жна вважати певною мірою причетною до цієї тематики. T.R.Tauchert [1680] розв’язав задачу 
про однорідну ортотропну смугу, на берегах якої задано температуру, а уздовж прямоліній-
ного відрізка, паралельного до країв смуги, на якому переміщення, напруження і тепловий 
потік неперервні, а температура має стрибок, пропорційний до потоку (існує термоопір). Та-
кий об’єкт можна вважати абсолютно гнучким стрингером, що не чинить опору на розтяг,  

Жорсткі лінійні (плоска задача). Л.Т.Бережницький та В.М.Садівський з використан-
ням теорії конформних відображень та методу збурення границі розв’язали задачу про ви-
значення напруженого стану та концентрації напружень у анізотропних пластинах із 
багатокутними гострокінцевими включеннями [80, 865, 863, 864] та вказали способи обчис-
лення коефіцієнтів інтенсивності напружень. Якщо вважати, що включення матиме два віст-
ря, то цей випадок відповідатиме тонкому жорсткому включенню.  

Задачу термопружності для ортотропного прямокутника з тонким прямолінійним жорс-
тким включенням у такій самій постановці, як це було зроблено раніше для включення в ізо-
тропній прямокутній пластинці [1665], розв’язав N.Sumi [1666]. Абсолютно жорстке 
включення на межі поділу двох анізотропних півплощин дослідили C.K.Chao, R.C.Chang 
[1192]. Отриманий А.С.Гольцевим [177] розв’язок для відрізку у ортотропній пластинці, ко-
ли на цьому задано сталі стрибки складових вектора переміщень і температури можна інтер-
претувати як узагальнену задачу для жорсткого включення. 

Пружні лінійні (плоска задача). Л.Т.Бережницький та І.Т.Денисюк з використанням 
апарату конформних відображень та методу збурення границі вивчили задачу визначення 
напруженого стану та концентрації напружень у анізотропних пластинах із анізотропними 
багатокутними гострокінцевими включеннями [66, 67], побудувавши асимптотичні вирази 
для розподілу напружень і переміщень біля вістря включення. Якщо включення матиме два 
вістря, то цей випадок відповідатиме тонкому пружному включенню із загостреними краями. 
Праця І.Т.Денисюка [282] подає результати докладного аналізу для цієї задачі впливу на КІН 
відносної жорсткості включення, міри ортотропії, геометрії включення. 
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Автору відома лише одна праця, де аналізується плоска задача термопружності для 
тонкого включення у ортотропному матеріалі. Л.Т.Бережницький та І.Т.Денисюк на основі 
розробленої ними і згаданої вище методики розв’язування задачі для багатокутних гострокі-
нцевих анізотропних включень розглянули питання теплопровідності та термопружності 
тонкого прямолінійного гострокутного пружного включення у пластині з прямолінійною ані-
зотропією теплових та пружних властивостей [65]. Отриманий розв’язок відповідає якісній 
моделі тонкого включення, оскільки дає можливість отримати граничні випадки. Це поясню-
ється тим, що у всіх залежностях фігурує лише один геометричний параметр включення (йо-
го довжина) і вони жодною мірою не відображають залежності від товщини включення. 
Побудовані вирази розподілу теплових потоків та напружень поблизу вістря неоднорідності.  

Жорсткі лінійні (плоска задача електропружності). J.Liang та ін. [1466] дослідили 
зв’язані електромеханічні поля у анізотропному п’єзоелектричному середовищі. збурювані 
наявними там тріщинами та жорсткими тонкими включеннями. 

 

§ 49. Тонкі включення у п’єзоелектриках 

Основний масив літератури в галузі механіки деформівного твердого тіла [712], що 
враховує п’єзоелектричні властивості матеріалів з тонкими неоднорідностями, стосується 
тріщин. Тонкі недеформівні та деформівні структури досі не стали об’єктами прискіпливої 
уваги, хоча відповідні дослідження розпочалися доволі давно. В Україні піонером таких нау-
кових досліджень був Л.А.Фільштінский, який і далі плідно працює у напрямі вивчення 
п’єзоелектриків [1042]. Пізніше згадаємо деякі із інших його праць. 

Тонкі включення у просторових тілах. Y Liu, H.Fan [1475] для аналізу деформування 
нанотрубки використали континуальну модель деформування зануреної у однорідний ізо-
тропний континуум циліндричної оболонки. T.Chen [1199] виходячи із розв’язку для еліпсої-
дального включення із властивостями матриці (включення Ешелбі), але з однорідним полем 
власних напружень і електричних переміщень всередині, побудували розв’язок для еліптич-
ного циліндра (одна піввісь прямує до нескінченності). 

Жорсткі включення у антиплоскій та плоскій задачах. Антиплоска задача. Згадає-
мо лише одну працю S.W.Chen [1198], де вивчається антиплоске деформування 
п’єзоелектричного середовища із тонким жорстким стрічковим включенням за дії відповід-
ним чином спрямованого електричного поля. Z.M.Xiao та ін. [1760] побудували функцію Ґрі-
на для гвинтової дислокації у безмежному середовищі із стрічковим включенням. 

Плоска задача. С.А.Мелкумян та В.Г.Галоян [585] розглянули задачу визначення 
спряженого електропружного поля у п’єзокерамічній площині з розрізом, у центральну час-
тину якого вставлено без тертя тонке жорстке електронепроникне включення (розклинюван-
ня), а на решту частини берегів тріщини (де немає контакту із включенням) діє внутрішній 
тиск. Застосовано інтегральне перетворення Фур’є, яке дало можливість звести задачу до по-
трійних інтегральних рівнянь, які потім були трансформовані у парні ряди-рівняння. Побу-
довано точний розв’язок задачі. 

Z.M.Xiao та ін. [1761] дослідили задачу зародження (за механізмом Зенера – Стро мік-
ротріщини з вістря півбезмежного жорсткого включення у п’єзоелектричній площині. L.Wu 
та S.Du [1754] аналогічно до того, як це було зроблено у суто силовій задачі [1758], досліди-
ли задачу про жорстке тонке включення, розміщене конфокально у електропружному еліп-
тичному включенні, вставленому у безмежну п’єзоелектричну пластину. 
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Низка праць стосується тонких жорстких включень на межі поділу матеріалів двох різ-
них п’єзоелектричних матеріалів: [1239] (включення проводить струм); [1301, 1300] (вклю-
чення – діелектрики). 

Пружні включення. Плоска задача. Одна із перших наукових праць, що стосується 
плоскої задачі для тонких деформівних включень у електропровідних пружних середовищах, 
була виконана Л.А.Фільштінским та його учнями у 1979 р. [647]. Тут розглянуто двоперіо-
дичну задачу для тріщин чи пружних провідників-стрингерів у п’єзоелектричному середо-
вищі для визначення ефективних характеристик такої структури-композиту (див. також 
[356]), а також задачу електропружності для півплощини з тріщиною чи періодичною систе-
мою пружних лінійних провідників. 

У праці [54] розглянута задача про спряження механічних та електричних полів у 
п’єзокерамічному середовищі (плоска деформація), що містить тріщини або тонке стрічкове 
волокно. Для пошуку комплексних потенціалів використано функцію Ґріна щодо дії зосере-
дженої сили у довільній точці необмеженого п’єзоелектрика. Обчислено також КІН [355] для 
криволінійної тріщини з навантаженими берегами у п’єзоелектричній півплощині, із якої ви-
тягується співвісною зосередженою силою прямолінійне скінченної довжини тонке пружне 
включення-стрингер (одновимірна силова модель зі стрибком дотичних напружень). Розгля-
нуто приклад ненавантаженої тріщини уздовж дуги еліпса та побудовано графіки зміни КІН, 
контактних зусиль у місці контакту включення із матрицею та зусилля у включенні. 

Q.Luo, L.Tong [1479, 1480] побудували та докладно дослідили задачу про деформуван-
ня тонкої балки, що має з одного чи симетрично із двох боків приклеєні (шар певної товщи-
ни) п’єзоелектричні накладки, що відіграють роль актуатора чи сенсора. Вважалося, що між 
складовими є ідеальний механічний контакт чи спостерігається відшарування. 

 

§ 50. Руйнування тіл з включеннями 

50.1. Загальні відомості та основні експериментальні факти 

Внаслідок високої концентрації напружень в околі вершини тонкостінного включення 
довільної механічної природи пластичне деформування та руйнування матеріалу розпочина-
ється передусім у цій області [933]. Воно може знайти свій вияв у руйнуванні матеріалу мат-
риці, матеріалу включення [1078] або поверхні поділу матеріалів [453], якщо адгезія 
недостатньо міцна. Мікроструктурні дослідження пластичних стопів з ізольованими вклю-
ченнями засвідчили, що руйнування розпочинається з руйнування включень чи межі поділу 
[1560].  

З іншого боку, використання теоретичного коефіцієнта концентрації напружень, який 
ґрунтується на уявленні про однорідну будову матеріалів, часто ускладнює та обставина, що 
на мікрорівні матеріал однорідним не є. Для оцінки реального ККН слід використовувати та-
кож структурні властивості матеріалу [1269]. На виникнення спонтанного руйнування мають 
вплив дуже багато чинників, зокрема й розмір частинок [1438]. Виявлена висока кореляція 
між тріщиновитримністю і середньою відстанню між графітовими включеннями у високомі-
цних чавунах [467], а ось сама кількість включень за сталого вмісту графіту (отже, розмір 
включень) на тріщиновитримність не впливає. 

Різниця коефіцієнтів лінійного розширення матеріалів включень та матриці у багатьох 
випадках є причиною часткового, а іноді й повного відшарування чи вилущування включень. 
Подекуди це явище відіграє корисну, зміцнювальну роль, оскільки на таких дефектах тріщи-
ни можуть гальмуватися, однак, утворені каверни можуть також об’єднуватися і спричиняти 
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розвиток руйнування [1506, 1244]. Ці спостереження підтверджують також цілеспрямовані 
експериментальні дослідження G.Marom, R.G.C.Arridge [1494] з розтягу плоских зразків із 
епоксидної смоли трьох типів – суцільних однорідних, з 1–3 круговими отворами і з такою ж 
кількістю так само розташованих стальних шайб. Виявилося, що наявність шайб зменшує 
міцність суцільних однорідних зразків приблизно у 4 рази, а отворів – лише у 1,5. Причому 
такий самий результат (1,5 рази) був отриманий, якщо стальні шайби поєднувалися із матри-
цею шаром клею з набагато меншим від матриці модулем пружності. Такий шар не чинить 
опору зсувним деформаціям та істотно зменшує концентрацію напружень. 

Методами швидкісного фільмування та каустик P.S.Theocaris та J.Prassjanakis [1691] 
виявили, що у плоских композитних зразках з металевою ортогональною сіткою, залитою 
епоксидною смолою, тріщини ростуть з кутових точок включень перпендикулярно до на-
пряму розтягу.  

Оглядова праця A.J.Perry [1551] (бібл. 188 назв) розглядає різні механізми зародження 
та розвитку пор у конструкційних елементах, які працюють в умовах повзкості, та роль у цих 
процесах включень. У склопластиках руйнування у багатьох випадках розпочинається на 
межі з’єднання волокон зі смолою, причому руйнування може розпочинатися і не тільки за 
виникнення у цій області великих напружень розтягу [1544]. 

Руйнування поблизу включення має три можливі аспекти: 1. може відбутися руйнуван-
ня матриці і мікротріщина почне підростати всередині тіла; 2. руйнування може розвиватися 
всередині включення; 3. може відбутися руйнування межі поділу матеріалів. Можлива і така 
ситуація, коли процес руйнування буде охоплювати одночасно якісь дві чи навіть усі три 
складові. Усі зазначені нижче результати (якщо це не обумовлено окремо) стосуються плос-
кої задачі теорії пружності. 

50.2. Абсолютно жорсткі гострокінцеві й тонкі включення 

Руйнування матриці. Найбільше уваги приділено руйнуванню матриці. Теоретичне 
дослідження явища руйнування матриці біля включень із загостреними вершинами напевно 
започатковане у працях Л.Т.Бережницького, Р.С.Громяка, В.В.Панасюка та І.І.Труша [76, 
63]. Вони пов`язали руйнування з радіальною складовою rrσ  тензора напружень в околі віс-
тря гострокінцевого абсолютно жорсткого включення. При цьому побудовані діаграми 
граничного навантаження за складного (двовісного) напруженого стану, які пізніше були 
застосовані [62] і до пружних включень еліптичної форми, де можливе застосування класич-
них механічних теорій міцності. Інші критеріальні функції (напруження максимальні головні 
та максимальні дотичні maxτ , густини енергії формозміни фW  та повної енергії деформації 
W ) досліджені у [61].  

У працях [702, 703] для аналізу локального руйнування біля гострокінцевих структур-
них елементів матеріалу пропонується застосувати концепцію макронапружень М.Я.Лєонова 
[533], згідно з якою у трактуванні [702, 703] «сумарний вплив мікронеоднорідностей реаль-
ного твердого тіла, які містяться всередині будь-якої сфери радіуса ρ , на механічні власти-
вості приймається однаковим і тому вводяться у розгляд деякі усереднені деформації сфери 
радіуса ρ  і до них застосовуються залежності, встановлені при стандартних механічних ви-
пробуваннях матеріалів». У праці [280] до вивчення руйнування біля вістря гострокутного 
отвору чи абсолютно жорсткого включення теж застосована концепція мікронапружень 
[533]. 

З прикладом використання концепції макронапружень до аналізу граничного стану 
плескатого еліптичного в плані включення у трансверсально-ізотропному тілі можна озна-
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йомитися у [258]. Згадані також результати аналізу прикладу плоскої задачі для тіла з криво-
лінійним вирізом або жорстким включенням, оточеним прошарком скінченої товщини. 

Застосування Гдаутосом (E.E.Gdoutos) критеріальних функцій θθσ  та W  до гіпоцикло-
їдного [1305, 1308], та гіпоциклоїдного, астроїдного і лінійного [1307], лінійного [1304] 
включень дало близькі результати. Дослідження можливості застосування критеріальних 
функцій W  та фW  до жорсткого міжфазного включення здійснене у [873]. Докладно 
руйнування біля поодиноких та розподілених випадковим чином абсолютно жорстких 
лінійних включень вивчали П.М.Витвіцький та С.Ю.Попіна [150]. 

Задачу про малу тріщину, яка виходить із вістря абсолютно жорсткого включення у на-
прямі його осі, розглянуто у працях [85, 86, 929]. У першій праці визначені КІН та особливо-
сті розв’язку у всіх особливих точках (вістря тріщини, включення та точка їх поєднання); у 
другій – розглянуто застосування класичних силових та енергетичних критеріїв теорії трі-
щин до аналізу зародження процесу руйнування у вістрі включення. У третій цитованій пра-
ці записане рівняння балансу енергії при виникненні та розвитку тріщини по заданій 
траєкторії. З урахуванням згаданої вище теорії макронапружень та отриманих розв’язків для 
тріщини на продовженні осі тонкого жорсткого включення у полі рівномірних напружень 
розтягу-стиску на нескінченності запропоновано теорію оцінювання критичної довжини 
тріщини, яка зароджується біля кінця твердого макродефекту. 

O.Tamate, H.Sekine та Y.Ozawa [1674] за критерій зародження руйнування поблизу тон-
кого жорсткого включення вибрали умову досягнення дотичними напруженнями екстрема-
льного значення. Верифікація цієї умови відбулася із використанням фотопружного аналізу 
плоских зразків з поздовжніми включеннями. Побудовані графіки залежності граничного на-
вантаження від довжини включення. 

Аналітичний розв’язок (методом конформних відображень) для тріщини, що виходить 
із вістря абсолютно жорсткого тонкого включення, побудований також і у праці [189]. З ви-
користанням класичного критерію руйнування для тріщини розглянуто граничну рівновагу 
пластини з включенням і з’ясовано, що при дії однорідного поля напружень на нескінченно-
сті лавинному росту тріщини передуватиме стадія повільного стійкого її підростання. 

Тріщини, перпендикулярні до осі включення, які перетинають чи відходять від нього, 
розглянуто у праці В.І.Похмурського, М.Г.Стащука та І.П.Бутвинника [822, 823].  

Задачу про малу тріщину, яка виходить під кутом із вістря абсолютно жорсткого вклю-
чення, розглянуто у праці O.Tamate, H.Sekine й Y.Ozawa [1675]. Включення моделюють за 
допомогою розподілу зосереджених сил невідомої густини, а тріщину – крайовими дислока-
ціями. За критерій появи тріщини приймається досягнення швидкістю звільнення енергії де-
формації певного критичного значення. На основі цього визначається прогнозований кут 
підростання тріщини. Досліджується вплив коефіцієнта Пуассона на величину цього кута. 
Експериментальні дослідження здійснені для плоских зразків із епоксидної смоли із тонкими 
стальними вставками за рівномірного розтягу та стискування уздовж осі включення. Експе-
рименти добре підтвердили теоретичні розрахунки при розтягу, та погано – за стиску (експе-
рименти дали напрям росту у бік включення, а розрахунки – від нього). 

Таку ж задачу про малу тріщину, яка виходить під кутом із вістря абсолютно жорстко-
го включення, із використанням техніки конформних відображень досліджували роком піз-
ніше N.Hasebe та ін. [1338, 1339] у випадках, коли включення може повертатися, або його 
орієнтація є фіксованою за дії прикладеного до нього зосередженого моменту, довільного 
однорідного поля напружень на нескінченності. У першій із публікацій обчислювалися на-
пруження уздовж межі контакту включення з матрицею та на березі тріщин, кут повертання 
включення і момент зусиль, які діють на нього, КІН біля вістря тріщини.  
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У другій праці отримані результати використовуються для вивчення з енергетичних по-
зицій умов розвитку крихкого руйнування. Отримані дані для тріщини-відростку скінченної 
довжини екстраполюються для отримання даних для тріщини безмежно малої (мікротріщи-
ни). На основі цих даних розраховується швидкість звільнення енергії деформації біля трі-
щини безмежно малої довжини і на основі критерію максимальної швидкості звільнення 
енергії обчислюється кут початкового напрямку формування тріщини з вістря включення. 
Аналізуються випадки дії на включення зосередженого моменту та одновісного розтягу під 
кутом 45о до осі включення чи зсуву паралельно до включення. Подані також дуже скромні 
експериментальні дані стосовно стиску тіла з включенням уздовж осі включення. 

Публікація [129] аналізує руйнування у матеріалі із включенням еліптичної форми, ко-
ли внаслідок зміни температури відбувається його фазове перетворення. У граничному випа-
дку тонкого включення запропоновано критерій виникнення рухомо-рівноважної тріщини, 
причому зазначається, що такі тонкі платівкові включення є найменш небезпечними. 

У праці [1563] вводиться поняття еквівалентного розміру дефектів зварних швів та за-
стосовуються класичні теорії механіки руйнування. Руйнування у неогуковому матеріалі 
(блоки каучуку) з тонкими пластинками скла всередині вивчається у праці [1210]. 

Руйнування межі фаз і включення. Руйнування міжфазної межі вивчене набагато ме-
нше. До цих випадків належать згадувані вже раніше задачі для включень із відшарованими 
одним чи двома берегами. Однак відшарування може бути частковим і відбуватися або біля 
вістря включення, або у його центральній частині. П.С.Качур [384] вивчав можливе часткове 
відшарування уздовж межі поділу матеріалів. М.М.Кундрат [491] запропонував розглядати у 
комплексі два механізми руйнування композиту – внаслідок відшаровування чи від розриву 
волокна на частини. Введене поняття критичної довжини включення, при якій відбувається 
зміна механізму руйнування. Виявлено, що для кожного способу навантажування, міцності 
волокна та межі поділу, можна знайти таку довжину, що коли включення є довшим від цього 
критичного значення, то руйнується включення, а якщо менше, – то внаслідок зародження і 
розвитку тріщини на межі поділу. У дослідженні С.А.Варчені та ін. [138] зазначено, що ме-
талеві плівки часто використовують в ролі в’яжучого шару для з’єднання різнорідних мате-
ріалів (спаювання), та у зв’язку із цим зазначається, що руйнування тришарових з’єднань 
типу діелектрик – тонка металева плівка –діелектрик у більшості випадків відбувається адге-
зійно, тобто, по межі поділу.  

І.П.Шацький [1101] розглянув плоску задачу згину у своїй площині безмежної пласти-
нки із абсолютно жорстким включенням, яке має скінченну міцність на згин. З’ясовано, що 
критичне руйнівне навантаження обернено пропорційне до кубу довжини включення. 

Руйнування з межі фаз у матрицю. O.Tamate, H.Sekine та Y.Ozawa [1676] розв’язали 
плоску задачу для жорсткого включення у матриці, що розтягується однорідним полем на 
нескінченності уздовж осі включення (для таких включень – це найбільш небезпечна орієн-
тація). Припускається, що на скінченній ділянці включення зчеплене з матрицею і з кінців 
областей розтріскування виходять спрямовані всередину матриці мікротріщини однакової 
довжини. З огляду на симетрію задачі формулюється модельна задача для півплощини, на 
краю якої (зона зчеплення з включенням) діють невідомі дотичні напруження, а на тріщині, 
яка входить всередину півплощини, – невідома густина розподілу крайових дислокацій. На 
основі розв’язку побудованої системи сингулярних інтегральних рівнянь обчислюється шви-
дкість звільнення пружної енергії деформації у залежності від кута α  нахилу тріщини та ве-
личини коефіцієнта Пуассона. За максимальним значенням цієї енергії визначено відповідно 
до енергетичного критерію можливий кут нахилу мікротріщини. Для плоскої деформації та 

0, 4ν ≈  отримано 100α ≈ . 
Більш загальне дослідження подібної задачі здійснили Y.Ozawa та H.Sekine [1545]. На 

додаток до використаного у вищезгаданій праці критерію максимальної швидкості звільнен-
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ня пружної енергії деформації, тут також здійснено обчислення із використанням найпопу-
лярніших критеріїв максимальних окружних напружень ( θθσ -критерію), максимальної гус-
тини енергії деформації та найбільших головних напружень. Зіставлення експериментально 
виміряного кута старту тріщини із розрахунковими даними виявило, що останні три критерії 
дають близькі результати, що задовільно узгоджуються із експериментом, а ось критерій ма-
ксимальної швидкості звільнення пружної енергії деформації протирічить отриманим експе-
риментальним результатам. 

50.3. Пружні гострокутні й тонкі включення 

Детально питання руйнування біля пружних гострокутних включень з використанням 
критеріальних функцій maxτ  і фW  (з огляду на можливість значних пластичних деформацій) 
вивчене В.В.Панасюком та Л.Т.Бережницьким [698], які вважають за можливе використову-
вати поряд з класичними характеристиками utσ , IcK  сталі 0rK , 0K θ  опору зародженню 
тріщини у напрямках r  і θ  і використовувати ті чи інші групи критеріїв залежно від співвід-
ношення між пружними властивостями компонент. Аналізуючи особливості руйнування біля 
пружних включень, Л.Т.Бережницький [60] зробив висновок, що «у випадку включень, бли-
зьких до порожнистих чи до абсолютно жорстких, можливе використання методів та понять, 
добре опрацьованих у математичній теорії тріщин». 

Щодо пружних податних вінклерових включень, то у [696] пропонується використати 
деформаційний критерій. Розвиток цих досліджень містить праця М.М.Стадника та 
О.Є.Андрейківа [909], де для пружного руйнування тіл із гладкими тонкими включеннями 
пропонується використовувати першу теорію міцності, а якщо руйнування супроводжується 
пластичним деформуванням включення, матриці чи обох складових, то другої. Із застосу-
вання цих ідей стосовно випадків одного, двох співвісних і компланарних тонких включень 
еліптичного профілю та відповідних періодичних систем можна ознайомитися у публікаціях 
[912, 913, 186].  

Аналізуючи руйнування композиційних матеріалів, Г.П.Черепанов [1078] теж викорис-
товує методику окремого дослідження розвитку тріщин у включенні, у матриці та на межі 
поділу. 

50.4. Руйнування тривимірних композицій 

Одним із цікавих загальних спостережень є сформульоване S.Endo i K.Kawato [1265] 
твердження, що межа фаз всередині тіла руйнується, коли нормальне або дотичне напружен-
ня на ній досягає граничного значення. P.A.Gradin [1326] стверджує, що якщо межа поділу 
виходить перпендикулярно на межу тіла, то руйнування найшвидше розпочнеться з відпові-
дної точки поверхні. Існує багато інших умов руйнування композитів. Тому з приводу руй-
нування матеріалів із включеннями слід також, окрім згаданих вище праць, ознайомитися із 
літературою з механіки композиційних матеріалів, зокрема [452, 588, 459, 123, 1151]. 

 
* * * 

 
Завершуючи цей інформаційний розділ, слід зазначити, що досліджень у галузі теорії 

тонкостінних включень стосуються оглядові праці Д.В.Гриліцького, Й.З.Піскозуба і 
Г.Т.Сулима [238, 250, 994], Г.Я.Попова [800], Л.Єнча [1387], Т.Мури та ін. [1526, 1533]; їх 
містять монографії [150, 1096, 25, 625, 801, 802, 870, 922, 95, 103, 439]. Проблематики вклю-
чень, окрім згаданих праць, більшою чи меншою мірою торкалися також монографії [22, 25, 
27, 398, 400, 820, 1528, 1145, 1146, 503, 1527, 1528] та деякі інші. 
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Автор свідомий того, що згадані у цьому розділі праці все ж лише окреслюють дуже 
широке коло проблем, методів та окремих задач, які стосуються проблематики включень, 
передусім тонких, але жодною мірою не вичерпують проблеми цілком. Багато важливих і, 
можливо, піонерських праць, безсумнівно, мимовільно залишилося поза нашою увагою. 
Проте головною його метою було привернути увагу дослідників до цього цікавого та важли-
вого розділу механіки деформівного твердого тіла, у якому переплітаються різні її частини 
(теорія пружності, термо-, електро-, магнітопружності, пластичності, механіка композитів, 
механіка руйнування та ін.), та окреслити головні магістральні напрями його розвитку. 
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BASES OF MATHEMATICAL THEORY                          
OF THERMOELASTIC EQUILIBRIUM  

OF DEFORMABLE SOLIDS  
WITH THIN INCLUSIONS 

 
The present book expounds the bases of the theory of determination of temperature, stress and 

displacement fields, and also of a limit state of deformable solids with thin inclusions that are 
influenced by thermal load, tractions and dislocations. In a basis of it lies the method of jump 
functions developed by the author. Considered are techniques of the usage of the apparatus of 
complex variable method, integral transformations and Somigliana identity for solving the problems 
of this class with respect to the anisotropy of thermophysical properties of materials in a full 
spectrum of an inclusions’ material mechanical and thermal properties variation – from absolutely 
soft, that corresponds to cracks, and absolutely heat conductive to absolutely rigid and thermally 
isolated. The certain problems, in particular 2D elasticity (plane and antiplane), heat transfer and 
thermoelasticity of homogeneous and layered (piecewise homogeneous) solids which contain one, 
several or periodic systems of thin inclusions, are solved. The approaches for study of 
corresponding stochastic problems are stated. The limit cases, when thermoelastic inclusions turn to 
cracks or absolutely rigid defects, are investigated in details. The in-depth analysis of bibliography 
that concerns the subjects of inclusions in deformable solids is carried out. 
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