Теорема про  базисний мінор та її наслідки.

     Теорема (про базисний мінор). Нехай мінор 
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 порядку 
[image: image2.wmf]t

 є базисним мінором ненульової матриці.
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 EMBED Equation.3  [image: image4.wmf]÷
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.  Тоді

1) рядки матриці, на яких будується мінор 
[image: image5.wmf]t
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 лінійно незалежний;

2) всі інші рядки матриці лінійно виражаються через них. 

Доведення. Не втрачаючи загальності міркувань можна вважати, що базисний мінор будується на перетині перших 
[image: image6.wmf]t

 рядків і 
[image: image7.wmf]t

 стовпчиків матриці 
[image: image8.wmf]A

.

Отже, 
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Всі мінори, оточуючі для  
[image: image9.wmf]t
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 дорівнюють нулю.

Доведення теореми проведемо методом, який можна назвати методом тріангуляції.

     Серед елементів першого стовпчика визначника  
[image: image10.wmf]t
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  існує ненульовий елемент (інакше 
[image: image11.wmf]t
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= 0). Можна вважати, що  
[image: image12.wmf]11
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 (інакше для того, щоб це виконалось, можна переставити перші  
[image: image13.wmf]t

 рядків матриці 
[image: image14.wmf]A

 і при цьому умови теореми не змінюються). Виконаємо наступні перетворення матриці.

Від другого рядка віднімемо перший рядок, домножений на число 
[image: image15.wmf]11
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.  Далі від третього рядка віднімемо перший, домножений на 
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. Продовжуючи цей процес, нарешті від 
[image: image17.wmf]m

- го  рядка віднімемо перший, домножений на 
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. Оскільки перший рядок матриці є рядком  мінора 
[image: image19.wmf]t
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 а тому і рядком всіх його оточуючих мінорів, то перетворення не змінюють величини цих визначників, а тому умови теореми зберігаються. Після перетворень одержуємо матрицю:
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Її базисний мінор 
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      Розглянемо елементи  
[image: image22.wmf]2

32

22

,...,

,

t

a

a

a

¢

¢

¢

  ці елементи одночасно не можуть бути рівними 0 (інакше 
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). Можна вважати, що 
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  (інакше можна переставити рядки матриці зберігаючи умови теореми).Застосовуючи міркування, що описуються вище, можна виконати перетворення матриці таким чином, щоб всі елементи другого стовпчика нижче елемента 
[image: image25.wmf]22
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  були рівними 0. При цьому одержується матриця, базисний мінор якої знаходиться на перетині перших 
[image: image26.wmf]t

 рядків і 
[image: image27.wmf]t

 стовпчиків; умови теореми зберігаються .

Виконавши 
[image: image28.wmf]t

 кроків подібних перетворень отримаємо матрицю
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Для матриці С виконуються  умови теореми . Її базисний мінор.
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Покажемо ,що всі рядки матриці С з номерами  
[image: image31.wmf]m
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  нульові. Для цього беремо 
[image: image32.wmf]i

≥
[image: image33.wmf]1

+

t

, 
[image: image34.wmf]j

≥
[image: image35.wmf]1

+

t

 і доведемо, що 
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 . Для мінора 
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 складаємо оточуючий мінор дописуючи  
[image: image38.wmf]i

- й рядок і 
[image: image39.wmf]j

- й стовпчик :
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  Мінор 
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 базисний , тому,  за значенням, оточуючий мінор дорівнює 0.
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Але 
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Нехай тепер 
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≤ 
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. В матриці 
[image: image48.wmf]C

 рядок нульовий. Але 
[image: image49.wmf]i

- й рядок одержується відніманням від 
[image: image50.wmf]i

- го рядка матриці С лінійної комбінації рядків з номерами 
[image: image51.wmf].
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 . Це означає, що 
[image: image52.wmf]i

- й рядок матриці 
[image: image53.wmf]A

 лінійно  виражається через перші  
[image: image54.wmf]t

 рядків і друге твердження теореми доведено.

    Доведемо перше твердження. Припустимо, що в матриці 
[image: image55.wmf]A

 рядки з номерами 
[image: image56.wmf].
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 лінійно залежні. Це означає, що один з цих рядків, наприклад 
[image: image57.wmf]k

- й лінійно виражається через інші. Звідти випливає що 
[image: image58.wmf]k

- й рядок визначника 
[image: image59.wmf]t
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 є лінійною комбінацією інші рядків визначника. Але тоді за  властивостями визначників,  
[image: image60.wmf]t
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= 0 що суперечать умові теореми. Теорему доведено.


Наслідок1. Ранг нульової матриці за мінорами дорівнює порядку її базисного мінора.

Доведення . Нехай дана нульова матриця 
[image: image61.wmf]A

 порядку 
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Позначимо Ії вектор – рядки як  
[image: image63.wmf]m
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 . Припустимо для визначеності ,що базисний мінор матиці 
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 будується на перших 
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  рядках .

За теоремою, рядки 
[image: image66.wmf]t

a

a

a

,...,

,

2

1

 лінійно незалежні, решта рядків лінійно виражаються через них. Нехай 
[image: image67.wmf]D

 - мінор матриці 
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 причому 
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 . Мінор 
[image: image71.wmf]D

 будується на рядках  
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. Тоді всі вектори-рядки 
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 системи лінійно виражаються через вектор-рядки  
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Оскільки 
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[image: image76.wmf]t

 за лемою про дві системи, вектори 
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 лінійно залежні. Тому принаймні один з них лінійно виражається через інші. Таким чином, один з рядків визначника 
[image: image78.wmf]D

  лінійно виражається  через інші. Це означає що  
[image: image79.wmf]D

= 0. Отже одержуємо, що всі мінори матриці 
[image: image80.wmf]A

, порядок яких більше  
[image: image81.wmf]t

 дорівнюють нулю. При цьому 
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 EMBED Equation.3  [image: image83.wmf]¹

 0, як базисний мінор. За означенням, ранг матриці 
[image: image84.wmf]A

 за мінорами дорівнює порядку визначника  
[image: image85.wmf]t
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, тобто 
[image: image86.wmf]t

.


Наслідок 2. Визначник  
[image: image87.wmf]n

 порядку дорівнює нулю тоді і тільки тоді, коли його рядки (стовпчики) лінійно залежні.

Доведення. Нехай.
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Доведемо твердження для рядків.


Припустимо спочатку, що рядки  визначника 
[image: image88.wmf]D

 лінійно залежні. Тоді принаймні один з них лінійно виражається через інші. Згідно з властивостями  визначників , це означає ,  що 
[image: image89.wmf]D

= 0.


Припустимо тепер, що 
[image: image90.wmf]D

= 0
[image: image91.wmf] і доведемо  лінійну залежність рядків визначника. Зрозуміло, якщо всі елементи визначника дорівнюють нулю, то всі його рядки нульові, а тому і лінійно залежні. Тому нехай у визначнику є ненульові елементи і позначимо через 
[image: image92.wmf]A

 матрицю визначника 
[image: image93.wmf]D

, через  
[image: image94.wmf]t
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-  базисний мінор матриці 
[image: image95.wmf]A

 . Оскільки 
[image: image96.wmf]D

= 0, мінор не співпадає з визначником 
[image: image97.wmf]D

, а тому його порядок 
[image: image98.wmf]t

 менше порядку 
[image: image99.wmf]n

 визначника. За теоремою рядки на яких будується мінор 
[image: image100.wmf]t

D

 лінійно незалежні, решта рядків лінійно виражається через них. Оскільки 
[image: image101.wmf]n

(
[image: image102.wmf]t

, у визначнику 
[image: image103.wmf]D

 існує принаймні один рядок, якого немає серед рядків мінора 
[image: image104.wmf]t

D

 . Цей рядок лінійно виражається  через рядки мінора 
[image: image105.wmf]t

D

. Отже,  у випадку 
[image: image106.wmf]D

 один рядок лінійно виражається через інші, тобто рядки лінійно залежні. 

      Для доведення твердження для стовпчиків перейдемо до транспонованого визначника. При цьому стовпчики визначника 
[image: image107.wmf]D

 перетворюються на рядки транспонованого визначника, а величина визначника не змінюється. Отже, достатньо скористатись доведеним твердженням для транспонованого визначника.
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