ПАРАДОКСИ В МАТЕМАТИЧНІЙ СТАТИСТИЦІ

Статистика – це фізика чисел

П. Діаконіс

Все найбільш важливе раніше сказав той, хто цього не зрозумів.

А.Н.Вайтхед

Якщо хтось спроможний провидіти, чим закінчаться його дослідження, то ця проблема не дуже глибока і, можна сказати, практично не існує.

А.Шильд

Спочатку статистика була “державною арифметикою”. (Саме слово “статистика” походить від латинського слова status - держава.) З найдавніших часів статистику використовували для того, щоб інформувати правителів держав про величину податку, який можна зібрати з підданих, або про кількість солдат, на яку можна розраховувати у воєнний час. В Китаї облік населення проводився більше чотирьох тисяч років назад. За Біблією, Мойсей також підраховував всіх чоловіків свого народу старше 20 років. Їх виявилося 603 550 душ. Четверта книга Мойсея (Числа) містить багато інших результатів підрахунку людей, але вони здаються перебільшеними, так само як і дані Афінея про кількість рабів в грецьких полісах за часів Римської імперії. Вельми сумнівно, щоб в Афінах було 400 000 рабів, а в Коринфі – 460 000. Неясно, як отримані ці дані, але точно відомо, що Рим був першим містом з населенням більше мільйона жителей. Перший англійський статистичний документ “Книга судного дня”, написаний в ХІ віці, також виник в зв(язку з потребами армії і податкообкладення. З цієї причини при перепису населення жінки не враховувалися аж до недавніх часів. Статистика стала наукою аж в ХVІІ віці. Її основоположниками є Джон Граунт (1620 – 1674) і сер Вільям Петті (1623 – 1687). В роботі Петті “Політична арифметика” Англія, Голландія і Франція порівнювалися за їх населенням, торгівлею і судоходством. З розвитком капіталізму статистичними даними стали цікавитися не тільки державні діячі, а й капіталісти. Для обробки даних використовувалися все більш складні математичні методи, при цьому збільшувалася й вигода від їх застосування, наприклад, в страхуванні. Компанія Ллойда, нині одна з найкрупніших страхових компаній у світі, була заснована в ХVІІ віці і займала в той час лише кав(ярню на Тауер-стріт в Лондоні. Успіх в страховій справі визначається точністю даних і належними математичними висновками. Поступова розвиваючись, математична статистика перетворилася в самостійну область математики. Важко не писати сатиричні твори як мінімум в дусі Ювенала, але ще важче не знайти парадоксів в математичній статистиці. За одним жартом, в 1901 р. 33% студенток Гарвардського університету вийшли заміж за своїх викладачів. Насправді ж в той час в університеті навчалися тільки 3 дівчини, одна з яких вийшла заміж зза свого професора. Так що твердження правильне, але вводить в оману. Далі, припустимо, що в деякій країні в університети прийнято на 20% хлопців більше, ніж дівчат. Якщо всі абітурієнти однаково добре підготовлені і кількість абітурієнтів-хлопців співпадає з кількістю абітурієнтів-дівчат, то очевидним є висновок, що приймальні комісії віддають перевагу хлопцям. Але, оскільки більше дівчат, ніж хлопців, бажають вчитися на популярніших факультетах, де доля неприйнятих більша, може статися, що не дивлячись на пропорційний прийом, в університеті буде вчитися більше хлопців, ніж дівчат. Аналіз текстів, проведений в 1913 р. Л. Ейресом, також вводить в оману або, як мінімум, його можна невірно трактувати. Ейрес стверджував, що 50 найбільш часто вживаних слів складають приблизно 50% звичайного тексту, 300 найбільш часто вживаних слів складають 75% тексту, а 1000 найбільш часто вживаних слів складають 90%. Не дивлячись на цей факт, не можна сказати, що коли нам відомі 50 чи 100 слів якоїсь мови, то ми вже наполовину її розуміємо, оскільки знання деяких слів, навіть якщо вони часто вживаються, навряд чи допоможе в розумінні будь-якого тексту. Не дивно, що багато людей вважають, що існує три види неправди: невинний обман, нахабна брехня і статистика.

1.Парадокс Байєса

А) Історія парадоксу

Томас Байєс, один з видатних засновників математичної статистики, був учнем де Муавра. Його теорема, доведена десь біля 1750 р. і опублікована лише після його смерті, стала джерелом деяких суперечок в статистиці. Вони не припинилися й зараз. Більше того, теоретична прірва між прихильниками байєсівського і антибайєсівського підходів продовжує поглиблюватися. (Навести теорему Байєса.) Сама по собі теорема незаперечна, але в більшості її застосувань апріорні ймовірності невідомі. В такому випадку, як правило, вважають, що оскільки попередня інформація про причини гіпотез відсутня, їх ймовірності слід вважати однаковими, але такий підхід, взагалі кажучи, неприйнятний. Байєс використовував свою теорему у випадках, коли апріорні ймовірності мали неперервні розподіли, зокрема, рівномірний на інтервалі (0,1). За теоремою Байеса, якщо в n + m спостереженнях подія, що має невідому ймовірність p, відбулася n раз, то ймовірність того, що p належить підінтервалу (a, b) , дорівнює
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Байєс керувався тим, що коли у нас немає ніякої попередньої інформації про p, то апріорна ймовірність цього параметру рівномірна на всьому інтервалі (0, 1). Наприклад, якщо n = 1, m = 0, a = ½ і  b = 1, то за наведеною вище формулою, шанси того, що шукана ймовірність p більша ½, дорівнюють ¾. Досі багато спеціалістів не довіряють цьому результату, оскільки сумніваються в рівномірності апріорного розподілу.


Незнання апріорного розподілу виявилося настільки руйнівним для обгрунтованості статистичних висновків з теореми Байєса, що ця теорема була майже виключена з статистичних досліджень. Але в другій третині ХХ сторіччя байєсівський підхід знову отримав деякий розвиток завдяки важливій ролі, яку він відіграє при пошуку допустимих і мінімаксних оцінок. Все більше поширюваляся думка, що послідовне застосування формули Байєса (коли після кожного спостереження апостеріорні ймовірності перераховуються і на наступному кроці вони використовуються як апріорні ймовірності) знижує роль початкового апріорного розподілу, оскільки після багатократного перерахування початковий розподіл навряд чи впливає на заключний апостеріорний розподіл.

Б) Парадокс

Нехай можливими значеннями випадкової величини X є цілі числа. Припустимо, що розподіл X залежить від параметру p, що належить відрізку (a, b). Якщо незалежні спостереження X1, X2, X3,… отримані з невідомого розподілу X, то можна чекати, що послідовність апостеріорних розподілів (підрахованих за початковим рівномірним апріорним розподілом) все більше і більше концентрується коло істинного значення p. Парадоксально, що це не завжди вірно. Наприклад, істинним значенням p може бути ¼, а послідовність апостеріорних розподілів при збільшенні кількості спостережень все більше концентрується коло ¾.

В) Пояснення парадоксу

Парадоксальність ситуації полягає в тому, що очікується, що функція апостеріорної щільності буде приймати найбільше значення в околі істинного значення, тобто близько до ¼. Але це міркування не суперечить тому, що функції апостеріорних щільностей можуть все більше зосереджуватися коло ¾. Треба тільки, щоб функція щільності, яка має пік в ¼, потім швидко спадала, але залишалася високою коло ¾. Відповідний приклад навів Д. Фрідман (1963). Нехай апріорний розподіл p рівномірний на відрізку (1/8, 7/8(. Визначимо тепер функцію f(p) на цьому відрізку так, щоб її значеннями були натуральні числа, за виключенням точок p = ¼ і p = ¾, де f(1/4) = f(3/4) = (. Нехай розподіл випадкової величини X (який залежить від p) має вигляд P{X = i} = c(p)(1 – p)pi. Тоді при належному виборі f(p) вказана вище парадоксальна ситуація виконується.

Г) Зауваження

і) Ще до 1920 р. С. Бернштейн і Р. Мізес вказували на те, що при деяких умовах багатократне застосування теореми Байєса дає послідовність апостеріорних розподілів, яка збігається до істинного розподілу, яким би не був початковий розподіл. Тому апріорний розподіл асимптотично не грає ролі. Як показує парадокс, таке твердження неправильне без певних обмежень.

і) Суб(єктивний вибір апріорних розподілів породжує загальне питання про те, чи можна взагалі об(єктивно визначати невідомі ймовірності і ймовірнісні розподіли незалежно від наших спостережень і вимірювань, чи вони мають смисл тільки завдяки нашій суб(єктивній інформації. Глава італійської школи з теорії ймовірностей Бруно де Фінетті в своїй монографії стверджує, що ймовірність, як і флогістон, не існує об(єктивно на відміну від абсолютних простору і часу чи всесвіту. “Об(єктивна ймовірність” є лише спробою виділити і матеріалізувати наші ймовірнісні уявлення. За думкою де Фінетті, будь-яка подія (наприклад, завтра піде дощ) або відбудеться, або не відбудеться (це об(єктивно), і, спираючись на доступну інформацію, ми можемо підрахувати “суб(єктивну” ймовірність події. Індивідуальна чи суб(єктивна ймовірність відображає міру нашої впевненості в тому, що подія відбудеться. Ми можемо говорити про суб(єктивну ймовірність, навіть якщо “випадковість” не об(єктивна. Але необхідно підкреслити, що значно більша частина вчених стверджують, що об(єктивна випадковість і об(єктивна ймовірність існують. Вони впевнені в тому, що об(єктивні ймовірності майбутніх подій закладені в сучасний стан всесвіту. Так розумів об(єктивне існування ймовірності Макс Борн, відомий тим, що ввів об(єктивну ймовірність в квантову фізику.

1. Парадокс оцінок математичного сподівання

А) Історія парадоксу

Урівнювання протилежних значень і відхилень в одному “середньому”, тобто підсумовування спостережень в одне значення має давні традиції. Есхіл писав в трагедії “Евменіди”: “Богу завжди середина любі, і міру шанує божество”, а послідовники китайського філософа Конфуція кажуть, що “в нерухомості середнього є найвеличніша досконалість”. Математично поняття “середнього” можна інтерпретувати багатьма способами (арифметичного середнього, геомктричного середнього, медіани і т. д.). Але в статистичних застосуваннях протягом тривалого часу вкрай важливу роль грло арифметичне середнє. Вже в перших видатних результатах в теорії ймовірностей і математичній статистиці вивчалося арифметичне середнє статистичної вибірки і росло розуміння важливості його використання.

Дати постановку задачі про оцінювання параметру множини ймовірнісних розподілів за незалежними спостереженнями. Сказати, що коли цей параметр є математичним сподіванням, то оцінка арифметичного середнього є незміщеною і слушною. Разом з тим таких оцінок може бути багато, і перевагу серед них доцільно віддати оцінкам з меншою дисперсією. Парадокси показують, що (за винятком випадку нормальних розподілів) арифметичне середнє вибірки не є незміщеною оцінкою математичного сподівання з найменшою дисперсією. Більш того, якщо ми не наполягаємо на незміщеності, то навіть у випадку многовимірних нормальних розподілів не завжди корисно оцінювати математичне сподівання вибірковим середнім.

Б) Парадокси

і) Цей парадокс пов(язаний з іменами Кагана, Лінника і Рао. Нехай F(x) - довільна функція розподілу з нульовим середнім і скінченною дисперсією і нехай F((x) = F(x - (), де параметр ( може бути довільним дійсним числом. Якщо елементи вибірки X1, X2,…,Xn є випадковими величинами з розподілом F(, то вибіркове середнє 
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 дає незміщену слушну оцінку параметра (, який, очевидно, є математичним сподіванням розподілу F(. Але ця оцінка не дуже ефективна (за винятком випадку нормального розподілу): для будь-якого n>2 існує незміщена оцінка, стандартне відхилення якої менше стандартного відхилення оцінки 
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 (точніше, для всіх значень ( її стандартне відхилення не більше, ніж у 
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, і щонайменше для одного (  воно строго менше).

іі) Ще один парадокс пов(язаний вже з нормальним розподілом. Відомо, що 
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 дає “зразкову” оцінку математичного сподівання нормального розподілу: 
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 є незміщеною слушною оцінкою з мінімальною дисперсією, допустимій прри квадратичній функції втрат L((, c) = (( - c)2, а також мінімаксною оцінкою. Само тому відкриття К. Стейна, зроблене більше 30 років назад, яке стверджує, що у випадку многовимірних нормальних розподілів оцінка 
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 не є допустимою, стало сюрпризом. Розглянемо ймовірнісні розподіли, визначені на k–вимірному евклідовому просторі, координати яких (для простоти) незалежні і мають нормальний розподіл N((, (), причому стандартне відхилення ( відоме. Ми шукаємо допустиму оцінку вектора ( = ((1, (2,…, (k), для якої квадратична функція втрат 
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мінімальна в середньому. Тоді вектор 
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 є допустимою оцінкою тільки в одно- і двовимірному просторах (хоча мінімаксна властивість зберігається і в просторах вищої розмірності). Відкриття Стейна показує, що навіть тоді, коли розглядається класична проблема оцінювання математичного сподівання нормального розподілу, то 
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 - не єдина оцінка, яку слід брати до уваги.

В) Пояснення парадоксу

і) Результат Кагана, Лінника і Рао потребує скоріше доведення, ніж пояснення. Але замість доведення ми викладемо метод побудови асимптотично оптимальних оцінок. Розглянемо спочатку як приклад функцію рівномірного розподілу F(x) на інтервалі (-c, c) і нехай F((x) = F(x - (). Тоді 
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 також є незміщеною і слушною оцінкою параметра (, вона має перевагу в порівнянні зі “звичайною” оцінкою 
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. Перейдемо до загального випадку. Нехай 
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 Ця формула для a(x) може бути застосована навіть тоді, коли у F немає математичного сподівання і ( позначає центр симетрії функції f((x). Наприклад, нехай f((x) = 1((((1 + (x - ()2)) (це щільність розподілу Коші). Тоді, як це не дивно, a(x) = - Acos2(xsin2(x є оптимальним вибором, але a(x) від(ємна для x, близьких до 0 чи 1. В цьому випадку “звична” оцінка 
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 навіть не буде слушною.


іі) В 1961 р. Джеймс і Стейн запропонували таку просту оцінку для математичного сподівання многовимірного нормального розподілу (при k>2)
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 справді не є допустимою. Оцінка 
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 переводить вектор 
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 ближче до початку координат, а оскільки початок координат можна вибрати довільно, то оцінка
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також краща, ніж 
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, при будь якому виборі 
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. Таким чином, оцінка Джеймса-Стоуна залежить від вибору початку координат 
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 від 
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 не залежить. (Можна показати, що оцінка
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навіть дещо краща, ніж 
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Тепер спробуємо евристично пояснити, чому оцінка 
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 краща, ніж 
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. Розглянемо в сукупності вибірки в k незалежних задачах оцінки параметрів. Відхилення скалярних елементів вибірки визначається частково (спільним) стандартним відхиленням ( кожного з k розподілів, і частково (взагалі кажучи) неоднаковими математичними сподіваннями (i. Хоча ці невідомі математичні сподівання можуть бути дуже різними, відхилення загальної вибірки можуть вказувати на те, що значення (i відрізняються не сильно. Наприклад, у випадку, коли ( = 1 і приблизно 16% спостережень перевищують 1, а 16% спостережень менше –1, то природно вважати, що всі математичні сподівання (i близькі до нуля. В цьому випадку, якщо Xi = 0.8, то звичайна оцінка i-ого параметра дасть 0.8, в той же час згідно більш “раціональної” концепції Джеймса-Стейна математичне сподівання (i близьке до нуля. Хоча таке пояснення може переконати нас в “раціональності” оцінок, запропонованих Джеймсом і Стейном, однак їх метод все ж здається дивним, коли ми маємо справу з задачами, між якими навряд чи є якийсь зв(язок, наприклад, коли потрібно оцінити математичні сподівання (нормально розподілених) висоти тіла, швидкості світла і ціни продукту.

Г) Зауваження


Нерівність Крамера-Рао дає корисну інформацію стосовно обох парадоксів. Нехай f(x, () - щільність елементів вибірки Xi, i = 1, 2,…, n, і нехай 
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 . Тоді нерівність Крамера-Рао стверджує, що при виконанні деяких умов регулярності
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є так званою інформацією Фішера. Значить, швидкість збіжності 
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 до нуля не може бути більшою, ніж n-1. Але в прикладі першого парадоксу  і тому швидкість збіжності має порядок n-2. Протиріччя тут немає, оскільки не виконані умови регулярності, про які мова йшла вище. (Наприклад, достатньою була б така умова регулярності: множина значень x, для яких функція f(x, () додатна, не залежить від (.) Тепер про другий парадокс. З нерівності Крамера-Рао випливає, що коли дозволено використовувати зміщені оцінки і похідна 
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 може спадати значно швидше, ніж дисперсія незміщеної оцінки з мінімальною дисперсією.

2. Парадокс оцінок дисперсії

А) Історія парадоксу

Поряд з математичним сподіванням, важливою характеристикою розподілу є дисперсія. Оцінимо невідому дисперсію D2 випадкової величини X за вибіркою X1, X2,…, Xn. При відомому математичному сподіванні E оцінка
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є незміщеною. Ситуація змінюється, коли E невідоме і замість E використовується його оцінка 
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. Тоді оцінка
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вже не буде незміщеною. Оскільки з часів Гауса незміщеність була однією з важливих властивостей, які повинна мати хороша оцінка, 
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 змінюють так, щоб отримати незміщену оцінку. (Деякі параметри взагалі не мають незміщених оцінок. В цих випадках обмежуються вимогою асимптотичної незміщеності. Ця вимога для 
[image: image53.wmf]2
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 виконана.) Поряд з властивістю незміщеності виникли й інші вимоги, яким повинна задовольняти хороша оцінка. Парадокс виникає тоді, коли різні вимоги до якості оцінок не приводять до однієї й тієї ж оцінки.

Б) Парадокс


Помноживши 
[image: image54.wmf]2
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 на множник Бесселя n((n – 1) , отримаємо незміщену оцінку дисперсії 
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Припустимо, що випадкова величина X розподілена нормально з невідомими математичним сподіванням і дисперсією, і нам потрібні мінімаксні оцінки з функцією втрат 
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 треба змінити, домноживши її на n((n + 1), і отримати
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(Її ризик дорівнює 2/(n + 1).) Отже, принцип мінімаксу і вимога незміщеності приводять до різних оцінок.

В) Пояснення парадоксу


Сума 
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 мінімальна тільки при 
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. Але математичне сподівання E, взагалі кажучи, не дорівнює величині 
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. Значить, оцінка 
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, яка показує дійсне відхилення, більша, ніж 
[image: image63.wmf]2
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. От чому необхідна поправка Бесселя. З другого боку, немає причин, з яких мінімаксна чи допустима оцінки повинні бути незміщеними. Оскільки незміщена і мінімаксна оцінки дисперсії нормального розподілу не співпадають, в кожній конкретній задачі треба вирішувати, якій оцінці слід віддати перевагу. На щастя, навіть при малих об(ємах вибірки різниця між двома оцінками невелика. (Але в інших проблемах різниця може бути суттєвою.)

Г) Зауваження


Як не дивно, але можна показати, що вказана вище мінімаксна оцінка не є допустимою. З другого боку, якщо математичне сподівання нормального розподілу відоме, то оцінка
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є не тільки мінімаксною (з ризиком n((n + 2)), але й допустимою при вказаній вище функції втрат.

3. Парадокс методу найменших квадратів

А) Історія парадоксу


Із-за неминучих похибок вимірювань часто здається, що теоретичні формули і ємпіричні дані протирічать одне одному. На початку минулого сторіччя Лежандр, Гаус і Лаплас запропонували ефективний метод, який дозволяє зменшити вплив помилок вимірювань. (Наприклад, Лежандр розробив і застосував його в 1805 р. для знаходження орбіт комет.) Основоположниками цієї теорії були Галілей (1632), Ламберт (1760), Ейлер (1778) та інші. Новий прийом, названий методом найменших квадратів, детально досліджений Гаусом в його роботі “Теорія руху небесних тіл” (1809). Саме Гаус вказав також на ймовірнісний характер цього методу. (Хоча Лежандр звинувачував Гауса в плагіаті, він не міг пред(явити для цього достатні підстави. Гаус претендував на пріоритет лише в використанні методу, а не в його публікації.) Лаплас опублікував свій основний труд з теорії ймовірностей в 1812 р., присвятивши його “великому Наполеону”. Протягом всієї четвертої глави його книги йде виклад числення похибок. З того часу метод найменших квадратів розвинувся в новий розділ математики. Можливості методу часом переоцінюють і часто використовують тоді, коли інші методи підходили б більше. На цю проблему звертав увагу ще Коші (1853) під час “дебатів” з Б(єнеме.

Б) Парадокс


Нехай ae- b(x - (( - щільність розподілу наших вимірювань, на які впливають випадкові похибки. Сталі a і b відомі, а ( треба оцінити. Проведемо незалежні вимірювання X1, X2,…, Xn. За методом найменших квадратів ( слід оцінити величиною 
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, яка мінімізує суму
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Легко підрахувати, що ця сума найменша, коли
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Але якшо нам потрібна оцінка 
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, для якої максимальною є ймовірність (точніше, щільність ймовірності) того, що n спостережень дали саме вказані результати, тобто 
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 максимізує функцію
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або, що те ж саме, мінімізує
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то ми прийдемо до протиріччя, оскільки сума квадратів і сума абсолютних величин не досягають мінімума при одному й тому ж значкнні (, тобто оцінки 
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 і 
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 різні. Яка ж з них краща?

В) Пояснення парадоксу


Якщо похибки вимірювань розподілені нормально, тобто їх щільність роподілу має вигляд 
[image: image74.wmf]2

)

(

m

-

-

x

b

ae

, то вказаного вище протиріччя не буде, оскільки 
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В методі найменших квадратів Гаус виходив з припущення про нормальнтй розподіл похибок, що зустрічаєтьсч на практиці найчастіше. Але коли відомо, що розподіл похибок відмінний від нормального, використання методу найменших квадратів не завжди вигідне. У вказаному вище парадоксі застосування оцінки 
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 більш виправдане.


Парадокс можна сформулювати так: оцінка методу найменших квадратів не завжди співпадає з оцінкою методу максимальної правдоподібності. (Насправді можна показати, що оцінки параметру зсува за двома вказанами методами співпадають тільки для нормальних розподілів.)

4. Парадокси кореляції

А) Історія парадоксу


На останню третину минулого сторіччя деякі науки (молекулярна фізика) досягли такого рівня розвитку, коли стало необхідним використання в них теорії ймовірностей і математичної статистики. В 1859 р. книга Дарвіна породила революцію в біології, а незабаром і двоюрідний брат Дарвіна Френсіс Гальтон заклав основи генетики людини. (Дослідження Менделя з генетики були заново “відкриті” лише на рубежі віків; слово “генетика” вживається тільки з 1905 р., але результати Гальтона привернули увагу ще в минулому сторіччі.) Гальтон і його учні (особливо Карл Пірсон) ввели такі важливі поняття, як кореляція і регресія, які стали основними в теорії ймовірностей і математичній статистиці, а також в зв(язаних з ними науках. Дати визначення коєфіцієнту кореляції і нагадати найпростіші його властивості. В математичній статистиці оцінкою кореляції, як правило, є вибірковий коефіцієнт кореляції, який будується по незалежній вибірці так:
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В ряді випадків коефіцієнт кореляції добре характеризує зв(язок між X і Y, але вже на рубежі сторіч підраховувалися залежності, позбавлені сенсу; наприклад, кореляція між кількостю гнізд лелек і кількістю новонароджених. Поняття кореляції поступово містифікувалося і деякі “внутрішні” (взагалі кажучи, випадкові) зв(язки стали вважати існуючими, якщо кореляція була великою (тобто близькою за абсолютним значенням до 1). Як правило, ігнорувалася та обставина, що велика кореляція між X і Y може бути результатом впливу якоїсь третьої величини. Наприклад, в Англії і Уельсі помітили, що зі збільшенням кількості радіослухачів збільшувалася кількість божевільних і розумово відсталих людей. Така інтерпреція абсолютно помилкова, бо не можна психічно захворіти тільки від того, що слухаєш радіо. Справ лише в тому, що з плином часу збільшується і кількість радіослухачів, і кількість психічних захворювань, аде між ними немає причинного зв(язку. На жаль, неправильність тлумачень не завжди така очевидеа, наприклад, в економічних чи технічних застосуваннях. Порівняння віросповідання і росту людей дає ще один приклад надуманої залежності, за якою при русі від Шотландії до Сицилії доля католиків в населенні поступово зростає і в той же час середній зріст спадає. Але будь-який причинний зв(язок тут абсолютно неможливий.

Б) Парадокси


і) Нехай X має рівномірний розподіл на (-1, 1) і Y =(X( Очевидно, що між X і Y існує тісний зв(язок, але їх кореляція дорівнює нулю.


іі) Нехай величини X1, X2,…, Xn позначають температуру в кімнаті в n різних моментів часу і Y1, Y2,…, Yn - кількості палива, використані для зігріву в ті ж моменти часу (точніше, за даний проміжок часу, наприклад, за годину до потрібного моменту). Логічно вважати, що чим більше палива використано, тим тепліше в кімнаті. Це значить, що кореляція між X та Y строго додатня. Разом з тим кореляція може виявитися від(ємною, що можна було б інтерпретувати так: чим більше гріємо, тим холодніше стає.

В) Пояснення парадоксів


і) Якщо величини незележні, то їх кореляція дорівнює нулю, але обернене твердження неправильне. Некорельовані випадкові величини можуть бути сильно залежними, як у вказаному вище прикладі. Тому некорельованість не слід розуміти як незалежність.


іі) Не можна забувати про вплив температури поза кімнатою!

Кореляції часто виявляються абсолютно неймовірними, тому що підраховуваний коефіцієнт кореляції спотворюється третьою “ззовні впливаючою величиною”. Якраз для того, щоб уникнути цих шумів, було введено поняття часткової кореляції. Якщо кореляція для X і Y підраховується тільки після того, як вплив величини  Z ліквідовано, то результат перестає бути парадоксальним. Нехай r12, r13 і r23 позначають кореляції r(X, Y), r(X, Z) і r(Y, Z) відповідно. Тоді часткова кореляція для X і Y без впливу Z дорівнює
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Якщо r13 = r23 = 0, то часткова кореляція для X і Y співпадає з r12. Якщо r12, r13, r23 невідомі, їх можна оцінити за вибіркою аналогічно тому, як це робилося для r. За допомогою цих оцінок отримаємо оцінку коефіцієнта часткової кореляції.

5. Парадокси регресії

А) Історія парадоксу


Коефіцієнт кореляції описує залежність між двома випадковими величинами одним числом, а регресія задає її у вигляді функціонального співвідношення і тому дає більш повну інформацію. Наприклад, регресією є середня вага тіла людини як функція його зросту. Поняття “регресії” ввів Гальтон, який в кінці минулого сторіччя порівнював зріст батьків зі зростом їх дітей. Він виявив, що зріст дітей у високих (чи низьких) батьків звичайно вищий (або нижчий) середнього, але не співпадає зі зростом батьків. Лінія, яка показує, якою мірою зріст регресує (поновлюється) в середньому в наступних поколіннях, була названа Гальтоном лінією регресії. Пізніше регресією стали називати будь-яку функціоналдьну залежність між випадковими величинами. Спочатку регресійний аналіз застосовувався в біології, і найважливішим науковим виданням з цієї теми був журнал “Біометрика”, який став виходити з 1901 р. Між 1920 і 1930 р. великого значення набуло використання регресійного аналізу в економіці. Виникла нова область науки – економетрика зі своїм журналом “Економетрика”, який вперше вийшов у світ в 1933 р. Термін належить Р. Фрішу (1926), якому пізніше була присуджена Нобелівська премія. Від вивчення окремих задач дослідники поступово перейшли до регресійного аналізу структури, притаманної глобальним економічним системам (Дж. Кейнс, Я. Тінберген, Р. Клейн, якому в 1980 р. було присуджено Нобелівську премію з економіки та інші).  “Технометрика” публікується з 1959 р., присвячений технічним застосуванням.


Регресійний аналіз величини X, яка визначається по другій величині Y, коли виміряти X важко, а Y досить легко, вельми важливий. На сьогодні регресійний аналіз використовується практично у всіх областях науки, що саме по собі непогано, але, на жаль, регресійний аналіз іноді є одним з головних засобів для досягнення “гучних наукових досягнень”, для проведення недбалих досліджень і замазування (наукових) проблем. Регресія ніколи не підмінює наукові концепції і теоретичні обгрунтування, хоча і полегшує їх пошук.

Б) Парадокси


Нехай залежність двох величин задається функцією y = f(x; a1,…,am), де невідомі тільки параметри, а тип функції відомий (наприклад, лінійний, квадратичний тощо). Якщо ми можемо вимірювати значення y тільки з випадковими похибками спостережень, тобто замість yi = f(xi; a1,…,am) ми спостерігаємо значення Yi, на які вплинули похибки, то за методом найменших квадратів оцінки невідомих параметрів мінімізують суму квадратів
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і) Якщо f(x) = eax, то оцінка параметру а мінімізує суму
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В цьому випадку задача обчислення регресійної кривої  звичайно спрощується, якщо взяти логарифми обох членів різниць в дужках і мінімізувати величину
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що неважко зробити, знаходячи мінімум квадратичного многочлена. Але ці два підходи до мінімізації дають різні оцінки. Який вихід з цієї парадоксальної ситуації?


іі) Припустимо, що тип функції f можна вибрати різними способами, наприклад, f1 - це многочлен, а f2 - експоненційна функція. Здається природним віддати перевагу тому типу, для якого вказана вище сума квадратів мінімальна (при оптимальному виборі параметрів). Хоча цим принципом часто керуються на практиці, він, як правило, не обгрунтовується (іноді слід встановити хоча б теоретичну можливість такого вибору).

ііі) Нехай y = ax є теоретичною лінією регресії і Yi = axi + (i, де (i – незалежні нормально розподілені похибки з нульовим середнім і дисперсією D2((i) = cy. Тепер припустимо, що спсостереження ідеально узгоджується з дінією регресії, тобто Yi = a0xi для деякого a0 і
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Тоді оцінкою параметру а за методом найменших квадратів буде a0, але, як це не парадоксально, вона не буде “найкращою” оцінкою (в смислі максимальної правдоподібності).
В) Пояснення парадоксів

і) Методу найменших квадратів, поза всякими сумнівами, відповідає перша сума, але корисно розібратися не тільки в букві, а й в дусі методу найменших квадратів, суттю якого є мінімізація сумарного впливу похибок. Ця мета може бути досягнута шляхом мінімізації суми квадратів
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де h - монотонно зростаюча функція (наприклад, h(x) = lnx). Хороший вибір  “лінеаризує” задачу, тобто робить вираз для h(f(x; a1,…,am)) лінійною функцією невідомих параметрів ai (в цьому випадку легко знаходяться їх оптимальні значення). Якщо ми хочемо визначити невідомі параметри, слідуючи духу метода найменших квадратів, то, очевидно, краще вибрати другий спосіб. Але іноді потрібно мінімізувати все ж початкову суму, наприклад, коли відомо, що результатом похибок є фінансові втрати, пропорційні цій сумі, хоча така можливість зовсім нетипова.


іі) Перша половина питання дуже проста: сума квадратів може виявитися меншою для f1, ніж для f2, але якщо взяти трохи більше елементів вибірки, то сума квадратів стає меншою при виборі f2. Математична статистика старається уникати подібних нестійких ситуацій. Існує кілька методів прийняття рішень, які можуть бути застосовані в ряді випадків і вказують вибір з заданою надійністю, наприклад, 99% (тобто коли функція f1 відхилена, то ймовірність того, що правильним був вибір f1, дорівнює 1%). В книзі Плакетта обговорюється, наприклад, метод вивзначення правильного степеня регресійного многочлена у випадку незалежних нормально розподілених похибок спостережень. На жаль, багато типових задач вибору вигляду регресії не можна розв(язати належним чином. Наприклад, правило Вебера-Фехнера стверджує, що між подразником і віжчуттям існує логарифмічна залежність, зокрема, між об(ємом і інтенсивністю звука чи між частотою і висотою звука. На даний час це правило теоретично і практично розглядається лише як перше наближення, тому що здається, що ближчою до істини є степенева залежність. (Насправді проблема складніша, оскільки відчуття гучності залежить не тільки від інтенсивності, але й від частоти і спектру звука, а також від тривалості експерименту.)


ііі) Оцінка a0 не підходить, оскільки тоді оцінка для D2((i) дорівнюваля б нулю, що протирічить умові D2((i) = cy. Більш виправданою буде оцінка максимальної правдоподібності 
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Г) Зауваження


і) Дуже типовою, зокрема, в фармакології і при вивченні ринку збуту, є логіт-пробіт альтернатива. У відповідності з методом найменших квадратів в логіт-аналізі з даними узгоджується функція
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яка мінімізує суму
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(Тут перетворення, яке лінеаризує задачу, задається функцією h(x) = ln(x/(1 – x)).) В пробіт-аналізі з даними узгоджується функція нормального розподілу. Форми кривих цих двох типів можуть бути дуже схожими, тому не завжди легко вирішити, яку з них слід вибрати; в цьому випадку велику допомогу може надати теоретичне обгрунтування моделі.


іі) Зі збільшенням числа параметрів регресії ми, очевидно, отримаємо краще узгодження з моделлю, але при цьому зростуть дисперсії оцінок параметрів, так що оцінки стануть менш стійкими і менш надійними.

ііі) “Парадокс двох регресій” розглянуто в статті Калмана (1982). В цій статті припускається, що у обох величин є випадкові адитивні похибки: X = x + (, Y = y + (. Вважаючи, що y = ax, можна дати “неупереджену” оцінку параметра а лише у вигляді відрізка а1 ( а ( а2. Тут одним з кінців відрізка є класичний коефіцієнт регресії ( коли шукають регресію у по х), а другим – обернений коефіцієнт (коли шукають регресію х по у). Вибір одного з двох кінців в якості оцінки значить, що припускається відсутність шуму у регресійної змінної. У такий спосіб розв(язується “парадокс двох регресій”.

6. Парадокси достатності

А) Історія парадоксу

Поняття достатності ввів Р. Фішер в 20-х роках нашого сторіччя. Він виходив з того, що для статистичного оцінювання невідомих параметрів не завжди треба знати всі елементи вибірки. Досить знати деякі функції від вибірки, які й називаються достатніми статистиками. Так, для нормального розподілу в R1 вся інформація про математичне сподівання міститься в арифметичному середньому вибірки. Це є наслідком того, що розподіл 
[image: image88.wmf])

,...,

(

1

X

X

X

X

n

-

-

 не залежить від невідомого математичного сподівання, і тому знання компонент цього вектора не дає додаткової інформації про математичне сподівання. (Нагадати визначення: функції T1 = T1(X1,…, Xn),…, Tk = Tk(X1,…, Xn) називаються достатньою статистикою для параметра ( розподілу, спільного для X1,…, Xn, якщо розподіл (X1,…, Xn) при фіксованих Т1,…, Тn не залежить від (.) У попередньому прикладі умовна щільність (X1,…, Xn)  при 
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Б) Парадокс


В 1934 р. Фішер вказав на такий парадокс. Розглянемо двовимірний нормальний розподіл з незалежними координатами, які мають одиничні дисперсії і невідомі математичні сподівання. Арифметичне середнє 
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,

(

2

1

X

X

X

=

 є достатньою статистикою для невідомої пари математичних сподівань. Нехай нам відоме значення 
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. Тоді ((1, (2) = 3(cos(, sin(), де ( - єдиний невідомий параметр. Його можна оцінити величиною 
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. Ця оцінка незміщена, а її дисперсія дорівнює (0.12. Легко довести, що розподіл величини 
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 (оскільки розподіл 
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 сферично симетричний відносно ((1, (2)), тому, якщо ми будемо брати до уваги r, то в силу достатності не отримаємо ніякої інформації про (. Але це зовсім неправильно. Математичне сподівання 
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В) Пояснення парадоксу

Парадокс Фішера вказує на те, що слова “мати всю інформацію” можна розуміти по різному. При підрахунку ефективності допоміжні статистики (аналогічні r) можуть грати важливу роль. На жаль, далеко не завжди легко вирішити, що саме слід взяти допоміжною статистикою. Очевидно, не має сенсу брати в якості такої статистики всю вибірку. Якщо розглянути проблему Фішера з точки зору байєсівського підходу і припустити, що ( рівномірно розподілена в інтервалі (-(, (), то 
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Г) Зауваження

В теорії достатності з(явився ряд цікавих парадоксів. Беркхолдер запропонував кілька прикладів, які показують, що додача до достатніх статистик деякої додаткової інформації може зіпсувати достатність. Такі приклади повністю протирічать нашим уявленням про достатність. Правда, вже опубліковано кілька глибоких праць, де вводяться деякі “умови регулярності”, які забезпечують непарадоксальну поведінку достатніх статистик.

8.Парадокси методу максимальної правдоподібності

А) Історія парадоксу

Метод максимальної правдоподібності (ММП) є одним з найбільш ефективних методів оцінювання невідомих параметрів. Отримав поширення в 20-і роки нашого сторіччя завдяки роботам англійського статистика Р. Фішера. І хоча у Фішера були попередники, саме його робота, написана в 1912 р., зіграла в цьому вирішальну роль. Нагадати суть методу. Оцінка максимальної правдоподібності (ОМП) має ряд гарних властивостей. Наприклад, якщо 
[image: image103.wmf]q

 -
[image: image104.wmf] ОМП параметра (, то 
[image: image105.wmf])

(

q

g

 - ОМП для g((). При досить загальних умовах ОМП поводить себе як нормально розподілена випадкова величина з середнім ( і дисперсією 1/nI((), значить, 
[image: image106.wmf]q

 - слушна оцінка, і її дисперсія асимптотично мінімальна (тобто сама оцінка асимптотично ефективна). Більш того, якщо достатня статистика існує, то ММП приводить до функції від цієї достатньої статистики.

Б) Парадокси

і) Нехай X1, X2,…, Xn - незалежні випадкові величини, рівномірно розподілені на інтервалі ((, 2(). ОМП невідомого параметра ( є max(Xi/2). Розглянемо трохи іншу оцінку
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яка є незміщеною оцінкою ( з дисперсією 
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[image: image109.wmf])

max

2

(min

4

5

1

i

i

X

X

n

n

+

+

+

 асимптотично еквівалентна 1/5n2, значить, ця оцінка більш ефективна, ніж ОМП, яка має найбільшу асимптотичну ефективність.


іі) Наведемо простий приклад, який показує, що ОМП не завжди слушна. Нехай А – множина раціональних чисел між 0 та 1, а В – деяка зліченна множина ірраціональних чисел між 0 і 1. Припустимо, що значеннями незалежних елементів вибірки  є тільки 0 і 1, причому значення 1 приймається з імовірністю (, якщо ( - елемент множини А, і з імовірністю 1 - (, якщо ( - елемент В. Тоді ОМП для ( не є слушною. (Деяка більш складна слушна оцінка для ( все ж існує.)

В) Пояснення парадоксів

і) Статистики ( = minXi і ( = maxXi в сукупності містять всю інформацію про параметр (; точніше, при заданих ( і ( щільність розподілу (X1, X2,…, Xn) не залежить від (. Таким чином, природно вважати, що як ОМП, так і оцінка, яка виявилась кращою, залежать лише від ( і (. Оскільки ОМП залежить тільки від статистики (, яка не є достатньою (вона не містить всю інформацію про (), зовсім не дивно, що знайшлася краща оцінка. Це не суперечить асимптотичній ефективності ОМП, оскільки у випадку рівномірного розподілу “загальні умови”, які забезпечують ефективність, не виконані.

ii) Пояснення досить просте: ОМП для ( є відносна частота 
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, яка прямує до 1-( для ірраціонального (. Хоча ця задача в якомусь розумінні патологічна, її про крайній мірі легко зрозуміти.

Г) Зауваження

і) В статистичній літературі можна знайти велику кількість “ОМП”, при побудові яких були знайдені не точки максимуму, а лише сідлові точки, або ж розглядався лише один локальний максимум. Одним з найпростіших і найбільш важливих прикладів, коли локальний максимум не єдиний, є випадок нормального розподілу з невідомим середнім ( і дисперсією, пропорційною (2.

іі) Приклади Дж. Ходжеса і інших поставили питання про парадокс суперефективності, тобто про оцінки, розподілені асимптотично нормально з середнім ( і дисперсією, яка не перевищує асимптотично мінімальну дисперсію 1/nI(() і строго менша від неї хоча б для одного значення (.

ііі) Е. Пітмен вказав приклад, коли ОМП для параметрів зсуву і масштабу не існує. Якщо (x(1 + (f(x)(( при х(( для всіх ((0, fv(x) = f((x - (((((, то такої оцінки не існує для v = ((, ().

9. Парадокс інтервальних оцінок

А) Історія парадоксу


Теорія інтервального оцінювання була розроблена в основному Г. Фішером і Д. Нейманом між 1925 і 1935 роками. Нагадати загальний підхід Неймана до довірчих інтервалів (А, В), який містить невідоме значення параметру ( з імовірністю ( (А = А(Х1, Х2,…, Хn, (), В = ВХ1, Х2,…, Хn, ()) і вигляд довірчого інтервала для невідомого математичного сподівання нормального розподілу з відомим стандартним відхиленням. При іншому підході випадковим параметром вважається не вибірка, а невідомий параметр (. В цьому випадку інтервал (А ,В) не залежить від випадку, і рівність P(A< ( <B) = ( значить просто, що ( потрапляє в інтервал (А ,В) з імовірністю (. Наприклад, якщо ( позначає невідоме математичне сподівання нормального розподілу, то із-зі випадкових похибок вимірювань ( не визначається повністю вибірковим середнім. Такий параметр ( можна розглядати як нормально розподілену випадкову величину з математичним сподіванням 
[image: image111.wmf]X

 і стандартним відхиленням 
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Такий вигляд інтервальних оцінок, які називаються фідуціальними інтервалами, ввів Фішер. Як ми бачимо, у випадку нормального розподілу довірчі і фідуціальні інтервали формально співпадають; відрізняється лише їх “філософія”. Протягом певного часу вважали, що ці два види інтервалів практично співпадають, і спори про різницю між ними є чисто теоретичними. (Спочатку Нейман підтримував фідуціальну теорію головним чином тому, що Фішер не використовував теорему Байєса.) Але невдовзі з(явилися парадокси, які мали практичне значення. Різні підходи Фішера і Неймана привели до різних результатів в практичних зачтосуваннях.

Б) Парадокс


Нехай Х1, Х2,…, Хk (k (2) – незалежні нормально розподілені випадкові величини з одиничними дисперсіями і невідомим вектором математичних сподівань ( = ((1, (2,…, (k). К. Стейн в 1959 р. довів, що фідуціальний і довірчий інтервали для ((( можуть дуже відрізнятися. Оцінимо кожне (і відповідним середнім значенням 
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 вибірки об(єму . Тоді 
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 для довільного значення (, коли 
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 - випадкова величина (будується довірчий інтервал). З іншого боку, якщо ( - випадкова величина (будується фідуціальний інтервал), то 
[image: image117.wmf]5

.

0

)

(

>

>

X

P

q

  для будь-якого значення вибіркового середнього 
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. Іншими словами, ймовірність того, що довірчий інтервал 
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 містить невідоме значення 
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, більша 50%; в той же час з імовірністю, більшою 50%, випадкова величина 
[image: image121.wmf]q

 потрапляє в (фідуціальний) інтервал 
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. Таким чином, з точки зору довірчих інтервалів вигідніше ставити на нерівність 
[image: image123.wmf]q
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, а при фідуціальному підході ситуація прямо протилежна!

В) Пояснення парадоксу


Сам Стейн запропонував таке розв(язання. Якщо фідуціальний підхід застосовується не до елементів вибірки, а (завдяки сферичній симетрії нормального розподілу) до суми квадратів координат, то фідуціальні інтервали співпадають з довірчими. Значить, вигідніше ставити на 
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Г) Зауваження


і) Побудуємо інтервальну оцінку для невідомого математичного сподівання ( нормального розподілу з відомим стандартним відхиленням (, використовуючи апріорну інформацію про те, що величина ( нормально розподілена з математичним сподіванням ( і стандартним відхиленням s (ці величини відомі). Якщо 
[image: image125.wmf]X

 - середнє значення вибірки об(єму n, то за теоремою Байєса апостеріорний розподіл величини ( також нормальний з математичним сподіванням 
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Значить, 
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 є 95% інтервальною оцінкою для , оскільки 
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. Відсутність апріорної інформації значить, що s = (, тобто С = 1. Таким чином, 
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 і D2 = (2/n , що й дає фідуціальний інтервал. Отже, у випадку многовимірного нормального розподілу байєсівський підхід приводить до того ж самого парадоксу, що фідуціальний підхід.


іі) Фішер (1890-1962) почав займатися інтервалими оцінками трохи раніше, ніж Нейман (1894-1981). Він навіть звинуватив Неймана, який на той час жив у Польщі, в привласнбванні і узагальненні своїх ідей. В той час у Фішера вже були особисті і професійні конфлікти з іншими видатними статистиками. Він ненавидів К. Пірсона (1857-1936) і тому не друкувався після 1920 р. в журналі “Біометрика” (провідному періодичному жуналі зі статистики, серед засновників і редакторів якого був Пірсон). Фішер переніс свою антипатію, хоч і в послабленому вигляді, на Е. Пірсона (1895-1980), сина К. Пірсона, і його друга Дж. Неймана. Пізніше Нейман став одним з провідних статистиків в США, і їх особистий спір переріс у спір англо-американський. Фішеру ніколи не подобалася ідея зведення статистичних висновків до прийняття рішень за допомогою функцій втрат. Цей “американський” напрямок в статистиці був розроблений угорцем Абрахамом Вальдом на основі теорії ігор Джона фон Неймана. Основне протиріччя полягало в такому: в Америці (у відповідності з прагматизмом Пірса) не важливо, що ви думаєте, а вжливо, що ви робите. В Англії ж – навпаки. Хоча міркування Фішера не завжди були переконливими, він є одним з найкрупніших (якщо не найкрупнішим) статистиків, які хоч колись жили. Тому дивно, що він не став професором статистики. В дійсності, в 1943 р. він таки став професором Кембріджського університету, але з генетики. Між 1952 і 1954 р. він також був президентом Королівського товариства.


ііі) Нехай нам треба оцінити параметр зсуву за вибіркою Х1, Х2,…, Хn, елементи якої мають щільність розподілу е(-х при х(0 і 0 при х(0. Оцінка
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незміщена, і її щільність розподілу пропорційна (х - ( + 1)n – 1 e-n(x - ( + 1) при х(( - 1. За допомогою цієї щільності можна легко знайти 90% довірчий інтервал найменшої довжини. У випадку, коли Х1 = 12, Х2 = 1, Х3 = 16, цей довірчий інтервал має вигляд 12.1471 ( ( ( 13.8264. З іншого боку, (, очевидно, менше, ніж 
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. Таким чином, 90% довірчий інтервал найменшої довжини лежить в області, в якій ( знаходитися не може! Джейнес підкреслив, що для побудови інтервальної оцінки слід скористатися байєсівським підходом. Якщо апріорна щільність є сталою, то апостеріорна щільність величини ( буде 
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 і 0 в протилежному випадку. Таким чином, інтерва
[image: image136.wmf]*

*

<

<

-

1

1

X

q

X

q

, де q задає найменшу апостеріорну зону, яка містить апостеріорну ймовірність з наперед заданою ймовірністю. Для вказаної вище вибірки отримаємо 11.23 ( ( ( 12. З точки зору теорії довірчих інтервалів можна було б сказати, що 
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 не є достатньою статистикою для (, а статистика 
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 - достатня. Довірчий інтервал найменшої довжини, побудований за достатньою статистикою, співпадає з байєсівським інтервалом, побудованим вище.

10. Парадокс перевірки гіпотез

А) Історія парадоксу


Важко сказати, коли робилися перші спроби перевіряти статистичні гіпотези. Б.В.Гнеденко в своїй книзі відмічає, що облік населення, проведений в Китаї в 2238 р. до нашої ери, показав, що доля новонароджених хлопчиків складала 50%. Джон Арбутнот (1667-1735), англійський математик, лікар і письменник, був першим, хто (це було в 1710 р.) відмітив, що гіпотеза про рівне співвідношення народжених хлопчиків і дівчаток повинна бути відхилена, оскільки за демографічними даними за 82 роки (доступні на той час) хлопчиків щороку народжувалося більше, ніж дівчаток. Якби ймовірність народження хлопчика дорівнювала ½, то результат за 82 роки був би настільки малоймовірним (2-82), що його можна було б вважати практично неможливим. Отже, Арбутнот був першим, хто відхилив природню статистичну гіпотезу. Цей нематематичний парадокс зацікавив Лапласа. В 1784 р. він з подивом виявив, що в декількох різних районах Франції доля новонароджених хлопчиків приблизно дорівнювала 22/43, а в Парижі це відношення було рівним 25/49. Лаплас був заінтригований такою різницею, але скоро знайшов для неї розумне пояснення: в загальну кількість новонароджених в Парижі включалися всі підкинуті немовлята, а населення передмість в більшості підкидало немовлят однієї статі. Коли Лаплас виключив підкинутих немовлят з загальної кількості, доля новонароджених хлопчиків стала близькою до 22/43.

В 1734 р. Французька академія присудила Данилу Бернуллі премію за дослідження орбіт планет. За допомогою деякого критерія перевірки гіпотез Бернуллі намагався довести, що схожість орбіт планет є далеко не випадковою. З правила правої руки зрозуміло, що кожній орбіті відповідає деяка точка на одиничній сфері, і Бернуллі перевіряв гіпотезу про те, що розподіл цих точок на одиничній сфері рівномірний. В 1812 р. Лаплас досліджував схожу проблему. Він намагався застосувати статистичні методи для вирішення питання про те, яку з гіпотез слід прийняти: чи є комети звичайними елементами Сонячної системи, чи вони всього лиш “незвані” гості? В останньому випадку кути між орбітами планет і екліптиками були б рівномірно розподілені на інтервалі від 0 до (/2. Лаплас виявив, що комети не є звичайними елементами Сонячної системи. Основоположниками сучасної теорії перевірки статистичних гіпотез були К. Пірсон, Е. Пірсон, Р. Фішер і Д. Нейман.

Припустимо, що треба перевірити гіпотезу про те, що розподілом деякої випадкової величини є F. Для вирішення цієї проблеми “міри узгодженості” К. Пірсон, Г. Крамер, Р. фон Мізес, А. М. Колмогоров, М. В. Смірнов та інші вчені, які працювали пізніше, запропонували кілька різних критеріїв, і виникла потреба порівнювати їх ефективності. Перші кроки до знаходження кращих методів прийняття рішень зробили Е. Пірсон і Д. Нейман. По-перше, вони ввели поняття альтернативної гіпотези, яка, взагалі кажучи, не є повним запереченням основної, нульової гіпотези. Якшо нульова гіпотеза полягає в тому, що “математичне сподівання дорівнює –1”, а альтернативна – в тому, що “математичне сподівання дорівнює +1”, то обидві гіпотези, очевидно, не охоплюють всі можливі випадки. В 1933 р. Нейман і Пірсон показали, що для таких простих гіпотез (коли як нульова, так і альтернативна гіпотези визначаються одним розподілом) існує критерій, найбільш потужний в такому розумінні. При використанні статистичних критеріїв можливі помилки двох видів. Можна відхилити нульову гіпотезу, коли вона вірна, і припуститися помилки 1-го роду. З іншого боку, можна прийняти нульову гіпотезу, коли вона невірна, і припуститися помилки 2-го роду. Метод прийняття рішень (критерій), який базується на вибірці заданого об(єму, називається найбільш потужним критерієм, якщо для будь-якої заданої ймовірності помилки 1-го роду ймовірність помилки 2-го роду мала настільки, наскільки це можливо. (Зауважимо, що при фіксованому об(ємі вибірки сума ймовірностей помилок обох родів не може бути зробленою наскільки завгодно малою. Це є свого роду принципом невизначеності при перевірці гіпотез.) Припустимо для простоти, що обидва розподіли (в нульовій і альтернативній гіпотезах) мають щільності. Тоді за основною лемою Неймана-Пірсона існує найбільш потужний критерій такого вигляду. Позначимо через f0 і f1 щільності розподілів вибірки X = (Х1, Х2,…, Хn) при умові, що вірною є відповідно нульова чи альтернативна гіпотези. Нульова гіпотеза приймається тоді і тільки тоді, коли 
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де с – відповідна константа. Теорія Неймана-Пірсона стала основною при перевірці гіпотез, не позбавленою при цьому парадоксів. В 1950 р. Герберт Роббінс показав, що існує критерій, в певному розумінні більш потужний, ніж найбільш потужний критерій Неймана-Пірсона.

Б) Парадокс


Припустимо, що випадкова величина Х нормально розподілена з математичним сподіванням ( і дисперсією 1. Нехай нульова гіпотеза полягає в тому, що ( = 1, а альтернативна – в тому, що ( = -1. На основі вибірки з одного елементу Х найбільш потужним критерієм перевірки нульвої гіпотези проти альтернативної гіпотези є такий: якщо Х ( 0, то нульова гіпотеза приймається, а альтернативна відхиляється; в протилежному випадку нульова гіпотеза відхиляється, а альтернативна приймається. В цьому випадку ймовірності помилок обох видів дорівнюють приблизно 16%, оскільки
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Якщо скористатися цим критерієм в N незалежних випадках, то при великих N середня кількість помилкових рішень приблизно дорівнює 0.16N. Оскільки в кожному випадку використовувався найбільш потужний критерій, то слід було б чекати, що середня кількість помилкових рішень ніколи не може бути меншою 0.16N . Як не парадоксально, метод Роббінса показує, що це не так.


Нехай 
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 - середнє арифметичне спостережень Х1, Х2,…, Хn. Критерій Роббінса полягає в такому:


якшо 
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< -1 , то (i = -1 для всіх i = 1, 2,…, N,


якщо 
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> +1 , то (i = +1 для всіх i = 1, 2,…, N, і, нарешті,


якщо -1(
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( +1 , то (i = -1  або (i = +1  в залежності від того, виконується чи ні нерівність
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Цей метод дивує тим, що він об(єднує незалежні одну від однієї задачі. Якщо істинне відношення тих (i, для яких (i = +1, до тих (i, для яких (i = -1, дорівнює 0, то при великих N (наприклад, для N = 100) критерій Роббінса дає відповідь зі 100% надійністю; для відношення 0.1 ймовірність помилки (обох типів) складає 7%; для відношення 0.2 ймовірність помилки дорівнює 11%; для 0.3 – 14% і навіть для відношення 0.4 процент помилок менший 16% рівня найбільш потужного критерія. Метод Роббінса стає менш ефективним, ніж нійбільш потужний критерій, лише у випадку відношення, близького до 0.5.

В) Пояснення парадоксу


Парадокс Роббінса показує, що навіть тоді, коли треба прийняти рішення про прийом чи відмову віж продукції, яка надходить з різних незалежно працюючих фабрик, загальна кількість помилкових рішень буде в середньому меншою, якщо ми не будемо приймати рішення незалежно одне від другого. Оскільки це по суті та ж проблема, що й парадокс Стейна про допустимі оцінки для математичного сподівання, ми можемо запропонувати пояснення в розділі 2. Інші парадокси перевірки гіпотез розглядатимуться пізніше.

11. Парадокс  t-критерія Стьюдента

А) Історія парадоксу


В класичній теорії математичної статистики вважається, що елементи вибірки (спостереження) відомі наперед. В основі одного з найважливіших напрямків сучасної статистики лежить розуміння того, що не треба наперед фіксувати об(єм вибірки, його треба визначати в залежності від результатів більш ранніх спостережень. Таким чином, об(єм вибірки випадковий. Ця ідея послідовного вибору поступово розвивалася в роботах Г. Доджа і Г. Роміга (1929), П. Махаланобіса (1940), Г. Хоттелінга (1941) і У. Бертки (1943), але справжнім засновником теорії послідовного аналізу в математичній статистиці є А. Вальд (1902 – 1950). Його послідовний критерій відношення правдоподібності (1943) став важливим відкриттям, яке дозволило (в типових ситуаціях) на 50% зменшити середню кількість спостережень (при тих же ймовірностях помилок). Не дивно, що в роки другої світової війни відкриття Вальда було проголошено “секретним”. Його книга “Послідовний аналіз” була опублікована лише в 1947 р.. Роком пізніше Вальд і Дж. Вольфовиць довели, що методи, відмінні від послідовного критерія відношення правдоподібності, не дають такого зменшення кількості елементів вибірки. Але і в цій області виявилися парадокси. Зараз ми розглянемо парадокс, який належить Стейну, хоча цей парадокс належить до двокрокових критеріїв, а не до послідовних.

Б) Парадокс


Нехай Х1, Х2,…, Хn - вибірка з незалежних нормально розподілених випадкових величин із спільним математичним сподіванням ( і спільним невідомим стандартним відхиленням (. На основі цієї вибірки ми хочемо розрізнити такі нульову і альтернативну гіпотези. Нульова гіпотеза полягає в тому, що ( = (0 (де (0 - деяке задане число), а альтернативна – в тому, що ( ( (0. Нехай
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Такі гіпотези розрізняються за допомогою t-критерія Стьюдента. За цим критерієм нульова гіпотеза приймається чи відхиляється в залежності від того, близьке значення статистики tn до 0 чи ні. В 1940 р. Г. Данціг показав, що при заданій ймовірності помилки 1-го роду ймовірність помилки 2-го роду для будь-якого вирішуючого правила залежить від невідомого стандартного відхилення (. Парадоксально, але п(ятьма роками пізніше К. Стейн довів, що коли об(єм вибірки не фіксувати наперед, а визначати за вже отриманими елементами вибірки, то існує  критерій, для якого (при заданій ймовірності помилки 1-го роду) ймовірність помилки 2-го роду не залежить від невідомого стандартного відхилення ( (а залежить лише від різниці ( - (0).

В) Пояснення парадоксу


На першому кроці візьмемо вибірку Х1, Х2,…, Хm, де m - деяке фіксоване число. Вибіркова дисперсія визначається формулою
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Припустимо, що об(єм всієї вибірки n залежить від величини s і наперед фіксованого числа z таким чином:
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Виберемо додатні числа a1, a2,…, an так, що 
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, і спробуємо відрізнити ці гіпотези за допомогою статистики
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Очевидно, при заданому s випадкова величина t нормально розподілена з математичним сподіванням 0 і дисперсією 
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. З іншого боку, розподіл величини (m – 1)s2/(2 (для довільного () співпадає з розподілом суми квадратів m - 1 незалежних стандартних нормальних величин (тобто хі-квадрат розподілом 
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), який не залежить від (. Значить, розподіл величини t також не залежить від (, так що t( залежить лише від ( - (0, але не від (.

Г) Зауваження


Розподіл випадкової величини tn не є нормальним, оскільки D( не число, а випадкова величина. Це чудове спостереження і аналіз випадкової величини tn в 1908 р. опублікував Стьюдент, він же Вільям Д. Госсет. З 1908 р. він працював на пивоварні Гіннесса в Дубліні, і той наполіг, щоб Госсет писав під псевдонімом. Протягом тривалого часу ніхто не усвідомлював важливості статті Стьюдента. Навіть в 1922 р. Фішер був єдиним, як стверджував Стьюдент, хто використовував  t-розподіл. В дійсності, саме Фішер вперше позначив розподіл Стьюдента через t в своїй книзі, яка вийшла в 1925 р. Сам Стьюдент використовував символ z, але не для позначення величини tn, а для (n – 1)tn.

12. Ще кілька парадоксів

А) Парадокс типового і середнього


Поняття середнього, наприклад, середня зарплата, часто використовується як синонім типового. Насправді ж якщо в деякій країні є лише кілька дуже багатих сімей і велика кількість бідних, чиї доходи відповідно величезні і малі, то арифметичне середнє їх доходів зовсім нетипове. Медіана доходів дасть більш реалістичну картину. Крім середньої зарплати є й інші середні характеристики, які вводять в оману. “Середня людина” – одна з них. Недивно, що дослідження бельгійського вченого Л. А. Ж. Кетле з цього питання стали джерелом гарячих спорів. Найгірше в “середній людині” не її сірість, а виникаючі протиріччя. Наприклад, середній зріст не відповідає середній вазі тощо. Тільки з однієї цієї причини можна засумніватися в справедливості слів першого президента Королівської академії мистецтв в Лондоні Дж. Рейнольдса, коли він сказав, що в середньому джерело прекрасного.


Незважаючи на свою непослідовність, книга Кетле (1835) розглядається як віха, якщо взагалі не як початок кількісного аналізу суспільних явищ. Ф. Гальтон, К. Пірсон і Ф. Еджворт цінували Кетле як геніального першовідкривача регресійного підходу. Під впливом його книги Гальтон зайнявся науковими дослідженнями. У Кетле є й інші заслуги перед наукою. В 1820 р. він заснував Королівську обсерваторію Бельгії і став її першим директором. Він був також чудовим організатором: в 1834 р. за його ініціативою було створено Статистичне товариство в Лондоні, він був ініціатором проведення Першого міжнародного конгресу зі статистики в Брюсселі в 1853 р..

Б) Парадокс оцінювання


Квадрат оцінки, взагалі кажучи, не співпадає з оцінкою квадрату. Наприклад, якщо 
[image: image157.wmf]X

 є оцінкою деякого параметра, то очевидною оцінкою для квадрата параметра буде 
[image: image158.wmf]2

X

, що, взагалі кажучи, відрізняється від арифметичного середрього квадратів результатів спостережень. Це ж справедливо, якщо замінити квадрат будь-якою іншою нелінійною функцією.

В) Парадокс точності вимірювання


Припустимо, що нам треба знайти довжину двох різних стержнів за допомогою двох вимірювань. Пристрій, яким ми вимірюємо довжину, дає результат з випадковою похибкою, яка мвє стандартне відхилення (. Парадоксально, що вимірювання кожного стержня окремо не є кращим способом. Стандартне відхилення результату буде менше, якщо спочатку виміряти загальну довжину T стержнів, приклавши кінець одного стержня до початку другого, а потім покласти стержні поруч і знайти різницю їх довжин D. Тоді наближені довжини стержнів відповідно дорівнюють


[image: image159.wmf]2

D

T

+

 і 
[image: image160.wmf]2

D

T

-

.

Стандартне відхилення цих довжин дорівнює 
[image: image161.wmf]2
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, що справді менше, ніж (.

Г) Парадоксальне оцінювання ймовірності


Оцінкою невідомої ймовірності, як правило, служить відносна частота. Наприклад, якщо при 100 підкиданнях монети герб випав 47 разів, то оцінкою ймовірності випадання герба й буде 47/100. Але якщо при 10 підкиданнях більш чи менш правильної монети герб жодного разу не з(явився, то нема підстав вважати, що ймовірність випадання герба дорівнює 0. При наявності деякої апріорної інформації (наприклад, що монета більш чи менш правильна) оцінювання через відносну частоту, взагалі кажучи, не є кращим способом. Наша апріорна інформація добре виражається через бета-розподіл, який залежить від двох параметрів a і b. Щільність бета-розподілу дорівнює нулю поза інтервалом (0, 1) і пропорційна xa – 1(1 – x)b - 1  на (0, 1) (a > 0, b > 0). Математичне сподівання і дисперсія бета-розподілу відповідно дорівнюють
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Розв(язуючи цю систему рівнянь, знаходимо, що наша апріорна інформація відносно m і d може бути виражена через a і b (наприклад, якщо монета правильна, то m = 1/2, і a = b). Якщо апріорний розподіл є бета-розподілом з параметрами (a, b), то за теоремою Байєса апостеріорний розподіл також буде бета-розподілом. (Саме ця властивість пояснює широку застосовуваність бета-розподілу.) Якщо в n експериментах подія, ймовірність якої невідома, відбулася k раз, то параметрами апостеріорного розподілу будуть (a + k, b + n – k) , значить, апостеріорне математичне сподівання матиме вигляд
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що дає більш змістовну і кращу оцінку для невідомої ймовірності, ніж відносна частота k/n. Очевидно, що при досить великих n величина M  практично не відрізняється від відносної частоти, але, наприклад, коли n = 10, k = 0 і a = b = 100, то маємо M = 100/210 ( 0.48; і той же час відносна частота дорівнює 0, що зовсім не повинно нас влаштовувати.

Д) Чим більше даних, тим гірші висновки


Досить природно вважати, що більша кількість даних дозволяє отримати кращі результати. Але наступний парадокс свідчить, здається, про протилежне. Нехай Х1, Х2 і Х3 - незалежні випадкові величини, розподіли Х1 і Х2 співпадають, і ці величини приймають значення 0 і 2 з імовірностями ½, а  приймає з такими ж імовірностями значення 1 і 2.5. Вся ця інформація невідома математику, який зробив вибірки з цих розподілів з тим, щоб знайти розподіл з найбільшим математичним сподіванням. Очевидно, таким треба взяти розподіл з найбільшим вибірковим середнім. Візьмемо спочатку вибірку з одного елемента з кожного розподілу. Тоді ймовірність правильного вибору дорівнює 5/8 (пояснити). Подивимося тепер, що відбудеться, коли збільшити однієї з виборок (наприклад, для Х3) до 2. Тоді ймовірність правильного вибору дорівнює 7/16 (пояснити). Таким чином, якщо раніше ймовірність правильного вибору була більше 50%, то тепер вона зменшилася і стала меншою 50%.


Парадокс Ф. Еджворта (1883) стосується аналогічної проблеми: якщо Х1 і Х2 – незалежні однаково розподілені випадкові величини зі щільностями f(x - (), симетричними відносно (, то може статися так, що Х1 ближче до (, ніж (Х1 + Х2)/2, в тому розумінні, що


[image: image165.wmf])

(

)

(

1

e

q

e

q

£

-

>

£

-

X

P

X

P


для довільного додатного (. Наприклад, так буде у випадку
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тому що щільність розподілу Х1 в точці ( більша, ніж щільність розподілу 
[image: image167.wmf]X

.

Е) Парадокс рівності математичних сподівань


Припустимо, що математичні сподівання трьох нормально розподілених випадкових величин з однаковими дисперсіями дорівнюють m1, m2 і m3. Може статися так, що, використовуючи, наприклад, критерій Стьюдента, ми приймемо гіпотези m1 = m2 і m2 = m3 (при деякому рівні значимості), але відхилимо m1 = m3.(Задача перевірки гіпотези про рівність математичних сподівань при наявності двох виборок об(єму  розв(язується за допомогою статистики
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де 
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 і 
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 - вибіркові середні, а 
[image: image171.wmf]*
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 - вибіркове стандартне відхилення. Ця статистика має розподіл Стьюдента з параметром 2n – 2.) Цей парадокс поклав початок багатьом дослідженням з одночасної перевірки кількох гіпотез.

Ж) Парадоксальна оцінка для математичного сподівання нормального розподілу


Розглянемо задачу оцінювання невідомого математичного сподівання нормального розподілу з одиничною дисперсією за вибіркою об(єму . Відомо, що оцінка середнього арифметичного має багато привабливих властивостей: вона незміщена і має мінімальну дисперсію, допустима і мінімаксна при квадратичній функції втрат. Але, незважаючи на це, якщо нам треба отримати лише оцінку, яка близька до ( наскільки можливо, то існує оцінка 
[image: image172.wmf]q

, краща в тому розумінні, що
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для довільного можливого значення (. Оцінкою такого типу є
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якщо 
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, де ( позначає функцію стандартного нормального розподілу.

З) Парадокс перевірки нормальності

Нехай ми хочемо перевірити гіпотезу при те, що дана вибірка отримана з розподілу з неперервною функцією розподілу F(x). Нехай Fn(x) - емпірична функція розподілу. Якщо гіпотеза вірна, то за теоремою Колмогорова
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За допомогою цього результату легко будується відповідний критерій з рівнем довіри ( - якщо величина 
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 більша критичного значення z0, для якого K(z0) = (, то гіпотеза відхиляється. У випадку, коли треба перевірити нормальність розподілу, спочатку слід за вибіркою звичайним чином оцінити математичне сподівання і стандартне відхилення через 
[image: image180.wmf]X

 і D(, а потім застосувати вказаний вище критерій Колмогорова для нормального розподілу F(x) з математичним сподіванням 
[image: image181.wmf]X

 і стандартним відхиленням D(. Можна було б чекати, що при досить великих n підстановка замість невідомих параметрів 
[image: image182.wmf]X

 і D( не потягне за собою значних змін. Але зміни відбудуться суттєві.Наприклад, при 95% рівні довіри критичне значення z0 в критерії Колмогорова дорівнює 1.36, а в той же час точний аналіз показує, що істинне критичне значення дорівнює 0.9. Пояснення цього парадоксу досить просте. Із-за підстановки теоретична і емпірична функції розподілу стали ближчими одна до другої, тому доцільно вибрати менше критичне значення.

І) Парадокс лінійної регресії


Припустимо, щовипадкова величина Х вимірюється з похибкою (, яка має математичне сподівання 0. Іншими словами, результат вимірювання Y = X + ( є дуже простою лінійною регресією по Х. Чи є для Х “краща оцінка”, ніж виміряна величина Y? Дивно, але в деяких окремих випадках відповідь ствердна. Принаймні, існує оцінка 
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. Припустимо, наприклад, що Х і ( некорельовані і регресія Х по Y також лінійна. Тоді оцінка
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краща, ніж Y. У виродженому випадку, коли D2(() = 0, отримаємо 
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Ї) Парадокс Сетурамана


Існують статистики А і В такі, що незміщена оцінка невідомого параметра (, побудована по А, має дисперсію меншу, ніж оцінка, побудована по В, при будь-якому значенні параметру (. З іншого боку, при перевірці нульової гіпотези ( = (0 (наприклад, при альтернативній гіпотезі ( ( (0) критерій, побудований на базі А, не обов(язково буде кращий критерія, побудованого по В. Останній може бути локально кращим (в деякому околі нульової гіпотези). Якщо, наприклад, елементи вибірки Х1, Х2,…, Хm рівноміроно розподілені на (0, 2(), то ОМП для ( запишеться у вигляді 
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, а її невелика зміна приводить до незміщеної оцінки 
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Наступна оцінка А також є незміщеною, але має меншу дисперсію
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Але при перевірці гіпотези ( = (0 критерій, який базується на В, є локально більш потужним.

Ж) Парадокс мінімаксної оцінки

Мінімаксні оцінки, як правило, узгоджуються зі здоровим глуздом. Але приклад Х. Рубіна показує протилежне. Якщо функція втрат задається рівністю
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то єдиною мінімаксною оцінкою невідомої ймовірності p ( 0 є оцінка, тотожньо рівна 0. Тому для будь-якої вибірки невідомий параметр слід оцінювати нулем, тобто значенням, яке наперед було виключене з можливих значень параметра.

З) Парадокс Роббінса


Добре відомо, що при наявності вибірки з одного спостереження Х “найкращою” оцінкою параметра пуассонівського розподілу є саме Х. (Це незміщена ОМП з мінімальною дисперсією.) Але як оцінити параметри (1, (2,…, (k  для k незалежних пуассонівських розподілів на основі відповідних спостережень Х1, Х2,…, Хk, якщо ми хочемо, щоб величина
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була мінімальною? Чи існує оцінка краща, ніж 
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? Х. Роббінс першим вказав на те, що хоча k пуассонівських розподілів незалежні, все ж можна знайти кращі оцінки, які враховують не тільки “свої” спостереження, а й інші. Якщо k велике, і N(X)  позначає кількість спостережень, рівних Х, то за результатом Роббінса оцінка
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краща, ніж 
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. Суть парадоксу така: спостереження, не пов(язані з оцінюваним параметром, можуть впливати на якість його оцінки.

И) Парадокс байєсівської моделі


Нехай щільність розподілу випадкової величини Х є сумішшю двох додатніх щільностей: fp(x) = pf0(x) + (1-p)f1(x), де 0 ( p (1. Значення параметру p невідоме, і при досить великих n ми сподіваємося оцінимти його з довільною наперед заданою точністю за незалежними спостереженнями Х. Для розв(язання задачі ми хочемо скористатися теоремою Байєса: виберемо число p0, 0 < p0 <1 і припустимо, що апріорна щільність розподілу дорівнює p0f0(x) + (1-p0)f1(x),. Тоді апостеріорна щільність розподілу запишеться у вигляді pnf0(x) + (1-pn)f1(x), де
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Використовуючи елементи вибірки, дійсно можна знайти значення параметру з наперед заданою точністю, якщо з імовірністю 1


[image: image198.wmf]p

p

p

p

n

n

n

-

=

-

¥

®

1

1

lim

.

Але ця рівність не завжди виконується. Наприклад, якщо математичне сподівання величини 
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 дорівнює нулю, то за теоремою Чжуна-Фукса


[image: image200.wmf]¥

=

-

¥

®

n

n

n

p

p

1

sup

lim

, і 
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значить, 
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 в цьому випадку навіть не існує. Парадоксу не буде, якщо замість (p0, 1 – p0) взяти апріорний розподіл, який має щільність імовірності, додатну на всьому інтервалі (0, 1). Така модель краща, бо істинна щільність fp(x) враховується з додатною імовірністю.

І) Парадокс довірчих інтервалів


Нехай Х1,…, Хn – нормально розподілені випадкові величини зі спільним математичним сподіванням m і одиничною дисперсією, і Sn = X1 + … +Xn. Ймовірність того, що для довільного фіксованого n
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приблизно дорівнює 95%. В той же час ймовірність того, що ці нерівності виконані для всіх n, дорівнює 0. Остання ймовірність залишається нульовою, навіть якщо 2 замінити на наскільки завгодно велике число.

Ї) Парадокс перевірки незалежності; чи є ефективні ліки ефективними?


Нижче наведені три таблиці, в яких показано дію деяких ліків тільки на чоловіків, тільки на жінок, і, нарещті, на хворих обох статей.

Чоловіки


Приймали ліки
Не приймали ліки

Одужали
700
80

Не одужали
800
130

Жінки


Приймали ліки
Не приймали ліки

Одужали
150
400

Не одужали
70
280

Об(єднані результати


Приймали ліки
Не приймали ліки

Одужали
850
480

Не одужали
870
410

З таблиць видно, що після прийому ліків доля тих, хто одужав, більша як серед чололвіків, так і серед жінок. З іншого боку, як це не дивно, з таблиці з об(єднаними результатами випливає, що доля тих, хто одужав, більша серед людей, які ліки не приймали. Значить, ліки, які показали свою ефективність як серед чоловіків, так і серед жінок, дали негативний результат для змішаної групи чоловіків і жінок. Аналогічно, нові ліки можуть виявитися ефективними в кожній з десяти клінік, але об(єднання результатів вкаже на те, що ці ліки або не приносять користі, або шкідливі.
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