2. Оцінки

Нехай x1, ..., xn ( вибірка , тобто n незалежних випробувань випадкової величини X , що має функцію розподілу F(x / a), яка залежить від параметра a, значення якого невідомо. Потрібно оцінити значення параметра  a.

Оцінкою  ( = ((x1, ..., xn) називається функція спостережень, яка використовується для наближеного визначення невідомого параметра. Значення  ( оцінки є випадковою величиною, оскільки (x1, ..., xn) ( випадкова величина (багатовимірна).

2.1 Властивості оцінок

1. Оцінка  (= ((x1, ..., xn) називається спроможною, якщо при n ( (   ( ( a за імовірністю при будь-якому значенні  a.

2. Оцінка  ( = ((x1, ..., xn) називається незсуненою, якщо при будь-якому a такому, що  M( = M((x1, ..., xn) = a.

Спроможність є  обов'язковою властивістю  оцінок, що використовуються. Властивість незсуненості  є бажаною; багато з оцінок, які використовуються на практиці цієї властивості  не мають.

3. Оцінка (* називається оптимальною, якщо для неї середній квадрат помилки 

M((- a)2= M[(*(x1, ..., xn) - a]2= min M[((x1, ..., xn) - a]2 
мінімальний серед всіх оцінок {(}; тут критерієм якості оцінки прийнятий квадрат помилки (( - a)2. У більш загальній ситуації, якщо критерієм якості покладено деяку величину L((, a), що носить назву функції втрат (чи функції штрафу),  то оптимальною оцінкою є та, для якої величина ML((, a) є мінімальною, де  останній вираз  є функцією  невідомого a і називається функцією умовного ризику. Ясно, що оптимальної оцінки може не існувати (тому що характеристикою є функція, а не число).

Приклад 1.2. 

Нехай на заводі є велика партія з N (тисячі) транзисторів, які використовуються для складання деякого приладу. Вихідні параметри приладу (наприклад, надійність, рівень шуму, імовірність виходу з режиму і т.д.) залежать від зворотніх струмів транзисторів; зворотній струм у різних екземплярів різний, і тому можна вважати його випадковою величиною, при цьому, як відомо технологам, розподіленою рівномірно в діапазоні від 0 до Imax,  де Imax  - поріг відбраковування, який встановлено  на заводі - виготовлювачі транзисторів. Отже, вихідні параметри приладу визначаються величиною Imax. Припустимо, що за якимись причинами значення Imax виробнику приладів невідомо. Ясно, що в цьому  випадку з партії потрібно випадковим чином витягти n (порівняно небагато: десятки) транзисторів, вимірити їхній струм, і по вимірах оцінити Imax (невідомий параметр а). Таким чином, виникає статистична задача: за спостереженнями x1, ..., xn над випадковою величиною (, розподіленої рівномірно на відрізку [0, a], оцінити невідомий параметр a.

Порівняємо три способи оцінювання (три оцінки): оцінку, отриману методом моментів,
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оцінку, отриману методом максимальної правдоподібності (після виправлення зсуненості),
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і оцінку, отриману методом порядкових статистик,

(3 = 2 
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0.5  = x(k) + x(k+1),                                         (2.3)

де   
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   (   вибіркова квантіль порядку 0.5, тобто вибіркова медіана; x(k)  (  член варіаційного ряду з номером k; тут зроблено припущення  n = 2k. Точність цих оцінок можна порівняти теоретично й експериментально (статистично).

Зауваження. Точність, однак, не є єдиним критерієм якості оцінок. Дуже важливо, наприклад, властивість стійкості оцінки до зміни закону  розподілу до засмічення; у цьому змісті, як виявляється,  (3 ( найбільш гарна, а (2 ( найменш; дійсно, нехай, наприклад, у нашу вибірку випадково потрапило спостереження, що різко перевершує всі інші (у випадку з партією тріодів, якщо потрапив тріод, що не пройшов відбраковування); значення оцінки (2 різко зміниться, значення (3 майже не зміниться.


2.2. Теоретичне порівняння оцінок

 Усі три оцінки незсунені, що можна перевірити методами теорії  імовірностей. Обчислимо  дисперсії оцінок : 
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D(2 = D(
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D(3 = D(x(k) + x(k+1)) (
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Звідси випливає, що (2 ( найбільш точна оцінка, а (3 ( найменш.

Пояснимо наведені формули для дисперсій .                                                             

Перша :
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Друга. Визначимо функцію розподілу статистики  max xi  : 

F(z) ( P{ max xi < z} = P{x1 < z, ..., xn < z} =  
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щільність розподілу 
p(z)  = F((z) =  
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M( 2 = M( 
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D(2 = M(22 ( (M(2)2=  
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Третя. Використовуємо теорему Крамера, відповідно до якої вибіркова p - квантиль має дисперсію, рівну приблизно 
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  , де xp (  p-квантиль,  f(x) - щільність розподілу спостережень вибірки. У нашому випадку (при n = 2k) статистика   0.5 (x(k) +x (k+1) ) ( m є вибірковою медіаною (p = 0.5) , f(x0.5) = 1/a , (3 = 2m, і тому

D(3=Dm = 
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2.3. Статистичне порівняння оцінок

Далеко не завжди вдається аналітично обчислити дисперсію оцінки. Як  експериментально визначити, яку з оцінок використовувати? По одній вибірці не можна судити про розкид значень оцінки, оскільки значення усього одне; необхідно мати декілька вибірок, наприклад, k = 20, (чи хоча б 5 ( 10), оцінити розкид значень для кожної оцінки і віддати перевагу тій оцінці (той спосіб оцінювання), для якої розкид менше. Якщо ж вибірка усього одна, то випливає (якщо  n досить велике) розбити її випадковим чином на декілька вибірок, і по них порівнювати якість оцінок. 

Сформуємо k =20 вибірок з розподілу R[0, a=10] обсягу n для різних n=10, 40, 160 і визначимо розкид оцінок. Характеристиками розкиду значень а1,...,аk оцінки ( будемо вважати розмах  w = max ai -  min ai і середньоквадратичне відхилення (скВ) 
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Як приклад у табл.1 і на мал.1 наведено результати порівняння трьох оцінок.

Таблиця 1. Розкид значень оцінок.

	
	
	(1
	(2
	(3

	
	amin
	7.98
	9.21
	6.04

	n = 10
	amax
	13.80
	10.98
	15.69

	
	w
	5.82
	1.77
	9.65

	
	Sa
	1.51
	0.53
	2.35

	
	amin
	8.59
	9.77
	7.02

	n = 40
	amax
	11.35
	10.24
	12.89

	
	w
	2.76
	0.47
	5.86

	
	Sa
	0.84
	0.14
	1.56

	
	amin
	9.12
	9.85
	8.67

	n = 160
	amax
	11.26
	10.06
	12.24

	
	w
	2.14
	0.21
	3.57

	
	sa
	0.50
	0.05
	0.94


Порівняння значень розмахів w і ско Sа для 3 оцінок показує, що оцінка (2(х1, ... , хn) є найбільш точною, а оцінка (3(х1, ... , хn) - найменш.

Наведені результати експериментального порівняння 3 способів обробки спостережень показують наступне.

1. Значення оцінок концентруються в околиці оцінюваного параметра (прояв властивості незсуненості оцінок).

2. З ростом числа спостережень точність (величина розкиду) оцінок поліпшується (прояв властивості спроможності).

3. Різні оцінки розрізняються по величині середньої помилки, звідки ясно, що різні способи обробки спостережень потрібно порівнювати по величині середнього значення деякого критерію якості, наприклад, середнього значення квадрату помилки. 

2.4.  Завдання для самостійної роботи
Порівняти статистично на вибірках обсягу n=10 дві оцінки: оцінку максимальної правдоподібності і медіанну оцінку

1)  середнього нормального розподілу; 

2)  параметра експоненційного розподілу.

Звіт по роботі  повинен містити:

1) постановку задачі оцінювання, аналіз оцінок, вирази для їхніх дисперсій (якщо  їх неважко одержати);

2) результати експериментів:

- роздруківки 3-5 вибірок, роздруківку значень оцінок на всіх k = 20 вибірках для обсягу n = 10,

- графічне представлення результатів порівняння оцінок на усіх вибірках, таблицю розкиду значень оцінок, 

- графічну залежність Sа від обсягу n для різних оцінок.
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