4. Методи побудови оцінок

4.1. Метод моментів

Нехай x1, ..., xn - n незалежних спостережень над випадковою величиною ( з функцією розподілу  F (x/a), що залежить від параметра a ( (a1, ..., a), n(R; значення параметра потрібно оцінити за спостереженнями. 

Нехай mk = M(k - момент порядку k. Моменти є функціями параметра a: mk= fk(a1, ..., a). Нехай існують перші R моментів m1, ..., m. Якби моменти були відомі, можна було б скласти систему рівнянь для визначення параметрів по моментах:

m1 = f1(a1,...,aR), 

.  .  .                                                                  

 m = f(a1,...,a );

нехай ця система розв'язана відносно a:

a1 = g1(m1,...,mR), 

                         .  .  .                                                         (4.1)

 aR = gR(m1,...,mR ).

коли розв’язується  задача оцінювання, то значення моментів невідомі, однак, для моментів є  незміщені і спроможні оцінки 



 ,    k =1,...,R.

Шляхом підстановки їх у  (4.1) замість mk, одержимо деякі оцінки 

 для aj:



(x1 ,... xn) = g1 (

1 ,..., 

R ),

                                                  .  .  .          



( x1 ,... xn) = gR (

1 ,..., 

R ),

які називають  оцінками методу моментів.

Ці оцінки, взагалі кажучи, не є незсуненими та їх надалі треба виправити. Справедливі наступні властивості.

1. Якщо функції gj ((), j = 1 ,..., R, неперервні, то оцінки спроможні.

2. Якщо функції gj(() мають похідні, а розподіл при будь-якому a має 2R моментів, то оцінки 

 асимптотично нормальні:



 ( N (aj, 

.

Зауваження.

1. У рівностях (4.1) замість перших моментів можна взяти будь-які R моментів так, щоб система мала  розв'язок.

2. Оцінки методу моментів не завжди мають гарні характеристики. Однак, часто вони досить прості в обчислювальному відношенні.

4.2. Метод найбільшої правдоподібності

Визначення. Нехай  є деяка сукупність x ( (x1 ,..., xn) спостережень. Розглянемо імовірність (чи щільність) p(x/a) одержати це x при різних               a ( (a1 ,..., a). У  якості оцінки візьмемо те значення а, для якого імовірність p(x/a) максимальна; такий спосіб оцінювання називається методом найбільшої (максимальної) правдоподібності.

Функція p(x/a), що розуміється як функція від а, називається функцією правдоподібності. Значення а(, при якій досягається максимум функції правдоподібності, називається оцінкою найбільшої (максимального) правдоподібності:

p(x/a() = 

 p (x/a).                                                     (4.2)
Помітимо, що а( є функція спостережень х: а( = а( (х). При звичайних умовах регулярності максимум знаходиться із системи рівнянь



 i = 1, ..., R.                                           (4.3)

Приклад 4.1. Нехай х ( (х1, ..., xn) - незалежні спостереження над випадковою величиною, нормально розподіленої з параметрами b і (2 (роль двовимірного параметра а у визначенні грає пари b і (2 ). Щільність розподілу вибірки дорівнює

p(x/ b, ( 2) ( p(x1, ..., xn /b, ( 2) = 



 EMBED Equation.2  
. 
(4.4)

Оскільки значення х1 ,..., xn  відомі, величина p(x1, ..., xn/b,(2) є функцією від b і (2. Розглянемо систему: 




Розв’язок  цієї системи, тобто оцінки найбільшої правдоподібності:
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4.3. Властивості оцінок найбільшої правдоподібності.

Нехай ( - випадкова величина з законом розподілу q(( /a), x((x1,..xn)- n  незалежних спостережень,  p(x1, ..., xn /a) = 

 - розподіл вибірки.

При деяких досить широких умовах оцінки найбільшої правдоподібності мають гарні властивості, а саме, вони спроможні, асимптотично ефективні й асимптотично нормальні з параметрами (для одномірного випадку)

Mа( = а,  Dа( ={n

 }-1
Умови такі: а) незалежність безлічі X = (x: q(x/a) = 0( від а; б) існування похідних 

 і 

; в) існування 

. Доказ можна знайти, наприклад, у (2(.

Метод порядкових статистик
Нехай x1, ..., xn - n незалежних спостережень над випадковою  величиною (  з функцією розподілу, що залежить від параметра a, значення якого потрібно оцінити;     x(1)( x(2)(  ... ( x(n) - варіаційний ряд (спостереження, упорядковані в порядку зростання),  x(k) - порядкова статистика з номером k.

Квантиль xр обраного рівня  р (наприклад, р = 0.5,   x0.5 -медіана) є функцією параметра а:

xр = f(a),

виразимо а через xр
а = g(xр)

і замість xр підставимо вибірковий квантиль  

= x([np]+1), що є порядкова статистика  з номером [np] +1; одержимо оцінку 



 = g(x([np]+1))

Відомі наступні властивості.

Якщо функція g  неперервна, то оцінка 

 спроможна. Якщо розподіл спостережень неперервний з щільністю  q(x) , то 

 асимптотично нормальна з параметрами

M

 = xр,      D

 = 


Зрозуміло, що в такий же спосіб можна побудувати оцінки і для багатовимірного параметру. Основна і дуже важлива перевага оцінок, заснованих на порядкових статистиках, -  це їхня стійкість до засмічення спостережень.
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