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PO ДІ Iе  1. 
 

1.1. р p клаaс к cкcеe у  лe p y нaяяї еa ıx у aеe у aекоякx у o с e аe �. 
 

Πp o лмeьч Юep yо aР Р у p eaмсР чьч cчcдeьaьч y о iЮ и о чгЮo хo  Р ayЮo о o -
дexР iОР o хo  p o юо чдЮy Р aлyо aж дс юР aОР y о aцмчо icдс i aЮдyaмсР icдс. B  псo ьy 
Р aєp уьЮy о чЮмчЮaй юР aОР чї iР дep ec Юep yо aР Р у cчcдeьaьч ю єoючпiї 
o єдчьiюaпiı єeо Р чx xap aЮдep чcдчЮ cчcдeьч, Р aєp чЮмaг, ьaЮcчьiюaпiı 
гaмсР o cдi єo мсo дy мiдaмсР o хo  aєap aдy, ьaЮcчьiюaпiı єp члyдЮy 
єiгєp чйьcдо a, ьiР iьiюaпiı eР ep хiı aлo  о чдp aд, Р eo лxiгР чx гму гocухР eР Р у 
єeо Р o хo  пiмсo о o хo  cдaР y, ьiР iьiюaпiı о iгxчмeР Р у дp aйЮдo p iı p yxy cчcдeьч 
о iг юaгaР o ı дa iР . M oцР a Р aо ecдч ф e лaхaдo  єoгiлР чx юaгaО. ДР axoгцeР Р у дa 
гocмiгцeР Р у  Юep yо aР Р у, юa гo єo ьo хo ж  уЮo хo  ьoцe лyдч гocухР yдa юaгaР a 
пiмс и муxo ь  o єдчьiюaпiı єeо Р o хo  Юp чдep iж , cЮмaгaй Н yР гaьeР дaмсР y 
o cР o о y дeo p iı Юep yо aР Р у. 

І му єocдaР o о Юч юaгaО o єдчьaмсР o хo  Юep yо aР Р у Р eo лxiгР o , о  єep и y 
Оep хy, о чюР aОчдч пiмсo о y Н yР Юпiж  o єдчьiюaпiїР o хo  єp o пecy. Д пiйж  ьeдo ж  
єo дp iлР o  юp oлчдч о iгєo о iгР e Н o p ьyмж о aР Р у юaгaОi y Н iючОР iї Н o p ьi i 
югiїcР чдч єep eЮмaг псo хo  Н iючОР o хo  o єчcy Р a Н o p ьaмсР y ьo о y 
ьaдeьaдчОР чx cєiо о iгР o и eР с. І му югiїcР eР Р у eН eЮдчо Р o хo  Юep yо aР Р у 
єp o пeco ь  Р eo лxiгР o  юР aдч єo дo ОР чї cдaР  cчcдeьч, oxap aЮдep чюyо aдч 
єp o пec юa гo єo ьo хo ж  aгeЮо aдР o ı ьaдeьaдчОР o ı ьoгeмi, юaмeцР o ı о iг гiı 
p iюР o ьaР iдР чx  юo о Р iи Р ix Н aЮдo p iо . Дa yьo о ч о iгo ьo ı Н yР Юпiı пiмi, cдaР y i 
єap aьeдp iо  cчcдeьч ьoцР a cдaо чдч юaгaОy юР axoгцeР Р у Р aїЮp aф o хo  
Юep yо aР Р у, уЮe o єдчьiюyй пiмсo о y Н yР Юпiж .  

І му iмжcдp aпiı єocдaР o о oЮ юaгaО дeo p iı Юep yо aР Р у Р aо eгeьo  Р aїлiмси  
єp o cдi дa Р ao ОР i єp чЮмaгч. 

Π puла a А 1.1.[5]. PoюхмуР eьo  p yx y ємo ф чР i ьaудР чЮa, єiго iи aР o хo  гo  
дo ОЮч o єo p ч юa гo єo ьo хo ж  цo pcдЮo хo  Р eо aхo ьo хo  cдepцР у. Piо Р уР Р у p yxy 
ьaудР чЮa, єicму єeо Р чx єep eдо o p eР с, ьoцР a єp чо ecдч гo  о чхмугy: 

 
)t(uxsinxx =++ &&& β  ,                                            (1.1) 

 
гe )t(xx =  - Юyд о iгxчмeР Р у ьaудР чЮa,  )t(x&  - и о чгЮicдс ьaудР чЮa,  β - 
єap aьeдp , u(t) - Юep yж Очї ьo ьeР д, о члo p o ь  уЮo хo  ьoцР a о ємчо aдч Р a p yx 
ьaудР чЮa. 
 ΠoюР aОчьo  ).t(x)t(x),t(x)t(x 21 &==  To гi p iо Р уР Р у (1.1) ьoцР a 
єep eєчcaдч y Н o p ьi eЮо iо aмeР дР o ı cчcдeьч го ox p iо Р уР с єep и o хo  єo p угЮy 
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H exaї y єo ОaдЮo о чї ьo ьeР д Оacy t0 ьaудР чЮ о iгxчмeР o  Р a єeо Р чї Юyд 
i ю єeо Р o ж  єo ОaдЮo о o ж  и о чгЮicдж , дo лдo  
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Сyгeьo  о о aцaдч дaЮoц, ф o  Р a Юep yж Очї єap aьeдp  Р aЮмaгeР i 

o льeцeР Р у 
10

** ttt,0constu,u)t(u ≤≤>=≤  .                              (1.4) 
 

Maж Оч ьaдeьaдчОР чї o єчc, ьoцeьo  єocдaо чдч юaгaОy o єдчьaмсР o хo  
Юep yо aР Р у, Р aєp чЮмaг: юyєчР чдч ьaудР чЮ y дo Опi cдiїЮoı p iо Р o о aхч юa 
ьiР iьaмсР чї Оac, дo лдo  ьiР iьiюyо aдч Н yР Юпio Р aм 
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Π puла a А 1.2.[4]. H exaї ьaдeьaдчОР a дo ОЮa A ьacч m p yxaйдсcу 

о югo о ц єp уьoı. H a Р eı гiй cчмa u. Πo мoцeР Р у дo ОЮч A xap aЮдep чюyйдсcу 
Юo o p гчР aдo ж : x=x(t). 

H exaї дaЮoц о чЮo Р aР i yьo о ч:  
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dx,x)t(x
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)0u(,uu >≤ .                                           (1.8) 
 

C дaо чдсcу юaгaОa: о чюР aОчдч cчмy u=u0(t), єiг гiйж  уЮoı дo ОЮa A 
p yxaйдсcу дaЮ, ф o  iю юaгaР o хo  cдaР y (1.7) єep eьicдчдсcу о  iР и чї юaгaР чї 
cдaР  Р a ьo ьeР д t=t1: 
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юa ьiР iьaмсР o  ьoцмчо чї Оac:  
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І му p o юо –уюЮy юaгaОi дp eлa юaєчcaдч p iо Р уР Р у p yxy дo ОЮч A. ДхiгР o  ю 
гp yхчь  юaЮo Р o ь  H сж дo Р a пe p iо Р уР Р у ьoцР a єp eгcдaо чдч y о чхмугi: 

 

u
dt

xdm 2

2

= .                                                   (1.10) 

To ОЮy A, p yx уЮoı юьiР ж йдсcу юa p axyР oЮ юo о Р iи Р сoı cчмч u, 
p o юхмугaйьo  уЮ єp чЮмaг Юep o о aР o ı cчcдeьч. 

B eмчОчР y u Р aючо aж дс Юep yж Очь  о ємчо o ь , Н yР Юпiйж  Юep yо aР Р у aлo  
єp o cдo  Юep yо aР Р уь . 

Πocдaо мeР a юaгaОa Р aючо aйдсcу юaгaОeж  и о чгЮoгiı.  
Πp ч p o юо –уюyо aР Р i дaЮчx юaгaО о чЮo p чcдo о yж дс дaЮ юо aР i Н aюo о i 

Юo o p гчР aдч дa Н aюo о чї єp o cдip . 
Tyд Н aюo о чьч Юo o p гчР aдaьч й го i юьiР Р i  x1(t) i x2(t), юо –уюaР i iю 

юьiР Р o ж  x(t) p iо Р o cдуьч: 

dt
dxx),t(xx 21 == . 

To гi p iо Р уР Р у (1.10) ьoцР a юaєчcaдч y о чхмугi го ox p iо Р уР с єep и o хo  
єo p угЮy: 
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a хp aР чОР i yьo о ч (1.7), (1.9) y о чхмугi: 
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To ОЮy A1 ю Юo o p гчР aдaьч (x1(t),x2(t)) Р a ємo ф чР i X 10X 2 Р aючо aж дс 

Н aюo о o ж  дo ОЮo ж  cчcдeьч. Πмo ф чР y (Pчc. 1.1) Р aючо aж дс Н aюo о o ж  
ємo ф чР o ж , aлo , о юaхaмi ЮaцyОч, - Н aюo о чь  єp o cдo p o ь , eмeьeР дaьч уЮo хo  й 
о eЮдo p ч Н aюo о чx Юo o p гчР aд. 

 
                                   x2 
 
 
 
 
 
                                                                                           x1 
 
                                               Pчc. 1.1. 

A1(x1,x2) 
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Iю юьiР o ж  Оacy t дo ОЮa юьiР ж й cо o й єo мoцeР Р у i yдо o p ж й Н aюo о y 
дp aйЮдo p iж  cчcдeьч. 

To гi єocдaо мeР y юaгaОy ьoцР a cН o p ьyмж о aдч дaЮ: юР aїдч дaЮe 
Юep yо aР Р у u ю гo єycдчьoı o лмacдi (1.8) юa гo єo ьo хo ж  уЮo хo  cчcдeьa (1.11) 
iю o гР iйı юaгaР o ı дo ОЮч Н aюo о o хo  єp o cдo p y ( 0,x0

1 ) єep exoгчдс о  iР и y юaгaР y 
дo ОЮy ( 0,x1

1 ) юa ьiР iьaмсР чї Оac. 
B  псo ьy єp чЮмaгi Н aюo о чї єp o cдip  й ємo ф чР o ж . B  iР и чx о чєaгЮax 

їo хo  p o юьip Р icдс ьoцe лyдч лiмси o ж . 
 

Π puла a А 1.3. H exaї p yx o л–йЮдy o єчcyйдсcу cчcдeьo ж  p iо Р уР с 
 

u
dt

dx

x
dt

dx

2

2
1

=

=
.                                                       (1.13) 

 
M oгeмс (1.13) ьoцР a iР дep єp eдyо aдч уЮ ьaдeьaдчОР y ьoгeмс єo мсo дy 

мiдaж Оo хo  o л–йЮдy (Р aєp чЮмaг, p aЮeдo Р o ciу) cдaмoı єo дyцР o cдi.  
B iгo ьo : 
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Πo ОaдЮo о чї дa ЮiР пeо чї ьo ьeР дч Оacy � о iгo ьi. 
Πp чcЮo p eР Р у духo о o ı cчмч o льeцeР e: 
 

.uu ≤                                                 (1.15) 
 

C дaо чдсcу юaгaОa: юР aїдч Юep yо aР Р у u0(t) Р a о iгp iюЮy [t0,t1], уЮe 
єep eо o гчдс cчcдeьy ю дo ОЮч ( 0

1x , 0
2x ) y дo ОЮy ( 1

1x , 1
2x ) юa Н iЮco о aР чї Оac 

01 t-tT =  i юaлeюєeОyй ьiР iьaмсР i о чдp aдч єaмсР o хo : 
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t

t
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1

0

→= ∫ .  

 
TaЮe Юep yо aР Р у Р aючо aйдсcу o єдчьaмсР чь  Юep yо aР Р уь . 
 
Π puла a А 1.4. H aо eгeьo  o гР y iю юaгaО o єдчьaмсР o хo  p o юєoгiмy 

p ecypciо  о  гчР aьiОР чx cчcдeьax, Р a єp чЮмaгi ьoгeмi лo ж  го ox cдo p iР . 
І чР aьiЮy лo ж  ьoцР a юaєчcaдч дaЮo ж  cчcдeьo ж  p iо Р уР с [4]: 
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tvax
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гe x1(t) � ЮiмсЮicдс лoїo о чx o гчР чпс ю лoЮy A, ф o  юaмчи чмчcс лo йюгaдР чьч 
Р a ьo ьeР д Оacy ],[ 10 ttt ∈ ,  
x2(t)- ЮiмсЮicдс лoїo о чx o гчР чпс, ф o  юaмчи чмчcс лo йюгaдР чьч Р a ьo ьeР д 
Оacy  t  гму  cдo p o Р ч B ;  
u(t), v(t)- дeьєч Р aгxoгцeР Р у лoїo о чx o гчР чпс p eюep о y гму cдo p iР  A i B  
о iгєo о iгР o  о  ьo ьeР д Оacy t; 
a , b - cep eгР i eН eЮдчо Р o cдi и о чгЮocдi cдp iмслч лoїo о чx o гчР чпс cдo p iР  A i 
B  о iгєo о iгР o ; 
T =t1 �t0  � юaгaР чї Оac лo ж . 

H exaї о iгo ьi:  
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 a дaЮoц о eмчОчР a v(t). 
ДaгaОa o єдчьaмсР o хo  Юep yо aР Р у лo йь: юР aїдч Юep yо aР Р у u0(t) юa 

o льeцeР Р с: 

∫ ≤≤≤
1

0

t

t
udt)t(u,u)t(u0 , 

дaЮe, ф o л гocухaо cу eЮcдp eьyь  Н yР Юпio Р aмy Q(u(t)).  
Tyд u,u - юaгaР i о eмчОчР ч. 
B  уЮocдi Н yР Юпio Р aмy ьoцe лyдч о члp aР a єeо Р a ьeдa лo ж , 

Р aєp чЮмaг: 
 

Q=x2(t1)
u

min→  - Р a ЮiР eпс лo ж  cдo p o Р a B  ьaй ьeР и e лoїo о чx o гчР чпс; 

 
Q=x1(t1)

u
max→  - ьeдa cдo p o Р ч A: ьaЮcчьaмсР e юлep eцeР Р у cо o ıx лoїo о чx 

o гчР чпс Р a ЮiР eпс лo ж ; 
 
Q= x1(t1)-x2(t1) 

u
max→  - ьeдa cдo p o Р ч A: Р a ЮiР eпс лo ж  p iюР чпу о  ЮiмсЮocдi 

лoїo о чx o гчР чпс - Р a Юo p чcдс cдo p o Р ч  A;  
 

Q= ∫
1
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)(2

t

t

dttx
u

min→ - ьeдa cдo p o Р ч A: ф o л єp o духo ь  ycсo хo  єp o ьiцЮy о eгeР Р у 

лo ж  юaмчи aмocу уЮo ьo хa ьeР и e лo йюгaдР чx o гчР чпс cдo p o Р ч B . 
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Π puла a А 1.5.  C чcдeьч ю о чєaгЮo о чьч юлyp eР Р уьч  
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Tyд )(tξ - о чєaгЮo о чї єp o пec, ]t,t[t,constk)t(u 10∈=≤ .  
 

 Meдa Юep o о aР o ı cчcдeьч (1.16) - о iгдо o p чдч p yx Р eЮep o о aР o ı cчcдeьч 
(1.17). O cЮiмсЮч x2(t) - о чєaгЮo о чї єp o пec, дo  1Q - о чєaгЮo о a о eмчОчР a. To гi 
Юp чдep iї o єдчьaмсР o cдi ьaдчьe о чхмуг: 
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