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P O ДІIв  4 

 
4.2. Д’ язо o м  і iс  cтo cеep eс y’ aюicеи еa м ep o ’ aюicеи 

’  cхcеeі ax м ep y’ aююз. 
 

Hexaм єaцєo  yєo о y лiсЮoє Юep o о aН o cдi:  
 

                     n))t(z,),t(z),t(z(rang n21 =K ,                                  (4.16)  
 

їe                     n,2k,
dt

)t(dz)t(z)t(A)t(z),t(B)t(z 1k
1kk1 =−== −

−        (4.17) 

їсу сiН iмН o ı cчcдeєч  

)t(u)t(B)t(x)t(A
dt
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+= . 

 
пaжчи eєo  дaЮoЦ yєo о y cжocдep eЦyо aН o cдi  їсу сiН iмН o ı cчcдeєч 

 

)t(x)t(A
dy
dx

= : 

 
n))t(G,),t(G),t(G(rang n21 =K , 
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бi їо i yєo о ч жoїiюН i єiЦ co юoз фa Аo p єoз. Aсe icН yц фо ‘уфoЮ  єiЦ 
Н чєч i фa фєicдoє. 
 

T еepж н eя я о 4.1. RЮьo  о чЮo Н yцдБcу yєo о a лiсЮoє Юep o о aН o cдi 
cчcдeєч 

                       )t(u)t(G)t(x)t(A
dt
dx * +−= ,                                        (4.18) 

                                n))t(z,),t(z),t(z(rang n21 =K , 
 

їe         n,2k,
dt

)t(dz)t(z)t(A)t(z),t(G)t(z 1k
1k

*
k1 =−−== −

−   

дo  о чЮo Н yцдБcу yєo о a cжocдep eЦyо aН o cдi cчcдeєч  

)t(x)t(A
dt
dx

=  

ф о чxo їoє   
)t(x)t(G)t(y *=  
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- yєo о ч (4.4) - (4.6). 

гeф їo о eїeН Н у. 
 
TaЮчє ОчН o є, лe до ep їЦeН Н у їoфо o суц фо o їчдч їo cсiїЦeН Н у фaїaО 

cжocдep eЦyо aН o cдi сiН iмН чx cчcдeє їo  їo cсiїЦeН Н у фaїaО Юep o о aН o cдi 
cжp уЦeН чx cчcдeє о чРсуїy (4.18). бe їaц єoЦсчо icдБ о чЮo p чcдo о yо aдч 
p eфyсБдaдч, ьo  cдo cyздБcу Юep o о aН o cдi, жp ч p o фо ‘уфyо aН Н i фaїaО 
cжocдep eЦyо aН o cдi. 

 
P o фРсуН eєo  о чжaїoЮ, Юoсч  A, G Н e фaсeЦaдБ о iї t i жep eН eceєo  

p eфyсБдaдч ф дeo p iı Юep o о aН o cдi Н a фaїaОy cжocдep eЦyо aН o cдi. 
 

T eopeа a  4.3: ’ су дo Рo  ьo ю icН yо aо  p o фо –уфoЮ фaїaОi 
cжocдep eЦyо aН o cдi cчcдeєч  

Ax
dt
dx

=                                             (4.19) 

 ф о чxo їoє          
  xGy *= ,                                                       (4. 20) 

Н eo юxiїН o  i їo cчдБ, ьo ю  
 

.n)GA,,GA,G(rang 1n** =−K                                        (4.21) 
 

тoеeж eя я о.  ’ o cдaдН icдБ їaц  m eopeа a  4.1. П о Цe їo о eїeН a. 
Heo юxiїН icдБ. ’ o о eїeєo  о iї cyжp oдчо Н o Рo . Hexaм (4.21) Н e 

о чЮo Н yцдБcу, дo юдo  
 

.nr)GA,,GA,G(rangrangS 1n**
n <== −K  

 
Π oЮaЦeєo , ьo  дoїi о  cчcдeєi (4.19), (4.20) о iїcyдН у 

cжocдep eЦyо aН icдБ. O cЮiсБЮч  nSrang n < , дo  єoЦН a фacдo cyо aдч дeo p eєy 
3.4 ф p o фїiсy 3 cдo co о Н o  Юep o о aН o cдi cжp уЦeН o ı cчcдeєч  

 

 GuxA
dt
dx * +−= .                                                      (4.22) 

To юдo  o cЮiсБЮч  nSrang n <   o фН aОaц Н eЮep o о aН icдБ cчcдeєч (4.22), дo   
icН yц єaдp члу T  Н eо чp o їЦeН a, фРiїН o  дeo p eєч 3.4 дaЮa ьo : 
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їe  −×− rrP1 єaдp члу, mrQ),2n)(2n(P),rn(rP 132 ×−−−−−×−  - 
єaдp члi. 
 

To їi, фacдo co о yзОч їo  о eЮдo p a x жep eдо o p eН Н у  η1Tx −=   Юo o p їчН aд 
фaєicдБ (4.19), (4.20) o дp чєaцєo :  
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бe o фН aОaц, ьo  Юoєжo Н eН дч о eЮдo p a о чxo їy ц сiН iмН чєч 

ЮoєюiН aлiуєч Юo o p їчН aд …1,..., … r  їсу aо дo Н o єН o ı жiїcчcдeєч: 

.*
1Qy,P

dt
d

r

1

r

1

r

1
















=
















=

















η

η

η

η

η

η
MMM  

 
To їi o Оeо чїН o , ьo  …r+1(t),и ,…n(t) Н e єoЦН a о чфН aОчдч фa о iїoєчє 

о чxo їoє y(t), уЮi ю yєo о ч єч Н e о о o їчдч їсу Q1 i, p aфoє ф дчє, їсу G.  A  
o cЮiсБЮч Юoєжo Н eН дч о eЮдo p iо  …(t) i x(t) фо –уфaН i о фaцєН o -o їН o фН aОН o з 
фaсeЦН icдз, дo  лe o фН aОaц, ьo  Юoєжo Н eН дч о eЮдo p a x(t)  Н e єoЦyдБ юyдч 
о чфН aОeН i фa о iїoєчє о чxo їoє їсу їaН o ı cчcдeєч.  

Teo p eєa їo о eїeН a. 
 

T eopeа a  4.4. P o фо –уфoЮ фaїaОi cжocдep eЦyо aН o cдi cчcдeєч (4.1), (4.3) 

)t(x)t(A
dt
dx

= ,       )t(xG)t(y *=  

 
фо o їчдБcу їo  фН axoїЦeН Н у Юep yо aН Н у u(t) cжp уЦeН o ı cчcдeєч (4.18), фa 
їoжoєo Рo з уЮo Рo  cчcдeєa (4.18) жep exoїчдБ ф o їН iцı фaїaН o ı дo ОЮч о  iН и y 
фaїaН y дo ОЮy Аaфo о o Рo  жp o cдo p y. 
 

тoеeж eя я о. Π p чжycдчєo , ьo  cчcдeєa (4.1) i єaдp члу G iф (4.3) 
фaїo о o сБН уздБ yєo о aє m eopeа u 4.2. To їi Юoєжo Н eН дч о eЮдo p a cдaН y x(t) 
єoЦН a фН aмдч фa Аo p єyсoз (4.14), їe  ),t(v j ξ   - p o фо –уфoЮ (4.13) жp ч 

n,1j = . 
’ o о eїeєo , ьo  p o фо –уфoЮ iН дeРp aсБН чx p iо Н уН Б (4.13) о чфН aОaц дaЮчм 

о eЮдo p  u(t) - Юep yо aН Н у cчcдeєч (4.18), фa їoжoєo Рo з уЮo Рo  лу cчcдeєa 
жep exoїчдБ iф дo ОЮч x=0  о  єoєeН д t-τ  о  дo ОЮy jex =  о  єoєeН д Оacy  t . 
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Π o фН aОчєo  ),t(X ξ  -  Н o p єo о aН a єaдp члу АyН їaєeН дaсБН o ı cчcдeєч 

p o фо –уфЮiо  p iо Н уН Н у (4.1).  To їi о iїoєo , ьo    ),t(X 1* ξ−   юyїe Н o p єo о aН o з 
АyН їaєeН дaсБН o з єaдp члeз cжp уЦeН o Рo  їo  (4.1) p iо Н уН Н у. 
 

TaЮoЦ cжp aо eїсчо o   
),t(X)t,(X 1** ξξ −= .                                          (4.23) 

 
’ iмcН o   ).(X)t(X(t))X)(X(t),(X *1**-1* ξξξ ⋅=⋅= −  
 

C жp aо a о  (4.23) єaцєo  дaЮчм caєчм о чp aф: 
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To їi p iо Н уН Н у (4.13) жp чмєyдБ о чРсуї : 

 

.n,1j  ,ed),t(v)(G),t(X jj

t

t
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− ξξξξ
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                       (4.24) 

 
i cжiо жaїaздБ ф p iо Н уН Н ує    
 

.x)t,t(Xxd)(u),t(W 0
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1
t

t
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−=∫ ξξξ  

(їчо чcБ  p o фїiс 3, m eopeа a  3.1,  Аo p єyсa (3.4)). 
бe p iо Н уН Н у о iїН o cН o  Юep yо aН Н у u(t) їсу cчcдeєч (4.18) ф Юp aмo о чєч 

yєo о aєч: .e)t(xx   ,0)t(xx j
10 ===−= τ  

Teo p eєa їo о eїeН a. 
 

у a yеa н eя я о 4.4. RЮ жp aо чсo , фaїaОi cжocдep eЦyо aН o cдi о чН чЮaздБ о  
cчcдeєax Юep yо aН Н у, дoєy о o Н ч p o фо –уфyздБcу жap aсeсБН o  iф фaїaОeз 
Юep yо aН Н у p yxo є cчcдeєч. 

М o їo  сiН iмН чx cчcдeє лe o фН aОaц, ьo  фaїaОa cжocдep eЦyо aН o cдi 
о чН чЮaц Н e їсу  p iо Н уН Н у 

                                                     ),t(x)t(A
dt
dx

=  

 a їсу p iо Н уН Н у    

  )t(u)t(B)t(x)t(A
dt
dx

+= ,                                           (4.25) 

їe u(t) � m1-о чєip Н чм о eЮдo p  Юep yо aН Н у. Π p ч лБoєy о eЮдo p  о чxo їy  
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 )t(x)t(G)t(y *=                                                       (4.26) 

 
єaц p o фєip Н icдБ m. 

Π oЮaЦeєo , ьo  фaїaОy cжocдep eЦyо aН o cдi їсу cчcдeєч (4.25), (4.26) 
єoЦН a фо ecдч їo  фaїaОi cжocдep eЦyо aН o cдi (4.1),(4.3): 
 

)t(x)t(A
dt
dx

= , )t(x)t(G)t(y *= . 

 
тoеeж eя я о. пaжчи eєo  p o фо –уфoЮ (4.25) їсу  constt =>τ  y Аo p єi  

р o и i:  

∫+= −
τ

ξξξξτττ
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1 d)(u)(B),(X)t(x),t(X)(x . 

 
(дyд о p axo о aН o , ьo  )t,(X),t(X 1 ττ =− .  

’ iмcН o :  
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Π ep eжчи eєo  p o фо –уфoЮ cчcдeєч (4.25) y о чРсуїi:  
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M aцєo  
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)t(x),t(X)(G)(x)(G)(y
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               (4.27) 

 
Π o фН aОчєo : )t(x),t(X)(x~ 1 ττ −= . 
пayо aЦчєo , ьo  їсу фН axoїЦeН Н у о eЮдo p a x(t) їo cчдБ фН aмдч о eЮдo p  

)(x~ τ  фa о iїoєчє  )(y τ , aюo  фa о eЮдo p o є )(x~)(G)(y~ * τττ = . 
 
Iф (4.27) фН aмїeєo   лeм )(y~ τ : 

ξξξ
τ

ξτττττ d)(u)(B
t

),(X)(G)(x~)(G)(y ** ∫−=  



 
р p aЮ В .B ., е eо o и чО O .е . Teo p iу Юep yо aН Н у. 

 

по iїcч                             ξξξ
τ

ξττττ d)(u)(B
t

),(X)(G)(y)(y~ * ∫+= . 

 
O cЮiсБЮч  )(x~ τ  фaїo о o сБН уц p iо Н уН Н з: 

   )(x~)(A
d

x~d
ττ

τ
= ,                                           (4.28) 

 
дo  жo ОaдЮo о a фaїaОa cжocдep eЦyо aН o cдi cдaН y Н eo їН o p iїН o ı Юep o о aН o ı 
cчcдeєч (4.25 ) фо eїeН a їo  фaїaОi cжocдep eЦyо aН o cдi o їН o p iїН o ı cчcдeєч  
(4.28) фa о iїoєчє о чxo їoє )(y~ τ .  
 

у a yеa н eя я о 4.4 їo о eїeН o . 
 

O їН o ОacН o  фayо aЦчєo , ьo  cжp aо eїсчо a Аo p єyсa : 
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              (4.29) 

 
їe  n,1j),,t(v j =ξ ,  уЮ i p aН iи e, - p o фо –уфoЮ iН дeРp aсБН o Рo  p iо Н уН Н у (4.13). 
 
 


