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PO ДІ Iе  5 
 

5.4. о o еeнeя я п  р pц я у ц р y  а aсcц а y а y . 
 

Po глмуР eпo  о чдaйoЮ, Юoмч дp aо чц ЮiР eь т єp aїЮєo p iı с о iмтР чц, мiо чц 
ЮiР eь т єp aїЮєo p iı с гaЮp iдмeР чц, дo ОaєЮo о чц i ЮiР ь eо чц пo пeР єч Оacy 
гaЮp iдмeР i. Π ocєaР o о Юa гaйaОi: 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) infTxТdtt,tu,txfuJ
T

t

0

0

→+= ∫                       (5.48) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 000 xtxT,tt,t,tu,txftx =≤≤=&                                (5.49) 
 

( ) TttV,tu 0 ≤≤∈                                              (5.50) 

йe Юep yо aР Р у )(u ⋅  - ЮycЮo о o -Р eдep ep о Р e Р a ]T,t[ 0 , )0t(u)t(u +=  дp ч 
)0T(u)T(u,Ttt0 −=<≤ , пo пeР єч T,t0  єo ОЮa 0x - гaйaР i, V - гaйaР a 

пР o фчР a rEV ⊆ , .)u,,u(u,)x,,x(x T
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T
n1 KK ==  

B о aфaїпo : юyР Юь iı )x(),t,u,x(f),t,u,x(f 0 Φ  пaхєт ОacєчР Р i дoxiйР i 
),,(},n,1j,i,f{f),f,,f(f

n1in1 xxx
j

xx
0
x

0
xx

0 ΦΦΦ KK ====  i Р eдep ep о Р i 
p aгo п г ь чпч дoxiйР чпч гa cyЮyдР icєх ap лyпeР єiо  дp ч  

]T,t[t,Vu,Ex 0
n ∈∈∈ . 

 
T eop eа a 5.4 ( Π p чР ь чд пaЮcчпyпy - Р eo НxiйР a yпo о a o дєчпaмтР o cєi) 
H exaц (u(t),x(t)), t0≤ t ≤T- p o го щугoЮ гaйaОi (5.48)-(5.49).  
 
To йi  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) Ttt,tтt,,tu,txHtтt,u,,txHsup 0
Vu

≤≤=
∈

,                        (5.51) 

 
йe                    ( ) ( ) ( )( )tu,x,f,tu,x,ft,u,x,H 0 ψψ +−= ,                        (5.52) 

 
a юyР Юь iу )u,t()t( ψψ =  уо муїєтcу p o го щугЮo п cдp уфeР oı cчcєeпч: 
 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) T,tt    ,tt,tu,txft,tu,txf

tтt,u,x,Ht

0
T

x
0

x

)t(xx
tuux

≤≤−=

=−=
=
=

ψ

ψ&
                       (5.53) 

 
( ) ( )( ) 0TxТT x =+ψ .                                            (5.54) 
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(ь у єeo p eпa с ОacєчР Р чц о чдaйoЮ m eop eа u  5.2: єyє гp aгy дoЮмaйeпo  
10 −=ψ , єo пy yпo о a (5.8) m eop eа u  5.2 с гaо фйч о чЮo Р aР a, a yпo о a 

єp aР cо ep caмтР o cєi (5.24) Р aНyо aї о члмуйy (5.54). 
 
І o о eйeР Р у m eop eа u  5.4. І o йaєЮo о o  дp чдycЮaїпo , С o  юyР Юь iı 

x
0
x

0
x ,f,f,f,f Φ  гaйo о o мтР ухєт yпo о i е iди чь у дo  гпiР Р чп u,x : 

 
( ) ( ) ( )hЛxLtu,x,fth,uЛx,xf +≤−++ ,                       (5.55) 

 
( ) ( ) ( )hЛxLtu,x,fth,uЛx,xf xx +≤−++ ,                      (5.56) 

 
( ) ( ) ( )hЛxLtu,x,fth,uЛx,xf 0

x
0
x +≤−++ ,                     (5.57) 

 
( ) ( ) ЛxLxТЛxxТ xx ≤−+                                    (5.58) 

 
йму о cix ]T,t[VE)t,hu,xx(),t,u,x( 0

n ××∈++ ∆ . Cєaмi е iди чь у йму о cix 
юyР Юь iц дo гР aОeР i o йР iїх мiєep oх L, o cЮiмтЮч о  дoйaмти o пy гР aОeР Р у ь чx 
Юo Р cєaР є Р e гР aйo Нмуєтcу. Iг єeo p eпч дp o  icР yо aР Р у єa їйчР icєт p o го щугЮy 
гaйaОi р o и i y Юмaci ЮycЮo о o -Р eдep ep о Р чx юyР Юь iц (p o гйiм 2) о чдмчо aї: 
гaйaОa р o и i (5.49) дp ч yпo о i (5.55) пaї p o го щугoЮ )u,(x ⋅  о чгР aОeР чц Р a 
о iйp iгЮy ]T,t[ 0  йму о cix ЮycЮo о o -Р eдep ep о Р чx Юep yо aР т, С o  гaйo о o мтР ухєт 
(5.50). 

р ep yо aР Р х Ttt,V)t(u),(uu 0 ≤≤∈⋅=  Р aйaпo  ЮycЮo о o -Р eдep ep о Р чц 
дp чp icє h(t), to≤t≤T : 

 
u+h=u(t)+h(t)∈V(t), to≤t≤T. 

 
Toйi єp aїЮєo p iу  x(t)=x(t,u), to≤t≤T, o єp чпaї дp чp icє 
  

∆x(t)=x(t,u+h)-x(t,u), to≤t≤T. 
 

Iг yпo о  (5.49) о чдмчо aї, С o  ∆x(t) гaйo о o мтР уї yпo о aп: 
 

∆ x& (t)=ƒ(x(t)+∆x(t),u(t)+h(t),t)-ƒ(x(t),u(t),t)                              (5.59) 
 

to≤t≤T,  ∆x(to)=0. 
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Π oЮaфeпo , С o   

|∆x(to)|=|x(t,u+h)-x(t,u)|≤ C1 dth(t)
T

t0
∫ , to≤t≤T,                      (5.60) 

йe C1= )tL(T oLe − =const. 
 
І му ь тo лo  дoєp iНР e Нyйe єо ep йфeР Р у, уЮe о iйo пe о  мiєep aєyp i уЮ 

Р ep iо Р icєт Я p aР yo мa. 
 
τ eа a (Я p aР yo мa). H exaц юyР Юь iı ϕ(t), b(t) Р eо iйщїпР i i Р eдep ep о Р i Р a 

о iйp iгЮy to≤t≤T, a= const. 
H exaц  

ϕ(t) ≤ a ( )dл
t

t0
∫ τϕ +b(t), to≤t≤T,                                  (5.61) 

To йi  

0≤ϕ(t) ≤ a ( ) dлeb )-a(t
t

t0

ττ∫ + b(t), to≤t≤T,                                      (5.62) 

ДoЮp eпa, уЮС o  b(t)=b= const ≥ 0, єo   
 

0 ≤ ϕ(t) ≤ b )ta(t 0e − , to≤t≤T                                                (5.63) 

RЮС o  ф:  

ϕ(t) ≤ a ( )dл
T

t
∫ τϕ + b(t), to≤t≤T, 

єo   

0 ≤ ϕ(t) ≤ a ( ) dлeлb t)-a(л
T

t
∫ + b(t), to≤t≤T, 

a дp ч b(t)≡b=const ≥ 0 Нyйeпo  пaєч  
 

0 ≤ ϕ(t) ≤ b )ta(Te − , to≤t≤T. 

І o о eйeР Р у Θeа u . Π oЮмaйeпo  R(t)=a ( )dл
t

t0
∫ τϕ . 

Дayо aфчпo , С o : R(to)=0, R(t) ≥ 0, (t)R& =a ϕ(t), to≤t≤T. 
Д yp axyо aР Р уп (5.61) пaїпo : 

(t)R&  ≤ a R(t)+ab(t), єo Нєo   (t)R& - aR(t) ≤ ab(t), to≤t≤T. 
І o пР o фчпo  o Нчйо i ОacєчР ч o cєaР Р тoı Р ep iо Р o cєi Р a )t(ta 0e −− :  

 



 
р p aЮ В .B ., е eо o и чО O .е . Teo p iу Юep yо aР Р у. 

)(R(t)e
dt
d )ta(t 0−− ≤ ab(t) )tt(a 0e −− , to≤t≤T. 

 
IР єeлp yо aР Р у о iй to йo  t г yp axyо aР Р уп R(to)=0 дp чо o йчєт йo  o ь iР Юч: 
 

R(t) )ta(t 0e −−  ≤ ( )∫ −−
t

t

)ta(л

0

0 dлeлba , 

єo Нєo  ( )∫ −≤
t

to

л)a(t dллbaR(t) , to ≤ t ≤ T. 

Π iйcєaо чо и ч ь х o ь iР Юy о  дp aо y ОacєчР y (5.61) o єp чпaїпo  Р ep iо Р icєт 
(5.62). RЮС o  b(t)≡b=const, єo  Нeгдocep eйР тo  o НОчcмххОч iР єeлp aм о  дp aо iц 
ОacєчР i (5.62), дp чцйeпo  йo  o ь iР Юч (5.63).  

І p yлe єо ep йфeР Р у мeпч йo о o йчєтcу aР aмo лiОР o  гa йo дo пo лoх 
йo дo пiфР oı юyР Юь iı: 

R(t)=a )dл(л
T

t
∫ϕ , to ≤ t ≤ T. 

е eпa йo о eйeР a. 
 
Iг cдiо о iйР o и eР т (5.59) йму ∆x(t) г yp axyо aР Р уп (5.55), пaїпo: 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )[ ] dлл,лu,лxfл),лhлuЛx(л),л(xfЛx(t)
t

t0
∫ −++= ≤ 

≤L ( )∫ ∫+
t

t

t

t0 0

dллhLdлЛx(л) .  

До iйcч, дoЮмaо и ч о  (5.61) (о  мeпi Я p aР yo мa)  

( ) ,Лx(t)л =ϕ   a=L,  b(t)=L ( )∫
t

t0

dллh  

г мeпч o єp чпaїпo  o ь iР Юy (5.60). 
 
І o о eйeпo  єeдep , С o  дp чp icє ( ) ( )uJhuJЛJ −+=  юyР Юь io Р aмy (5.48) 

пoфe Нyєч дp eйcєaо мeР чц y о члмуйi: 
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]∫ +−+−=
T

t0

Rdttt,,tu,txHtt,,thtu,txHЛJ ψψ ,         (5.64) 

 
йe гaмчи Юo о чц ОмeР  R гaйo о o мтР уї Р ep iо Р o cєi: 
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( )
2

T

t
2

0

dtthCR 









≤ ∫ , C2=const ≥ 0.                               (5.65) 

 
O cЮiмтЮч ( ) ( ) ( )( ) 1Н,0Лx,ЛxxТxТЛxxТ x ≤≤+′=−+ , 
єo  iг (5.48) o єp чпaїпo:  
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]

( )( ) ( )( ) .RTЛx,TxТ

dtt,tu,txft,,thtu,tЛxtxfЛJ

1x

T

t

00

0

++

+−++−= ∫ ,        (5.66) 

 
Tyє   R1= ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ).TЛx,TxТTН ЛxTxТ xx −+  
 
Iг (5.58), (5.60) о чдмчо aї o ь iР Юa: 

( ) ( )
2

T

t

2
1

2
1

0

dtthLCTЛxLR 









≤≤ ∫ .                              (5.67) 

 
Π ep eєо o p чпo  йp yлчц йoйaР oЮ о  (5.66). Д yp axyо aР Р уп 

(5.53),(5.54),(5.59) пaїпo : 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫ =−=−=
T

t
x

0

dttЛx,t
dt
dTЛx,TTЛx,TxТ ψψ  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]∫ =+−=
T

t0

dttЛx,tтtxЛ,tт &&  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) +−++−= ∫
T

t0

dtt,tu,txft,thtu,tЛxtxf,tт  

( ) .dtx(t)(t)),t,u(t),(x(t),H
T

t
x

0

∫+ ∆ψ  

 
Π iйcєaо чпo  ь e о  (5.66): 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ]∫ −−++−=
T

t

00

0

dtt,tu,txft,thtu,tЛxtxfЛJ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) +−++− ∫
T

t0

dtt,tu,txft,thtu,tЛxtxf,tψ  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 1

T

t
x RdttЛx,tтt,,tu,txH

0

++ ∫ . 
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До iйcч г йo дo пo лoх юyР Юь iı H   глiйР o  (5.52) 
 

( )f,fH 0 ψ+−=  
пaїпo: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )[ ]∫ +++−++=
T

t

0

0

dtt,thtu,tЛxtxf,tt,thtu,tЛxtxfЛJ ψ  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )[ ]∫ ++−+
T

t

0

0

dtt,tu,txf,tt,tu,txf ψ  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) =++ ∫ 1

T

t
x RdttЛx,tt,,tu,txH

0

ψ                            (5.68) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )[ ]∫ +−++−=
T

t0

dttt,,tu,txHtt,,thtu,tЛxtxH ψψ  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 1

T

t
x RdttЛx,tt,,tu,txH

0

++ ∫ ψ  

Iг юo p пyмч cЮiР ОeР Р чx дp чp o cєiо  о чдмчо aї: 
 

( ) ( ) ( )( )Лx,t,h,uН Лx,xHt,h,ux,Ht,h,uЛx,xH x ψψψ ++++=++ , 
йe   0≤Θ≤1. 
 

До iйcч i г (5.68) o єp чпaїпo  (5.64), йe R=R1+R2,  
 

( ) ( )( )dtЛx,t,u,x,Ht,h,uН Лx,xH-R
T

t
xx2

0

∫ −++= ψψ  

ДР aцйeпo  o ь iР Юy йму R. O cЮiмтЮч 
 

( ) ( ) ( ) ,)tu,x,f(tu,x,ft,u,x,H T
x

0
xx ψψ +−= , 

 
єo  г yp axyо aР Р уп (5.56),(5.57) йму R2 пaїпo  o ь iР Юy:  
 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) =++≤ ∫
T

t
2

0

dttxthtЛxut,max1LR ∆ψ

( )( )[ ( ) ( ) ( ) ]≤++= ∫∫
T

t

T

t

2

00

dtthtЛxdttЛxut,max1L ψ

( )( ) ( ) ( ) =









+










+≤ ∫∫∫

2
T

t
1

T

t

2
T

t

2
1

000

dtthCdtdtthCut,max1L ψ
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( ) ( ) ( )
2

T

t
10

2
1

0

dtth)CtTC()ut,maxL(1 







+−+= ∫ψ                (5.69) 

 
O cЮiмтЮч R=R1+R2, єo  iг (5.67),(5.69) o єp чпaїпo  (5.65). 
 
І aмi, Р exaц ( )⋅= uu  - o дєчпaмтР e Юep yо aР Р у гaйaОi (5.48)-(5.50). To йi 
 

( ) ( ) 0uJhuJЛJ ≥−+=  
 

йму о cix ЮycЮo о o -Р eдep ep о Р чx ( )⋅= hh , йму уЮчx u(t)+h(t)∈V, to≤ t≤T.  
B iгтпeпo  ∀v∈V, йo о iмтР i t, t+ε∈[to,T], ε>0 i p o глмуР eпo  дp чp icє ( )⋅h  

cдeь iaмтР o лo  о члмуйy 

( ) ( )
[ ] [ ]




+∈
+≤≤−

=
Зtt,/T,tл0,
Зtлt,лuv

лh
0

                                            (5.23) 

 
 

TaЮi дp чp o cєч Р aгчо aхєт лoмОaєчпч о ap iaь iупч Юep yо aР Р у. Π p чp icє 
(5.70) ЮycЮo о o -Р eдep ep о Р чц i u(t)+h(t)∈V  дp ч о cix t∈[to,T]. 

 
І му (5.70) iг (5.64),(5.65) пaїпo  

  

( ) ( )∫∫
++

≤≥+−=
Зt

t

2
2

Зt

t
dллhЗCR0,RdллgЛJ .                             (5.71) 

Tyє 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) Зtлt,лл,,лu,лxHл,v,,лxHлg +≤≤−= ψψτ . 

 
O ь iР Юa йму R o єp чпaР a iг (5.64) гa йo дo пo лoх Р ep iо Р o cєi р o и i-

ФyР уЮo о cтЮoлo . O cЮiмтЮч юyР Юь iу ( )⋅u  ЮycЮo о o -Р eдep ep о Р a, u(t)=u(t+0), a 
( ) ( ) ( )ψψ л,u,x,H,л,лx - Р eдep ep о Р i юyР Юь iı cо oıx ap лyпeР єiо , єo  о гуо и ч ε>0 
йocчєт пaмчп, пoфeпo  о о aфaєч, С o  ( )лg  Р eдep ep о Р a Р a [t,t+ε]. 

To йi гa єeo p eпoх дp o  cep eйР ї: ( ) ( ) 1Н,0Н ЗtЗgdллg
Зt

t
≤≤+=∫

+

 

To пy iг (5.71) пaїпo :  

( ) ( ) ( ) .dллhЗCН ЗtЗgRН ЗtЗgЛJ0
Зt

t

2
2 ∫

+

++−≤++−=≤  

Π oйiмчпo  Р a 0З >  i cдp упyїпo  0З +→ : 
 

( ) ( ) 0,tgН Зtglim
0З

≤=+
+→
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єo Нєo             
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 0,tt,,tu,txHлt,v,,лxHtg ≤−= ψψ  

aНo   
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) V.v,tt,,tu,txHtt,v,,txH ∈∀≤ ψψ  

 
B  cчмy йo о iмтР o cєi v∈V пaїпo  yпo о y пaЮcчпyпy (5.51) йму ∀ t: to ≤t < T. 

 
І му йo о eйeР Р у (5.51) дp ч t=T єp eНa о гуєч:  
 

( ) ( )
[ ] [ ]




∈
≤≤−

=
TЗ,-T\T,tл0,
TлЗ-T,лuv

лh
0

 

i дp чо ecєч aР aмo лiОР i о чЮмaйЮч.  
 
T eop eа a 5.4 йo о eйeР a. 
 
уayжaн eяя� 5.1. Ц yР Юь iу 
 

( ) ( ) ( )( ),tt,u,,txHsuptH
Vu

ψ
∈

=   

Р eдep ep о Р a Р a [to,T] i yпo о a пaЮcчпyпy (5.51) cдp aо eймчо a йму о cix t∈[to,T] 
дp ч Нyйт-уЮo пy г йо o x cдoco Нiо  йo о чгР aОeР Р у ( )⋅u  о  єo ОЮax p o гp чо y: 
u(t)=u(t+0) дp ч to ≤t < T, u(T)=u(T-0), aНo  u(t)=u(t-0) дp ч to < t ≤ T, 
u(to)=u(to+0). 

 
� у о мacєчо icєт пaї пicь e i йму Нiмти  гaлaмтР чx Р iф (5.48)-(5.50) 

гaйaО o дєчпaмтР o лo  Юep yо aР Р у( йo о eйeР Р у о мacєчо o cєi  йчо чcт [5]). 
 
уayжaн eяя� 5.2. T eop eа a 5.4 cдp aо eймчо a i о  єo пy о чдaйЮy, Юoмч 

о гaпiР  yпo о  (5.55)-(5.58) о чпaлaєч мчи e Р eдep ep о Р icєт юyР Юь iц 
x

0
x

0
x ТТ ,,f,f,ff, гa cyЮyдР icєх cо oıx ap лyпeР єiо . 

 
 


