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PO ДІ Iе  6. 
 

6.2. P iняБяяБ е eма a яa  и мБ и с cрpeхяс x cс cхeа  oь хс а a мгяoуo 
рepyнa яяБ. 

 
B чо eмeтo  пeБep  p iо Р уР Р у лeстaР a мсу мчcЮp eпР чx  cчcпeт. ДaБчи eтo  

ьaмaОy o БпчтaсгР oфo  Юep yо aР Р у y о чфсумi: 
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Tyп )(u τ - ЮycЮo о o -Р eБep eо Р a цyР ЮПiу, тoтeР пч t0, T-ьaмaР i. 
 
Πep eїмeтo  мo  мчcЮp eпР o ı ьaмaОi, ьp oючо и ч мчcЮp eпчьaПiє: 

t0<t1<...<tN-1<tN=T, iР пeфp aс о  (6.11) ьaтiР чтo  цo p тyсoє Бp утoЮyпР чЮiо . 
 
O пp чтaжтo : 
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Gi=G(ti), Vi=V(ti). 

 
ДaмaОa (6.15)-(6.18) тaж пaЮo Я  i caтocпiїР e ьР aОeР Р у. 
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R ЮМ o  ьaмaпч мчcЮp eпР e Юep yо aР Р у [ui]0=(u0,u1,...,uN-1) i Бo ОaпЮo о y 
yтo о y Gxx0 ∈= , пo  (6.16) o мР o ьР aОР o  о чьР aОaж мчcЮp eпР y пp aжЮпo p iє 
[xi]0=(x0,x1,...,xN) . 

ДaцiЮcyжтo  мeуЮe 0Gx ∈ , Бo ьР aОчтo  Оep eь )x(0∆  тР o ЯчР y Юep yо aР г 
[ui]0 : 
1. B чЮo Р aР o  (6.18). 
2. Tp aжЮпo p iу [xi]0, М o  о iмБo о iмaж [ui]0 i о чюp aР iї Бo ОaпЮo о iї yтo о i x0=x 
ьaмo о o сгР уж (6.17). 

Πap y )]u[,]x([ 0i0i  Р aьо eтo  мo Бycпчтoє, уЮМ o  о o Р a ьaмo о o сгР уж 
(6.16)-(6.18), пoюпo  [ui]0 )x( 00∆∈ . 

M Р o ЯчР a )x(0∆  тo Яe юyпч Бo p o ЯР гoє, aюo  Р e  Бo p o ЯР гoє. R ЮМ o  
=)x(0∆ ∅ Бp ч о cix  0Gx ∈ , пo  (6.16)-(6.18) - Р ecyтicР i yтo о ч i цyР ЮПiу 

(6.15) юyмe о чьР aОeР a Р a Бo p o ЯР iї тР o ЯчР i. To тy, М oю ьaмaОa (6.15)-(6.18) 
тaсa ьтicп, пp eюa о чтaфaпч, М oю icР yо aсa x o Оa ю o мР a пo ОЮa 0Gx ∈ , 

≠)x(0∆ ∅.  
 
Πo ьР aОчтo : X0={x: 0Gx ∈ , ≠)x(0∆ ∅}.  
To мi ьaмaОy (6.15)-(6.18) cцo p тyсєжтo  Юo p o пЮo : 
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І o Бycпчтy Бap y )]u[,]x([ 0i0i  Р aьо eтo  p o ьо –уьЮoт ьaмaОi (6.15)-
(6.18), уЮМ o  *

0
*
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*
i0 I])u[],x([I = , i 0

*
i ]u[ - Р aьо eтo  o БпчтaсгР чт 

Юep yо aР Р ут,
0

*
i ]x[ - o БпчтaсгР oє пp aжЮпo p iжє ьaмaОi (6.15)-(6.18). 

ДaмaОa (6.15)-(6.18) - ьaмaОa тiР iтiьaПiı цyР ЮПiı о iм n+Nr ьтiР Р чx , мe 
n Т  p o ьтip Р icпг Бo ОaпЮo о o фo  о eЮпo p y 0x , r Н p o ьтip Р icпг ЮoЯР o фo  ь о eЮпo p iо  

1N10 u,,u,u −K . 
Дa мo Бo тoфoє тeпoмy мчР aтiОР o фo  Бp o фp aтyо aР Р у ьaмaОa (6.5)-(6.8) 

о eсчЮo ı ЮiсгЮocпi ьтiР Р чx  ьо o мчпгcу мo  Бocсiмo о Р o cпi cЮiР ОeР o ı ЮiсгЮocпi 
ьaмaО тiР iтiьaПiı цyР ЮПiї тeР и o ı ЮiсгЮocпi ьтiР Р чx . 

 
І су о чЮсaмeР Р у тeпoмy мчР aтiОР o фo  Бp o фp aтyо aР Р у p o ьфсуР eтo  

мo Бo тiЯР i ьaмaОi: 
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                       N,ki,Gx ii =∈            (6.21) 
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мe пo ОЮa xi, пa Пiсe Очcсo  k -цiЮco о aР i, 1Nk0,Gx k −≤≤∈ .  

Πp ч k=0 o пp чтaжтo  Бo ОaпЮo о y ьaмaОy (6.15)-(6.18). Πo ьР aОчтo : 
)x(k∆ - тР o ЯчР a Юep yо aР г [ui]k, М o  ьaмo о o сгР уєпг (6.22) i пaЮчx , М o  
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І aР a цyР ЮПiу Р aьчо aжпгcу цyР ЮПiжє лeстaР a мсу ьaмaОi (6.15)-(6.18). 
 
ΠoЮaЯeтo , М o  цyР ЮПiу лeстaР a ьaмo о o сгР уж p iо Р уР Р є лeстaР a: 
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мe Dk(x) - тР o ЯчР a ycix  пчx  kVu ∈ , мсу уЮчx  icР yж x o Оa ю o мР e Юep yо aР Р у 
[ui]k )x(k∆∈  iь ЮoтБo Р eР пoє uk=u. 

 
До iмcч о чмР o , М o  тР o ЯчР ч Dk(x) i )x(k∆ - oючмо a Бo p o ЯР i, aюo  Р e 

Бo p o ЯР i o мР o ОacР o .  
 
O cЮiсгЮч  

xk+1=Fk(x,u), 
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пo  мсу пoфo , М oю Пi тР o ЯчР ч юyсч Р eБo p o ЯР i Р eoюxiмР o  i мocчпг, М oю 
≠+ ))u,x(F( k1k∆ ∅. 

 
І o о eмeР Р у p iо Р уР Р у лeстaР a (6.23). 
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B iьгтeтo  мo о iсгР e u∈Dk( x) (Dk (x) ≠ ∅) i ь Пчт Юep yо aР Р ут о чїмeтo  iь 

пo ОЮч x о  тoтeР п k. B  тoтeР п k+1 Бp чїмeтo  о  пo ОЮy xk+1=Fk(x,u), мсу уЮo ı 
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B  cчсy мo о iсгР o cпi u∈Dk(x) i 0>ε , ьо iмcч о чБсчо aж Р ep iо Р icпг (6.25). 
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TeБep  БoЮaЯeтo , М o  о  (6.25) Р ep iо Р icпг тo ЯР a ьaтiР чпч ьР aЮoт 
p iо Р o cпi. Дa o ьР aОeР Р ут )x(B)]u[,x(J

)x(
inf ki kk

k

=
∆

 мсу ЮoЯР o фo  0>ε  

ьР aїмeпгcу пaЮe Юep yо aР Р у [ εν i ]k )x(k∆∈ : 
 

εν ε +≤≤ )x(B)][,x(J)x(B ki kkk  
 

A сe )),x(F(),,(][ kk1k1N1ki 1k

εεε ν∆ννν +−++
∈≡ K , пoтy 

 
≤+ + ),x(F(B),x(F kk1kk

0
k

εε νν =+
++ )][),,x(F(J),x(F

i 1kkk1kk
0

k ννν εε

.)x(B)][,x(J ki kK εν ε +≤=  
 

O cЮiсгЮч )x(Dkk ∈εν , пo  
 

,)x(B))]u,x(F(B)u,x(F[
)x(Du

inf kk1k
0

k

k

ε+≤+
∈

+  

 
aюo  о  cчсy мo о iсгР o cпi 0>ε  
 

)x(B))]u,x(F(B)u,x(F[
)x(Du

inf kk1k
0

k

k

≤+
∈

+ . 

 
До iмcч пa iь (6.25) о чБсчо aж (6.13). Piо Р уР Р у лeстaР a мo о eмeР o . 

 
р o p чcпyєОчcг (6.23),(6.24) тo ЯР a Бocсiмo о Р o  о чьР aОчпч цyР ЮПiı 

Bk(x) пa ıx  oюсacпi о чьР aОeР Р у Xk, k=N,N-1,...,0. O Оeо чмР o , цyР ЮПiу Bk(x) 
о чьР aОeР a о  пo ОПi x пoмi i пiсгЮч пoмi, Юoсч Dk(x) ≠ ∅. 

Πp чБycпчтo , М o  о мaсocу ьР aїпч цyР ЮПiı Bk(x) iь yтo о  (6.23),(6.24), i, 
Юp iт пoфo , Р exaї о iмo тi цyР ЮПiı uk(x)∈Dk(x), x∈Xk, k= 1N,0 − , Р a уЮчx  
мocуфaжпгcу inf о  Бp aо iї ОacпчР i (6.23). To мi тo ЯР a о чтaфaпч p o ьо –уьЮч 
ьaмaО (6.15)-(6.18) i (6.19)-(6.22). A  caтe, Р exaї o БпчтaсгР e Юep yо aР Р у 
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І су мo о eмeР Р у Пгoфo  о о eмeтo  мo Бo тiЯР i цyР ЮПiı 

 
       1N,0i),u,x(F)x(B))u,x(F(B)u,x(R 0
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To мi p iо Р уР Р у лeстaР a (6.23) Бep eБчи eтo  о  eЮо iо aсeР пР o тy о чфсумi: 
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М o  p iо Р o cчсгР o  (6.31). 
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T eop eа a 6.1 H exaї ьР aїмeР i цyР ЮПiı Bk(x) iь (6.23), (6.24) пa ıx  oюсacпi 
о чьР aОeР Р у Xk, a пaЮo Я  цyР ЮПiı 1N,0k,Xx),x(uu kk −=∈=  Р a уЮчx  
мocуфaжпгcу Р чЯР у фp aР г о  (6.23) aюo  (6.30), i Р exaї *

0x  о чьР aОeР e yтo о o є 
(6.26).  

To мi o БпчтaсгР e Юep yо aР Р у 
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i ]x[ мсу ьaмaОi 

(6.15)-(6.18) о чьР aОaєпгcу cБiо о iмР o и eР Р утч (6.26),(6.27). 
в oдeн eя я і. Iь о чьР aОeР Р у u(x), 
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ьaБчciо  p iо Р уР г лeстaР a (6.23) i (6.30) тaжтo : 
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B iьгтeтo  мo о iсгР i x∈X0 ,Юep yо aР Р у [ui]0 )x(0∆∈  ь о iмБo о iмР o є 

пp aжЮпo p iжє ]x[ i 0
 iь (6.16). TaЮ уЮ ui(x)∈Di(xi), пo  iь p iо Р уР Р у (6.30) i 

о чьР aОeР Р у ui(x) о чБсчо aж:  
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Дa мo Бo тoфoє цo p тyсч (6.31) Бp ч k=0 ь yp axyо aР Р ут cБiо о iмР o и eР г 

(6.26), (6.32), (6.33) o пp чтaжтo : 
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мсу юyмг-уЮчx  x∈X0 i [ui]0 )x(0∆∈ , М o  ї пp eюa юyсo  мo о ecпч. 
 

T eop eа a 6.2. H exaї о iмo тi Bk(x), x∈Xk iь (6.23), (6.24), a пaЮo Я  цyР ЮПiı 
uk(x), Р a уЮчx  мocуфaжпгcу Р чЯР у фp aР г о  p iо Р уР Р i (6.23) (aюo  (6.30)). 
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о чьР aОaєпгcу цo p тyсaтч (6.28). 
 
в oдeн eя я і. B iьгтeтo  мo о iсгР e Юep yо aР Р у [ui]k )x(k∆∈  i о iмБo о iмР y 

пp aжЮпo p iє ]x[ i k
 iь (6.20). O Оeо чмР o  (6.32), (6.33) ьaсчи aєпгcу 

cБp aо eмсчо чтч Бp ч о cix  1N,ki −= . До iмcч ьa мo Бo тoфoє (6.31) o пp чтaжтo : 
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М o  о чБсчо aж ь цo p тyсч (6.31) iь о p axyо aР Р ут (6.32). Tчт caтчт БoЮaьaР o , 
М o  цyР ЮПiı Bk(x), М o  о чьР aОaєпгcу ьфiмР o  (6.23), (6.24) - мiїcР o  уо суєпгcу 
цyР ЮПiутч лeстaР a мсу ьaмaОi (6.15)-(6.18). 
 

уayдa� eя я і 6.1. B  пeo p iı o БпчтaсгР oфo  Юep yо aР Р у пa ıı ьacпocyо aР Р уx  
о aЯсчо e тicПe ьaїтaж пaЮ ьо aР a ьaмaОa cчР пeьy. B o Р a Бoсуфaж о  Бoюyмo о i 
цyР ЮПiı Юep yо aР Р у u=uk(x) уЮ цyР ЮПiı cпaР y cчcпeтч. Toюпo , Пe o БпчтaсгР e 
Юep yо aР Р у ьa yтo о ч, М o  о  тoтeР п k oю–жЮп ьР ax o мчпгcу о  пo ОПi x цaьo о o фo  
Бp o cпo p y. TaЮa цyР ЮПiу uk(x) Р aьчо aжпгcу cчР пeьyєОoє. Po ьо –уьoЮ p iо Р уР Р у 
лeстaР a (6.23) eЮо iо aсeР пР o  p o ьо –уьЮy ьaмaОi (Бp oюсeтч) cчР пeьy мсу ьaмaОi 
(6.15)-(6.18). A  caтe: цyР ЮПiу uk(x), Р a уЮiї мocуфaжпгcу Р чЯР у фp aР г о  
(6.23) ж cчР пeьyєОoє, пoюпo  уЮМ o  о  тoтeР п k oю–жЮп ьР ax o мчпгcу о  пo ОПi 
x∈Xk, пo  Бo мaсги чї o БпчтaсгР чї p yx  oю–жЮпy о чьР aОaжпгcу yтo о aтч: 
xi+1=F(xi,ui(xi)), 1N,ki −= ,   xk=x. 
 

 
уayдa� eя я і 6.2. Дycпp iОaєпгcу ьaмaОi пчБy (6.15)-(6.18), о  уЮчx  

Р чЯР у фp aР г о  (6.23) aюo  (6.26) Р e мocуфaжпгcу. To мi Юo p чcпyєпгcу 
о eсчОчР aтч, М o  Р aюсчЯeР o  p eaсiьyєпг Р чЯР є фp aР г. A сe Р aо iпг Юoсч 
Р чЯР у фp aР г о  (6.23) aюo  (6.26) мocуфaжпгcу, o пp чтaпч пo ОР i о чp aьч мсу Bk(), 
uk(x) iь (6.23) i пo ОЮч *

0x  iь (6.26) Оacпo  юyо aж о aЯЮo . To тy Р a Бp aЮпчПi Оacпo  
Юo p чcпyєпгcу cБiо о iмР o и eР Р утч (6.26), (6.27) мсу Р aюсчЯeР чx  Bk(), uk(x) i 
ьaтicпг пo ОР чx  Юep yо aР г 0

*
i ]u[  i пp aжЮпo p iı 0

*
i ]x[  o пp чтyєпг мeуЮi ıx  

Р aюсчЯeР Р у. 
 
уayдa� eя я і 6.3. M eпo м мчР aтiОР o фo  Бp o фp aтyо aР Р у ж eцeЮпчо Р чт 

ьacoюoт p o ьо –уьЮy ьaмaО о чфсумy (6.15)-(6.18). Д їoфo  мo Бo тoфoє Бo ОaпЮo о a 
ьaмaОa ьо o мчпгcу мo  Бocсiмo о Р o cпi юiсги  Бp o cпчx  ьaмaО тiР iтiьaПiı цyР ЮПiı 
тeР и o ı ЮiсгЮocпi ьтiР Р чx  мсу о чьР aОeР Р у Bk(), uk(x). R ЮМ o  Пi ьaмaОi 
p o ьо –уьaР i ь о eсчЮoє пo ОР icпє, пo  i о  Бo ОaпЮo о iї ьaмaОi фсoюaсгР чї тiР iтyт 
цyР ЮПiı юyмe ьР aїмeР чї ь о eсчЮoє пo ОР icпє. 
 


