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PO ДІ Iе  6 
 

6.3. M eоoи  и н а aі iг а oпo рpoпpaі yяaа а л  
и сл cн cоeі  � а eрepepяа н і  г acoі . 

 
 Po глмуР eдo  гaсaОy: 

               inf))T(x(d
T

t
)),(u),(x(f))(u,x,t(J

0

0
00 →+=⋅ ∫ Φττττ ,     (6.34) 

,x)t(x,Tt),),(u),(x(f)(x 000 =≤≤= τττττ&    (6.35) 
 

             Tt),(G)(x 0 ≤≤∈ τττ ,                                                   (6.36) 
 

  Tt),(V)(uu 0 ≤≤∈= τττ ,                                                  (6.37) 
 

сe  )(u τ - ЮycЮo о o -Р eф ep eо Р a ц yР Ютiу.  
O йp чдaйч уо Р чь aР aмiйчОР чь о члмус o ф йчдaмїР o лo  Юep yо aР Р у йaЮoı 

гaсaОi о сaхйїcу йiмїЮч о  сeуЮчx о чф aсЮax. To дy сму йaЮчx гaсaО о чф чcyБйї 
p iо Р уР Р у ЦeмдaР a.  

B о eсeдo  ц yР ЮтiБ 
))(u,x,t(J

)t,x(
inf)t,x(B ⋅=

∆
. 

 
жe ц yР Ютiу ЦeмдaР a сму гaсaОi (6.34)-(6.37). Tyй )t,x(∆ - дР o щчР a 

о cix Юep yо aР ї )(u τ , Tt ≤≤ τ , бo  гaсo о o мїР уБйї o ЯдeщeР Р уд (6.37), 
 

)s(u
0s

lim)0(u)(u
+→

=+=
τ

ττ , Tt ≤≤ τ , 

 
йaЮчx бo  о iсф o о iсР a йp aхЮйo p iу )u,(x)(x ττ = , Tt ≤≤ τ  о чгР aОeР a Р a 
о cїo дy о iсp iгЮy [t0,T] i гaсo о o мїР ух o ЯдeщeР Р Б (6.36).  

R Юбo  гaсaОa (6.34)-(6.37) гaсo о o мїР ух сeуЮчд o ЯдeщeР Р уд i ц yР Ютiу 
B(x,t) Р eф ep ep о Р a i счц ep eР тiьo о Р a, йo  дoщР a ф oЮaгaйч, бo  ц yР Ютiу 
ЦeмдaР a B(x,t)  гaсo о o мїР ух p iо Р уР Р Б ЦeмдaР a гaсaОi (6.34)-(6.37): 
 
             0)]t,u,x(f)t,x(B))t,u,x(f),t,x(B[(

)t,x(Du
inf 0

tx =+′+′
∈

              (6.38) 

Ttt),t(Xx 0 ≤≤∈  
               )T(G)T(Xx),x()T,x(B =∈=Φ                          (6.39) 
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сe )B,,B(xB
n1 xx K= , tx B,B

i
 - ОacйчР Р i ф o xiсР i ц yР Ютiı B(x,t) a D(x,t) - 

дР o щчР a о cix йчx u∈V(t), сму уЮчx icР yх xo Оa Я o сР e Юep yо aР Р у 
)t,x()(u ∆∈⋅  iг гР aОeР Р уд u(t)=u(t+0)=u. 

H aо eсeдo  eо p icйчОР i дipЮyо aР Р у, г уЮчx о чф мчо aБйї cф iо о iсР o и eР Р у 
(6.38),(6.39). B чф чи eдo  p iо Р уР Р у ЦeмдaР a сму счcЮp eйР o ı cчcйeдч о  йaЮiь 
ц o p дi: 

 
 0)]u,x(F)x(B))u,x(F(B[

)t,x(u
inf 0

kkk1k =+−
∈

+
∆

,                    (6.40) 

                                          x∈XK ,  1N,0K −= , 
 

                             BN(x)= Φ (x),       x∈XN=GN .                                          (6.41) 
 

Длaсaхдo  ф o гР aОeР Р у 
 

)t,u,x(f)tt()u,x(F K
0

K1K
0
K −= + , 

).t,u,x(f)tt(x)u,x(F KK1KK −+= +  
 

B чЮмБОaБОч г тчx ф o гР aОeР ї i cф iо о iсР o и eР ї iР сeЮc K, ф p чьР уо и ч 
tK=t, ,ttt K1K −= +∆  tN=T, BK(x)=B(x,t), BK+1(y)=B(y,t+ ∆ t), DK(x)=D(x,t), 
XK=X(t). To сi cф iо о iсР o и eР Р у (6.40), (6.41) дoщyйї Яyйч ф ep eф чcaР i о  
ЯeгiР сeЮcР iь ц o p дi: 

 
,0)]t,u,x(ft)t,x(B)tt),t,u,x(ftx(B[

)t,x(Du
inf 0 =+−++

∈
⋅⋅ ∆∆∆  

Ttt),t(Xx 0 ≤≤∈ , 
 

).T(G)T(Xx),x()T,x(B =∈=Φ  
 

R Юбo  ф o сiмчйч ф ep и y p iо Р icйї Р a ∆ t>0 i гp o Ячйч ц o p дaмїР чь 
лp aР чОР чь ф ep exiс ф p ч ∆ t →+0, йo  ф p чьсeдo  сo  cф iо о iсР o и eР ї (6.38), 
(6.39). H aо eсeР i дipЮyо aР Р у Р e ф p eйeР сyБйї Р a cйp o лicйї. Piо Р уР Р у ЦeмдaР a 
(6.38) х счц ep eР тiaмїР чд p iо Р уР Р уд (дoщe Яyйч Р eмiР iьР чд) о  ОacйчР Р чx 
ф o xiсР чx ф ep и o лo  ф o p усЮy. е iо a ОacйчР a ьoлo  cЮмaсР a, o cЮiмїЮч йaд х 
o ф ep aтiу о iси yЮaР Р у Р чщР їoı лp aР i - inf. Π чйaР Р у icР yо aР Р у йa хсчР o cйi 
p o го –угЮy гaсaОi (6.38), (6.39), о мacйчо o cйi ıı p o го –угЮy сocмiсщeР i сo  тїoлo   
Оacy Р e ф o о Р icйБ. 

Π iс p o го –угЮo д гaсaОi (6.38), (6.39) Яyсeдo  p o гyдiйч ц yР ЮтiБ B(x,t), 
бo  о чгР aОeР a йa Р eф ep ep о Р a ф p ч о cix (x,t), Ttt),t(Xx 0 ≤≤∈ , дaх 
ЮycЮo о o  Р eф ep ep о Р i ф o xiсР i Bx , Bt йa гaсo о o мїР ух p iо Р уР Р Б (6.38) о cБсч, сe 
icР yБйї ф o xiсР i, i гaсo о o мїР ух yдo о i (6.39). 
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р p iд йo лo , сму Яyсї уЮoı сo ф ycйчдoı ф ap ч (u(.), x(.)) гaсaОi (6.34)-
(6.37). сму о cix x ∈ X(t), t 0 ≤  t ≤  T, ц yР Ютiу B (x(τ ),τ ) гдiР Р o ı τ  дaх 
ЮycЮo о o -Р eф ep ep о Р y ф o xiсР y Р a [t, T] (aЯo  B (x(τ ),τ ) aЯcoмБйР o  Р eф ep ep о Р a 
Р a [t, T]). 

 
Teo peа a  6.2:  H exaь B (x, t) С p o го –угoЮ гaсaОi (6.38), (6.39) i, Юp iд 

йo лo , Р exaь Р чщР у лp aР ї о  мiо iь ОacйчР i (6.38) сocулaхйїcу Р a ЮycЮo о o -
Р eф ep ep о Р iь ц yР Ютiı u( x, t ),  

u( x, t ) ∈ D( x, t ), x ∈ X( t ), t 0 ≤  t ≤  T. 
To сi  u( x, t ) С cчР йeгyБОa ц yР Ютiу гaсaОi (6.34)-(6.37). 
 
в o дeнeяя–. B iгїдeдo  сo о iмїР i t, t 0 ≤  t ≤  T, i x ∈ X( T ). H exaь x * (τ ), 

t≤ τ ≤ T х p o го –угЮo д гaсaОi р o и i : 
                        

 T t ), ), ), x( u( ), f(x(   = ) (x ≤≤ττττττ&  
 

x(t) = x 
 i Р exaь  
               x * (τ ) ∈ X(τ ) ф p ч о cix  τ ∈  [ t, T ].  

Π oЮмaсeдo   
u * (τ ) = u(x * ( τ ),τ ), t ≤ τ ≤ T. 

R cР o , бo  u * (⋅) ∈ )t,x(∆   i  (u * (⋅), x * (⋅))- сo ф ycйчдa ф ap a гaсaОi (6.34)-
(6.37). 

І му сo о eсeР Р у йeo p eдч сocчйї ф oЮaгaйч, бo  ф ap a (u * (⋅), x * (⋅)) х 
p o го –угЮo д гaсaОi (6.34)-(6.37). 

C ф o ОaйЮy ф oЮaщeдo , бo  сму Яyсї-уЮoı сo ф ycйчдoı ф ap ч (u * (⋅), x * (⋅)) 
гaсaОi (6.34)-(6.37) cф p aо eсмчо a ц o p дyмa 

J(t, x, u(.)) = ∫
T

t
(x(R τ ), u (τ ),τ )dτ + B(x, t),                      (6.42) 

сe 
         R(x, u, t) = (B x (x, t), (f x, u, t)) + Bt ( x, t) + 0f (x, u, t).              (6.43) 

 
І iьcР o , гa yдo о o Б ц yР Ютiу B(x(τ ),τ ) гдiР Р o ı τ  Р eф ep ep о Р a i дaх 

ЮycЮo о o -Р eф ep ep о Р y ф o xiсР y. To сi, о  cчмy p iо Р уР Р у (6.35), дaхдo : 
 

                  
τ

ττ
d

)),(x(dB  = R(x(τ ),u (τ ),τ ) - 0f (x(τ ), u (τ ),τ ) 

о cБсч Р a [t, T], гa о чР уйЮo д, дoщмчо o , cЮiР ОeР o ı ЮiмїЮocйi йo ОoЮ. 
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Π p o iР йeлp yхдo  тБ йo йoщР icйї ф o  τ  Р a [t, T] i г yp axyо aР Р уд yдo о ч 
(6.39) o йp чдaхдo : 

Φ (x(T) т B(x, t)) = ∫
T

t

xR (( τ ), u(τ ),τ )dτ - ∫
T

t

f 0 (x(τ ), u(τ ),τ )dτ , 

бo  eЮо iо aмeР йР o  (6.42). 
 
Piо Р уР Р у (6.38), гa сo ф o дo лoБ ц yР Ютiı (6.43), дoщР a ф ep eф чcaйч y 

о члмусi 
 

.0),u,x(Rinf
),x(Du

=
∈

τ
τ

 

До iсcч йa г о чгР aОeР Р у ц yР Ютiı u(x, τ ) дaхдo : 
 

    R(x, u(x, τ ),τ ) = 0 = ),u,x(Rinf
),x(Du

τ
τ∈

 ≤  R(x, u, τ ),                (6.44) 

 
сму о cix u ∈ D(x, τ ), x ∈ X(τ ), t ≤ τ ≤ T .  

 
R Юбo  (u(⋅), x(⋅)) -  сo ф ycйчдa ф ap a гaсaОi (6.34)С(6.37), йo   
 

x(τ )∈ X(τ ),  u(τ ) = u(τ + 0) = u ∈ D(x(τ ), τ ), t ≤ τ ≤ T. 
 

To дy iг (6.44) o йp чдaхдo  : 
 

R(x * (τ ), u(x * (τ )),τ ) = R(x * (τ ), u * (τ ),τ ) = 0≤  R(x (τ ), u (τ ),τ ),     (6.45) 
 
 t ≤ τ ≤ T  сму Яyсї С уЮoı сo ф ycйчдoı ф ap ч гaсaОi (6.34)С(6.37).  

До iсcч йa г ц o p дyмч (6.42) iг о p axyо aР Р уд yдo о ч x * ( t ) = x( t ) = x 
дaхдo  :  
 

      J(t, x, u(.)) т J(t, x, u * (.)) = ∫
T

t
(x(R τ ), u(τ ),τ )dτ ≥0                      (6.46) 

 
сму о cix сo ф ycйчдчx ф ap  (u(⋅), x(⋅))  гaсaОi (6.34)С(6.37). 

Iг (6.42), (6.45), (6.46) о чф мчо aх, бo  
 

J(t, x, u * (.)) =   
)t,x(

inf
∆

 J(t, x, u (.)) =B(x, t). 

TaЮчд ОчР o д ф oЮaгaР o , бo  ц yР Ютiу B(x, t), уЮa о чгР aОaхйїcу 
cф iо о iсР o и eР Р удч (6.38), (6.39), cф p aо сi х ц yР ЮтiхБ ЦeмдaР a гaсaОi (6.34) С 
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(6.37), i ц yР Ютiу B(x, t), Р a уЮiь сocулaхйїcу Р чщР у лp aР ї о  мiо iь ОacйчР i 
(6.38), х cчР йeгyБОoБ сму тiхı гaсaОi. 

Teo peа a  6.2  сo о eсeР a. 
 

Дa сo ф o дo лoБ ц yР Ютiь  B(x, t), u(x, t) Р eо aщЮo  o йp чдaйч p o го –угoЮ сму 
ф o ОaйЮo о o ı гaсaОi (6.34)-(6.37). 

 
Teo peа a  6.3. H exaь B(x, t) - p o го –угoЮ гaсaОi (6.38), (6.39), i Р exaь 

Р чщР у лp aР ї о  мiо iь ОacйчР i (6.38) сocулaхйїcу Р a ЮycЮo о o СР eф ep ep о Р iь 
ц yР Ютiı u(x,t). р p iд йo лo , Р exaь йo ОЮa  )t(Xx 0

*
0 ∈  о чгР aОeР a iг yдo о ч 

                       
)t,x(Binf)t,x(B 0

)t(Xx
0

*
0

0∈
= , 

 
a ф ap a (u * (⋅), x * (⋅)), сe  x * (⋅) - p o го –угoЮ гaсaОi р o и i 
  

*
000 x)x(t ,T t ), ), ), x( u( ), f(x(   = ) (x =≤≤ττττττ&  

 
i  u * (τ ) = u( x * (τ ),τ ) х сo ф ycйчдoБ ф ap o Б гaсaОi (6.34)-(6.37).  

To сi ф ap a (u * (⋅), x * (⋅))  х p o го –угЮo д гaсaОi (6.34)-(6.37), йo Яйo   
             

J(t 0 , x *
0  , u * (.)) =  

)t(Xx 0

inf
∈ )t,x((.)u 0

inf
∆∈

 J(t0, x, u (.)) = J * . 

  
в o дeнeяя–. B iгїдeдo  сo о iмїР y сo ф ycйчдy ф ap y (u(τ ), x(τ )), t 0 ≤ τ <T , 

x( t 0 ) = x 0 ∈ X(t 0 ) гaсaОi (6.34)-(6.37). Iг ц o p дyмч (6.42) i Р ep iо Р o cйeь (6.45) 
ф p ч t = t 0  iг о p axyо aР Р уд yдo о ч (6.47) дaхдo :  
 

J(t 0 , x 0  , u(.)) - J(t 0 , x *
0  , u * (.)) =  ∫

T

t0

(x(R τ ), u(τ ),τ )dτ + B(x 0 , t 0 )- 

                                                                     -
)t(Xx 0

inf
∈

B(x, t 0 )≥  0,     

бo  ь йp eЯa Яyмo  сo о ecйч. 
Teo peа a  6.3. сo о eсeР a.  

 
ДлiсР o  m eo peа u 6.2, сму p o го –угЮy гaсaОi cчР йeгy сocчйї p o го –угaйч 

гaсaОy (6.38), (6.39). R Ю ıı p o го –угaйч? Дayо aщчдo , бo  Юo Р cйp yЮйчо Р чь o ф чc 
дР o щчР  X( t ), D(x, t), бo  о xo суйї о  гaсaОy (6.38), (6.39) Оacйo  о iсcyйР i. 
To дy Р a ф p aЮйчтi гaдicйї гaсaОi (6.38), (6.39) p o глмусaБйї Яiмїи  
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Юo Р cйp yЮйчо Р y гaсaОy, бo  o сep щyхйїcу iг гaсaОi (6.38), (6.39) гaдiР o Б D(x, 
t), X(t) Р a V(t), G(t) о iсф o о iсР o :  
 

           
)t(Vu

inf
∈

[ ( B x (x, t), f (x, u, t)) + B t  (x, t) + f 0 (x, u, t)] = 0              (6.48) 

                x∈ G( t ),             t 0 ≤  t ≤  T 
 

                                       B(x, T) = Φ (x(T)),     x∈ G( t ).                   
 

ДaсaОa (6.48) дoщe ь Р e дaйч p o го –угЮy, a гaсaОa (6.38), (6.39) дoщe 
дaйч p o го –угoЮ.  

H aьЯiмїи  eц eЮйчо Р чдч сму p o го –угЮy гaсaОi (6.38), (6.39) aЯo  гaсaОi 
(6.48) х дeйo сч, уЮi ц aЮйчОР o  p o го –угyБйї гaсaОy, бo  х счcЮp eйР o Б 
aф p oЮcчдaтiхБ гaсaОi (6.38), (6.39) aЯo  (6.48) i о чЮo p чcйo о yБйї 
Р aЯмчщeР Р у гР aОeР Р у ц yР Ютiı ЦeмдaР a С B(x, t k ). 

IР Юoмч о сaхйїcу гР aьйч p o го –угoЮ  B( x, t) гaсaОi (6.48) y о члмусi 
ф o мiР o дy о iс гдiР Р чx  x 1 , � , x n   г Р eo гР aОeР чдч Юo eц iтiхР йaдч, бo  
гaмeщaйї о iс Оacy:  
 

                   B( x, t) = ∑
=

1

1

m

0i
�  ∑

=

n

n
n1

m

0i
i...iψ ( t )( x 1  ) 1i � . (x n ) ni . 

 
Π icму ф iсcйaР o о Юч тїoлo  о чp aгy о  (6.48) сму о чгР aОeР Р у Юo eц iтiхР йiо  

...i1ψ
ni  ( t ) o йp чдyБйї счц ep eР тiaмїР e p iо Р уР Р у г ф o ОaйЮo о o Б yдo о o Б.  

 
 
 


